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34 5. Wahrscheinlichkeitsvertellungen

5. Wahrscheinlichkeitsverteilungen bei mehrstufigen
Zufallsexperimenten

Oft kennt man bei mehrstufigen Zufallsexperimenten die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen in jeder Stufe, aber nicht die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den
[Ergchnis}mmn des zusammengesetzten Experiments. Man kann jedoch durch eme
cinfache Uberlegung aus den gegebenen Verteilungen in den einzelnen Stufen die
gesuchte Gesamtverteilung berechnen. Als Beispiel hierfiir betrachten wir eine
Urne mit 4 roten, 3 schwarzen und 1 griinen Kugel (Figur 15.1) und das Experi-
ment »Zweimaliges Ziehen einer Kugel ohne Zuriicklegen«. Wir schreiben im
Baumdiagramm von Figur 16.3 die Wahrscheinlichkeiten jeder Stufe auf die Aste
und erhalten so Figur 54.2.

Fig. 542 Baumdiagramm fiir das 2Zmalige Ziehen (3]
ohne Zuriicklegen aus der Urne von Figur 15.1

Fiir die 1.Stufe lautet die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P, :
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Fiir die 2.Stufe erhalten wir in Ab-
hingigkeit vom Ergebnis des 1.Zu-
ges, also der 1.Stufe des Experi-
ments, 3 verschiedene Verteilungen:
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Man erkennt:
Die Summe der Wahrscheinlichkeiten auf den Asten, die von einem Verzwei-
gungspunkt ausgehen, ist stets 1.

Der Ergebnisraum des zusammengesetzten Experiments ist Q = {rr, rs, rg, Sr, SS.
sg, gr, gs{. Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeitsverteilung P fiir diesen Er-
gebnisraum £. Interpretieren wir die Wahrscheinlichkeiten als relative Haufig-
keiten bei einer groBen Anzahl N von Versuchen, so erwarten wir, da beim
I.Zug in 3 N Fillen eine rote Kugel gezogen wird. Der darauf folgende 2. Zug
wird in 3 aller dieser Fille, also in —51 N Fillen, wieder eine rote Kugel liefern.
Es 1st also verniinftig, das Produkt 3-5 als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
{rr} anzunehmen. Diese Uber lurunﬂ* fithrt uns zur

* Einen Beweis ohne Rilckgriff auf die Interpretationsregel bringen wir in 9.2,
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1. Pfadregel: Die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses in einem
mehrstufigen Zufallsexperiment ist gleich dem Produkt der Wahrschein-
lichkeiten auf dem Pfad, der zu diesem Elementarereignis fihrt.

Mit dieser 1.Pfadregel
teilung P folgende Wert

gewinnen wir fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeitsver-
e
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Da alle P({w})€[0; 1] sind und die Summe all dieser Wahrscheinlichkeiten 1 er-

gibt, sind Forderung 1 und 2 von Definition 42.1 erfiillt. Legt man noch zusétzlich

P(0) :=0 und P(A):= E P({w!}) fiir alle 4 € B(Q), die von @ verschieden sind,

e A

fest, dann erfiillt P auch die restlichen Forderungen 3 und 4 von Definition 42.1,

also ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf ().

Hat ein Experiment mehrere Stufen, so wuchert der Baum in bedngstigender

Weise. Will man jedoch nur die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Elementar-

ereignisses kennen, so geniigt es, den dorthin fithrenden Pfad zu zeichnen. Ziehen

wir z B. aus der oben genannten Urne 4mal eine Kugel ohne Zuriicklegen, so hat
1 !
2

die Wahrscheinlichkeit fiir den Zug rgsr den Wert P({rgsr})= 333 % = 1iv.

2
J 5

wie Figur 55.1 zeigt.

(4]3]1)

Fig. 55.1 Ausschnitt aus dem Baumdiagramm zum Experiment »4maliges Ziehen einer
Kugel aus der Urne von Figur 15.1 ohne Zuriicklegen«

Eine besonders wichtige Anwendung der 1. Pfadregel ist die
Drei-Mindestens-Aufgabe: Wie oft mul man einen L-Wiirfel mindestens werlen,
damit mit mindestens 98°%, Wahrscheinlichkeit mindestens einmal die Sechs fallt?

Losung: P(»Bei n Wiirfen mindestens 1mal die Sechs«) = 0,98
<~ 1 — P(»Bei n Wiirfen keinmal die Sechs«) = 0,98
o 1—(3)" =098 Siehe Figur 56.1.
= (H'=002 Da lg echt monoton steigend:
= n-lg2<l1g0,02 |:lg2 <0
. 5
<> N . 240 = Hogn—2dn

lg 2
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Man muB also einen L-Wiirfel mindestens 22mal werfen, um mit einer Sicherheit
von mindestens 98% mindestens einmal die Sechs zu erhalten.

rf‘;['l1'L\l ’ b ( keine } ¢ : l ] :
\\" Gl : Sechs e L 6

Fig. 56.1 Zur Drei-Mindestens-Aufgabe

Auf Grund der Eigenschaft 4 von Definition 42.1 kénnen wir nun die Wahr-
scheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses in einem mehrstufigen Zufallsexperi-
ment berechnen. Dazu betrachten wir das folgende

Beispiel 1: Eine Urne enthalte 3 rote, 2 schwarze und 1 griine Kugel. Wir ziehen
3 Kugeln ohne Zuriicklegen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die dritte ge-
zogene Kugel rot? Anhand eines Baumdiagramms stellen wir die Wahrscheinlich-
keitsverteilung fest (Figur 56.2).
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Aufgaben

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit errechnet sich nun unter Verwendung von 4
aus Definition 42.1 zu
P(»3. gezogene Kugel ist rot«) =
= P({rrr, 181, rgr, SIT, SSI, ST, EIT, gSI'}) =
P({rrr}) + P({rsr}) + P[-‘:I‘g )+ P1-,_>-H'|J - P({ssr}) + P({sgr}
+ P({grr}) + P{euﬁt

(4] | i Ry [, s Pt (RN ¥ N e 5 1 I (4] 155 =
S5+ 150+ 130 t 150+ 190 + 130 + T30+ T30 =

1

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die dritte gezogene Kugel rot ist, ist gleich der
Wahrscheinlichkeit, daB die erste gezogene Kugel rot ist. Das ist zundchst ver-
wunderlich. Man bedenke aber, daBl man alle Méglichkeiten fiir die ersten beiden
Ziige beriicksichtigen muB, die ja ganz beliebig ausfallen kénnen!
Zusammenfassend halten wir fest, wie man Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen
mit Hilfe eines Baumdiagramms berechnen kann. Jeder Pfad in einem Baum ist
bekanntlich ein Elementarereignis des mehrstufigen Zufallsexperiments. Jedes
Ereignis ist eine Vereinigungsmenge von Elementarereignissen, also eine Menge
von Pfaden. Somit berechnet sich die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses mit
Hilfe der

2. Pfadregel: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Summe
der Wahrscheinlichkeiten der Pfade, die dieses Ereignis bilden.

Dafiir nochmals ein Beispiel.
Beispiel 2: Fiir V:= »Die 3 gezogenen Kugeln sind verschiedenfarbig« erhalten wir

P (V) = P({rsg, rgs, srg, sgr, grs, gsr;) =

&) (4] & \ ] L [+ & Fa
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Aufgaben
Zus. 1.

1. Was bedeutet

n R
a) P(E, uE) ob) P(|) E) ec) P([ E)?
i=1 i=1
.4 ) = |'|J'- (f.ljl_ f’[[)llh—”—' :IL rJ-t?l|—“_"
Lege P| {5 }) so fest, daB P eine W ahrscheinlichkeitsverteilung auf 13 (€2) wird. Gib dann
die Wahrscheinlichkeit fiir jedes Ereignis aus *B(£2) an.

3. Q= {w,

1 ol 1 " | | S gt 1.
(03, (g, (g} E,={w.ws}; Eyx={ws}; Ey1= {mg;;

P{E;) =102; P(E;) = 0.5; P(E;)=05.
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