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96 8. Laplace-Experimente

Bemerkung :
Fiir diese Anzahlen gibt es verschiedene Bezeichnungsweisen. Einige geldufige
geben wir hier an:

Anzahl der k-Tupel (= k-Variationen) mit Wiederholung aus einer n-Menge =
r T Wik
=V ||:'|\-'{”" A] = i n:

Anzahl der k-Tupel (= k-Variationen) ohne Wiederholung aus einer n-Menge -
= Viwln k)=VE

Anzahl der k-Kombinationen mit Wiederholung aus einer n-Menge =
= K o (n; k)=YCk.
Anzahl der k-Mengen (= k-Kombinationen ohne Wiederholung) aus einer
n-Menge = K y(n: k) = C~.

Zusammenfassend illustrieren wir die vier unterschiedlichen Abzihlprobleme.

Beispiel 8: Einer Gruppe von 15 Schiilern werden 3 Theaterkarten angeboten. Auf
wie viele Arten konnen die Karten verteilt werden, wenn sie

a) 3 numerierte Sitzplitze sind,

b) 3 unnumerierte Stehpliitze sind?

Dabei miissen wir noch jeweils unterscheiden, ob ein Schiiler

a) genau eine Karte oder

p) mehrere Karten nehmen kann.

Losung :
ax) Jede Verteilung der 3 unterschiedlichen Karten auf die 15 Schiiler stellt eine
2 s L 15! i)
3-Permutation aus den 15 Schiilern dar. Es gibt also HET e 15-14- 13 =
(15 = 3)!

= 2730 Moglichkeiten.
aff) Jede Verteilung der 3 unterschiedlichen Karten auf die 15 Schiiler stellt ein
Schiilertripel dar. Es gibt also 15° = 3375 Maoglichkeiten.
ba) Jede Verteilung der 3 gleichwertigen Karten auf die 15 Schiiler stellt eine
Menge von 3 Schiilern (= 3-Kombination ohne Wiederholung) dar. Es gibt
o [-"115\) o TR a5 -14-13
iy oy

01 I = 455 Moglichkeiten.
n..‘u e X

.‘
P = |

bp) Jede Verteilung der 3 gleichwertigen Karten auf die 15 Schiiler stellt eine
Kombination von 3 Schiilern (mit Wiederholung) dar. Es gibt also
F 4L 4 7 1
(154+3—1 (17 o, .
[ ) = ( = ) = 680 Moglichkeiten.
A

\ /

8.3. Berechnung von Laplace-Wahrscheinlichkeiten

Mit den in 8.2. erarbeiteten kombinatorischen Hilfsmitteln kdnnen wir jetzt
Laplace-Wahrscheinlichkeiten auch in komplizierteren Fillen berechnen.
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Beispiel 1: In einem Studentenheim ist es Brauch, daB jeder an seinem Geburtstag
alle Mitbewohner zu einer Geburtstagsfeier einlidt.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf an einem Tag mehr als eine Feier
stattfindet, wenn im Heim

a) 10 Studenten, b) n Studenten wohnen?*

Losung: Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, dafl unser Kalender keine
Schalttage kennt und daB die Geburten gleichmiBig {ibers Jahr verteilt sind, d. h.,
daB jeder Tag mit gleicher Wahrscheinlichkeit 535 als Geburtstag fiir eine be-
stimmte Person in Frage kommt.

a) Ein moglicher Ergebnisraum @ ist die Menge aller 10-Tupel aus den 365 Tagen
des Jahres. Also gilt || = Anzahl der 10-Tupel aus einer 365-Menge = 365'°.
Das Ereignis 4 :=»Mindestens zwei Feiern finden am gleichen Tag statt« besteht
aus allen 10-Tupeln, in denen mindestens zwei gleiche Elemente sind. Dieses Er-
eignis liBt sich nur schwer abzihlen. Sehr viel einfacher bestimmt man dagegen
die Michtigkeit des Gegenereignisses 4 = »Alle Feste finden an verschiedenen
Tagen statt«. A besteht aus allen 10-Tupeln, in denen alle 10 Elemente verschieden
sind. | 4| ist also die Anzahl der 10-Permutationen aus einer 365-Menge =

365!

= = 365-364 ... 356.
(365 — 10)!

il e e i O 4] 365 364 ... - 356 _ 1170,
Damit ergibt sich P(4)=1— P(4)=1 Q| I 36510 ELT
b) Im allgemeinen Fall haben wir anstelle der 10-Tupel jeweils die n-Tupel zu
nenmen.

- 365! ; S
Wir erhalten P(A) =1 — . falls 0 < n = 365.

(365 — n)! 365"
Fiir n > 365 gilt selbstverstindlich P(4) = L.
Tabelle 98.1 und Figur 98.1 zeigen den Verlauf dieser Wahrscheinlichkeit in Ab-
hingigkeit von n.
Erstaunlicherweise ist P(A4) > 4 bereits fir #
In einer Klasse mit 30 Schiilern kann man schon mit einer Wahrscheinlichkeit
von 71% damit rechnen, daB mindestens zwei Schiiler am selben Tag Geburtstag

-~
= 22

haben.

Beispiel 2: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, beim Lotto »6 aus 49« mit einer
Tippreihe

a) genau 4 Richtige,

b) mindestens 4 Richtige zu haben?

Losung: Ein moglicher Ergebnisraum @ ist die Menge aller 6-Mengen aus der
49-Menge {1, 2,...,48,49}. | Q| ist also die A nzahl der 6-Mengen, die man aus der
49-Menge bilden kann, also |2| = (%) = 13983816. Da keine Veranlassung be-
steht anzunehmen. daB eine dieser 6-Mengen vor irgendeiner anderen ausgezeich-
net ist, nehmen wir auf Q eine gleichméBige Wahrscheinlichkeitsverteilung an.

* Das Problem geht auf eine 1939 verdffentlichte Arbeit Richard v, Mises® (1883-1953) zuruck
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P(A) A
oo gy 1 T e . P(A)
95% T = n=47:P(4)=95,5%, : |
A0%T+— - +| n=41:P(4)=903% IJ' 0,000
/| B 0,027
4 10 0,117
f AN D S e 15 0,253
=4 A PSR ST, 0,411
: | 25 0,569
/ 30 0,706
f 3 0.814
: : n=23:P(A)=50,7% 40 0.891
] AR n=22:P(A)=47,6% 45 0,941
1 | 50 0,970
i I 55 0,986
| i 60 0,994
5 Q08
T R ‘ n=15:P{d)=253%, 2:3 E:‘;;::
‘ | T 1,000
J/ ' ' ' Tab. 98.1 P(A) ist
/ : die Wahrscheinlich-
,i';. . keit dafiir, dafd unter
. 5 10 15 2I0'+2'L5 3+0ﬂ ”.:5 4%_&5!__5%0__ 60 }':D 3=0 :f'; n Personen minde-
% stens 2 am gleichen
Fig. 98.1 Abhangigkeit der Wahrscheinlichkent fiir das Zusammen- Tag Geburtstag
fallen mindestens zweier Geburtstage von der Anzahl n der Personen haben.

a) Das betrachtete Ereignis 4:=»Genau 4 Richtige« besteht aus den Ziehungen
von 6 Kugeln, bei denen genau 4 Kugelnummern mit 4 von den 6 auf dem Tipp-
schein angekreuzten Zahlen iibereinstimmen (siehe Bild 99.1). Zur Berechnung
der Anzahl dieser giinstigen Ergebnisse verwenden wir das Zihlprinzip. Zuniéchst
gibt es (§) Moglichkeiten, die 4 Treffer auf die 6 angekreuzten Zahlen zu verteilen.
Dann aber gibt es noch (%) Mglichkeiten, die beiden weiteren gezogenen Kugel-
nummern auf die 43 nicht angekreuzten Zahlen zu verteilen. Man erhilt somit

A

= (%) - (%)) = 13545 und damit fiir

1A 1545
L1990 0000686 ~ 0,007% a 1%

Py — 1 :
) |1 Q| 13983816

b) Hier sind auch noch die Ergebnisse giinstig, die genau 5 bzw. 6 Treffer ent-
halten. Da die Ereignisse A, B:=»Genau 5 Richtige« und C:=»Genau 6 Richtige«
unveremnbar sind, gilt auf Grund von Satz 64.1:
P (»Mindestens 4 Richtige«) = P(4A uB UL C)= P(4A)+ P(B)+ P(C) =

\4/ \ 2),- _5’_ I ) L 0 Y,

L e

\ \
\ \ /
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X

| SUD-LOTTO |,

36 e 49460

Spielabschnitt | %™
NORMALSCHEIN |m (it

| | 8911 27568223

= Bild 99.1 Lottoschein mit 2 ausgefiillten Spielfeldern

13545 + 258 + 1

=0,000987 1 = 0,099,
13983816

Q
Fiillt man also sehr oft Tippzettel aus, so kann man in etwa 1 von 1000 Fillen da-
mit rechnen, mindestens 4 Richtige getippt zu haben. Bei 2 Tippreihen pro Woche
- CoTpe ks ~ar]a 1 . ary |
kann man also etwa alle 10 Jahre einmal ein solches Erfolgserlebnis haben!

Beispiel 3: Wegen katastrophaler Wetterverhiltnisse muBten an einem Spieltag
samtliche Spic]ﬁ der Bundesliga ausfallen. Fiir die Totospieler wurden dig 11 Spi-‘:].c
daher ausgelost. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, an diesem Spieltag mit
einer 'l'jp]{ruihc (sieche Bild 90.1) genau 9 Richtige getippt zu haben?

Losung: Ein moglicher Ergebnisraum @ ist die Menge aller | I-Tupel, die man aus
der 3-Menge {0, 1, 2} bilden kann. Also gilt |Q| = Anzahl der | |-Tupel aus einer
3-Menge = 3'! — 177147. Das Ereignis A:=»Genau 9 Richtige« besteht aus den-
_']cnigcl'; [ 1-Tupeln, die an genau 9 Stellen diese ben Zahlen ;mfu-'cislm \a'ic_}mﬁcrc
Tippreihe. Diese 9 Richtigen lassen sich auf ( 11y Arten aus den 11 getippten Zahlen
auswihlen. Fiir die restlichen 2 falschen Tips gibt es jeweils 2 Méglichkeiten. Der
Produktsatz liefert also | 4| = (%) - 22. Damit erhilt man

3 11y, 92 77 : =
oy e e B s S R S £ v R L
Q= 3% T

Fiir einen normalen Spieltag ist diese Uberlegung natiirlich falsch, da die Er-
fahrune zeiot. daB die Zahl 1 im 11-Tupel erheblich &fter auftritt als die Zahl 0,
und diese wiederum hauficer als die Zahl 2, weil die Heimmannschaft gegentiber
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der Gastmannschaft im Vorteil ist. Die 3'! 11-Tupel sind also nicht gleichwahr-
scheinlich; es liegt somit kein Laplace-Experiment vor.

Beispiel 4: Ein Bridge-Kartenspiel besteht aus 52 Karten; 4 davon sind Asse.
Es wird gut gemischt und dann eine Karte nach der anderen aufgedeckt. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal} beim k-ten Aufdecken zum erstenmal ein
As erscheint?

Wir wollen an diesem Beispiel zeigen, wie man durch die Wahl des Ergebnis-
raums zu verschiedenen Losungswegen, aber dennoch zum gleichen Ergebnis

kommen kann. :
* —— 1. Karts

—— k-te Karte = 1. As

Losung 1: Ein méglicher Ergebnisraum Q, ist die
Menge aller 52-Permutationen,die man mit den52 -
Bridgekarten erzeugen kann. Somitist |2, | = 52 .
Fiir das Ereignis A:=»Das 1. As kommt an k- e 52. Karte
ter Stelle« sind diejenigen Permutationen giin-

stig, die an k-ter Stelle ein As und an den davor
liegenden k — | Stellen kein As haben. Die An-
zahl | A| dieser giinstigen Ergebnisse bestimmen wir mit Hilfe des Produktsatzes:
Die ersten k — 1 Stellen werden gebildet von den (k — 1)-Permutationen aus der
48-Menge der 48 Nichi-Asse; das ergibt mg—"' =y Moglichkeiten. Fiir die
k-te Stelle steht eines der 4 Asse zur Verfiigung; das ergibt 4 Moglichkeiten. Die
restlichen 52 — k Stellen werden durch die Permutationen der noch verbliebenen
52 — k Karten belegt: das ergibt (52 — k)! Méglichkeiten. Nach dem Produktsatz

= weltere Asse

Fig 100.1 Die 4 Asse im Bridge-
kartenstapel

ist also |A| = @52y -4 (52 — k)!. Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit erhal-
ten wir somit
PiA) = 381-4-652-K)! _ I (52—K)! (52 —k)(51 —k)(50— k)

N (49 — k)! - 521 51-50-49-13 (49 — k)! 51-50-49- 13

Losung 2: Wir denken uns die Stellen, an denen die Karten im Stapel liegen, von
| bis 52 durchnumeriert. Die Nummern der Stellen, an denen die 4 Asse liegen.,
bilden eine 4-Menge. Ein méoglicher Ergebnisraum €2, 1st dann die Menge aller
4-Mengen, die man aus der 52-Menge der Nummern von 1 bis 52 bilden kann.
Das ergibt [Q, | = (°7). Die fiir das Ereignis A giinstigen Ergebnisse bestehen jetzt
aus den 4-Mengen, die als kleinstes Element die Zahl k enthalten. Die i'lhl'ii_‘-i]ﬂ 3
Zahlen einer solchen Menge miissen aus den nach k kommenden Nummern k + 1.

k+2,...,52 ausgewihlt werden. Dafiir gibt es (%) Méglichkeiten. Fiir die
Wabhrscheinlichkeit P(A4) erhalten wir damit auf diesem Weg den Ausdruck
[53* |'i}

) o i A T e e = : ]
P(A)= IR der vollig anders aussieht als der in Lésung 1 errechnete. Durch

eine einfache Umformung kann die Gleichheit aber leicht gezeigt werden.

Da (°7 *) mit wachsendem k monoton fillt, nimmt die Wahrscheinlichkeit fiir
A monoton mit wachsender Platznummer k ab. Die wahrscheinlichste Stelle fiir
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das 1. As ist also die oberste Karte im Stapel. Man bedenke jedoch, da} diese
Aussage auch fiir den 1. Kénig, die 1. Dame usw. gilt! Die wahrscheinlichste
Stelle fiir das letzte As ist natiirlich die letzte Karte, was man leicht einsieht, wenn
man in Gedanken den Stapel umkehrt.

Beispiel 5: Die 52 Karten eines Bridgespiels werden auf 4 Spieler verteilt.

a) Theodor sagt, er habe ein As. Wie grof} ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB er mindestens ein weiteres As besitzt?

b) Theodor sagt, er habe das Pik-As. Wie grol ist nun die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB er mindestens ein weiteres As besitzt?

Losung fiir a):

Berechnung von |Q|: Theodor konnte auf (32) Arten Karten erhalten. Da er min-
destens ein As erhalten hat, sind die (}3) Maglichkeiten, einen Satz ohne As zu
erhalten. abzuziehen. Also ist |Q2| = (33) — (13) = 442085310304.

Berechnung von |4 [: Subtrahiert man von |£| die Anzahl der Moglichkeiten, im
Satz genau 1 As zu haben, so erhilt man [4|. Also

4] = |R] = (D(E3) = 163411172432

Damit ergibt sich nach leichter Umformung

|4 52-37-38-39 9139

B Q.50-51 5872 e I i o RIS RS 1 = - AC _[-]'369{!}‘3?‘-'“-
| Q| 49-50-51-52—36-37-38-39 14498

P(A) =

Losung fiir b):

Theodor hat das Pik-As erhalten. Fiir seine weiteren 12 Karten gibt es noch
(13) Moglichkeiten; also ist [Q] = (33). Davon sind wieder (18) Maglichkeiten
ohne As. Daher ist

|A| = Q| — ($5). Somit ergibt sich

i 9139 11686

20825 20825

4] _
|Q

P(A) - - 0,5612 = 567

{2 ta) oy
(12)

e L Lt o
B

Es ist zunichst erstaunlich, daB die beiden Wahrscheinlichkeiten so verschieden
sind. Man mufB dabei jedoch bedenken, da3 den beiden Aufgaben verschiedene
Wahrscheinlichkeitsriume zugrunde liegen. Im Fall a) besteht Q aus all den Spie-
len. in denen Theodor mindestens ein As erhalten hat, im Fall b) hingegen aus all
den Spielen, bei denen Theodor das Pik-As erhalten hat. Man erkennt also, daf3
die zusitzliche Information, welches As Theodor hat, erheblichen Einflu} auf das
Ergebnis hat.

Ahnlich, aber leichter durchschaubar ist

Beispiel 6: Ein Vater von zwei Kindern sagt:

a) »Eines meiner zwei Kinder ist ein Junge.«

b) »Das iltere meiner zwei Kinder ist ein Junge.«

Wie groB ist in jedem Fall die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB auch das zweite
Kind ein Junge ist, falls Knaben- und Miidchengeburt als gleichwahrscheinlich
angenommen werden?
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Liosung: Ordnet man die Paare dem Alter nach, so erhilt man mit J:= Junge,
M := Midchen:

Fall a): Fall b):
Q=i{(J.1), J, M), (M,J)] 0 = {(J,]), J,M)}
A=1{1,1) A ={(J,))}
P(A)=1 P(A) =3

Die hier berechneten Wahrscheinlichkeiten sind folgendermaflen zu verstehen:
Untersucht man sehr viele Familien mit zwei Kindern unter den angegebenen Be-
dingungen, so wird die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB beide Kinder Jungen sind,
in der Nihe der angegebenen Werte liegen. Dieser Sachverhalt 148t sich gut an-
hand von Tabelle 11.1 veranschaulichen. Interpretiert man | als Junge und 0 als
Midchen, und fafit man zwei aufeinanderfolgende Wiirfe jeweils als die beiden
Kinder einer zufillig herausgegriffenen Familie zusammen, so erhiilt man

108 Familien mit zwei Miidchen (00),

82 Familien mit der Reihenfolge Midchen/Junge (01),

102 Familien mit der Reihenfolge Junge/Miidchen (10),

108 Familien mit zwei Jungen (11).

Im Fall a) ergibt sich als relative Hiufigkeit h,4, = g35705r108 = 395 = 0,37.
Im Fall b) ergibt sich als relative Hiufigkeit f15,, = 7532845 = 198 = 0,51.

Das in Aufgabe 68/16 fiir n = 3 gestellte Problem der vertauschten Briefe 1Bt
sich nun mit Hilfe der Formel von Sylvester (Satz 66.1) allgemein losen:

Beispiel 7: Bernoulli-Eulersches Problem der vertauschten Briefe.

Unbesehen werden n Briefe in n vorbereitete U mschlige gesteckt. Wie grol ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB kein Brief im richtigen Umschlag steckt?

Losung: Es gibt insgesamt n! Méoglichkeiten, die n Briefe auf die n Umschlige zu
verteilen; also gilt |Q| = n!.

Bezeichnen wir nun die Briefe und die zugehorigen Umschlige mit der gleichen
Nummer i (1 £i < n), so bedeute E; das Ereignis »Der Brief i liegt im Um-
schlag i« Dafiir gibt es |E;| = 1-[(n — 1)!] Moglichkeiten. Es gilt also

a1 |
e e e

n! hn
Das uns interessierende Ereignis E:=»Kein Brief liegt in seinem Umschlag«
laBt sich durch die E, folgendermaBen ausdriicken:
= E] ™ }3‘1 M L‘_{ (e I I{d| .rr Al ) .E'”

1\’

Damit erhalten wir
P(E)= P(E,OUE,U ... UE,)=1—P(E,UE,u... UE)

Zur Berechnung des Subtrahenden benétigen wir die Formel von Sylvester
(Satz 66.1). Fiir die darin auftretenden Wahrscheinlichkeiten gilt:
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‘ , (n — 2)! I AT
P(E.nE)= = =y TR
1505 n! nin—1) '
. 3 - (n—3)! 1 B
PlEcvE B = = : y 1< J < k:
(i Y n! nin—1rn—2) '

’U | 'r‘l‘-l m ',::.2 " R J[.J-I..] —_ : i
Damit gilt:

P(E) = 1 (E P(E)— Y P(EAE)+ Y PENENE) - +...)=
i =i i<j<k

1 =1

Faoey ’

gt s \n— (n : )
i ((}i}) :r i (J-i) n[n]. 1) B (: ] nin—1)(n —2) L (-\”) fily,

P SR n!
I I | o
=1-— ¥ f .?',.’__‘a‘+" + (=1}
= ul )"
k=0 febef

wie 1708 Montmort (1678—1719) in seinem Essay d’ Analyse sur les Jeux de Hazard
zeigte. — Figur 103.1 gibt die Abhéngigkeit dieser Wahrscheinlichkeit P(E) von
der Anzahl n der Briefe wieder. Erstaunlicherweise dndert sich P(E) praktisch
nicht mehr ab n = 7. Das heiBt, daB die Wahrscheinlichkeit 1 — P(E) dafir,

P(E)A

n_ | PLE) |
1 |0,0000 0,51 I
2 0,5000
3 0,3333
4 | 03750 0.4 - ERA ey £
_.-‘ {L.’!fﬁﬁ? | _|_ e -_-____..____'_'l_'___w-——_-4-_-'_-:.__-|_--_ L )
6 0,3681 € »
70,3679 63
8 0,3679
9 0,3679
10 0,3679

| 0.2
+ oo |1 =0367879...

z 0,1

Tab. 103.1 P(E) |
ist die Wahrschein- |'s i - —— !
lichkeit dafiir, dal3 i 2 3 4 3 6 ’ :
keiner von n Briefen ; : T 7ok o
im richtigen Um- Fig. 103.1 Abhiingigkeit der W ahrscheinlichkeit von n beim

schlag steckt. Bernoulli-Eulerschen Problem der vertauschten Briefe.
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daB mindestens ein Brief richtig ankommt, ab n = 7 praktisch unabhingig von

. 2 (—1) : ;

der Anzahl der Briefe durch 1— ) - 7 —=1-—t Y2 0,63212 gut approxi-
k=0 )

miert wird, wie 1708 Montmort und 1751 Leonhard Euler (1707-1783) zeigten.

(Siehe auch die FuBnote auf Seite 68.)

8.4. Das Urnenmodell®

8.4.1. Problemstellung

Viele Zufallsexperimente lassen sich durch ein Urnenexperiment simulieren. Dabei
ist das Urnenexperiment oft iibersichtlicher, weil man sich hier auf das Wesent-
liche des Zufallsgeschehens beschrinken kann. So a6t sich das Laplace-Zufalls-
experiment »Werfen eines Laplace-Wiirfels« durch das Ziehen aus einer Urne
mit 6 unterscheidbaren Kugeln simulieren. Aber auch Nicht-Laplace-Experimente
lassen sich durch ein Urnenexperiment simulieren. So weill man z.B., daf} die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Knabengeburt weltweit ziemlich genau den Wert
0,514 hat. Das Zufallsexperiment »Geburt eines Kindes« kann also durch das
Ziehen aus einer Urne simuliert werden, die 514 Kugeln einer Farbe und 486
andere Kugeln enthilt.
Bei einem Urnenexperiment verwendet man eine Urne, die gleichartige, je nach
Problemstellung mit verschiedenen Merkmalen (z. B. Farbe, Nummer) versehene
Kugeln enthilt. Das Experiment besteht nun darin, daB3 man der Reihe nach je
eine Kugel bis zu einer festgelegten Anzahl zieht und deren Merkmale notiert.
Dabei gibt es zwei grundsitzlich verschiedene Verfahrensweisen:
a) »Ziehen ohne Zuriicklegen«

Die jeweils gezogene Kugel wird beiseite gelegt, d.h., die Zusammensetzung

der Urne dndert sich bei jedem Zug.
b) »Ziehen mit Zuriicklegen«

Die gezogene Kugel wird vor dem niichsten Zug in die Urne zuriickgelegt:

d.h., die Zusammensetzung des Urneninhalts ist vor jedem Zug die gleiche.**
Fiir das Folgende geben wir uns eine Urne mit N Kugeln vor; S dieser N Kugeln
sind schwarz. Wir ziechen n Kugeln aus dieser Urne. Nun kénnte man nach den
Wabhrscheinlichkeiten vieler Ereignisse fragen, wie z B. »Die 3. gezogene Kugel
ist schwarz«, »Die 3. gezogene Kugel ist schwarz, aber die 4. gezogene Kugel ist
nicht schwarz«, »Unter den ersten 5 gezogenen Kugeln befinden sich mindestens
2 schwarze«. Ein besonders wichtiger Typ von Ereignissen wird uns in der Folge-
zeit immer wieder beschéftigen, ndmlich »Unter den n gezogenen Kugeln be-
finden sich genau s schwarze Kugeln«. Da wir dieses Ereignis sehr hiufig an-
sprechen werden, lohnt es sich, eine kurze Schreibweise dafiir einzufithren. Wir

+ . Bx S B 1, .
Zur Einfithrung der Urne in die Wahrscheinlichkeitsrechnung lese man die FuBnote zu Aufeabe 124/90

** Bei komplizierteren Urnenexperimenten zieht man jeweils statt efner Kugel ¢

. i komy inen Satz von m Kugeln mit oder
ohne Zuriicklegen
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