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§.4. Das Urnenmodell 105

bezeichnen mit Z die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln. Das Ereignis »Es
werden genau s schwarze Kugeln gezogen« schreibt sich damit kurz »Z = s«. Zur
Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(Z = s) miissen wir nun unterscheiden, ob
das Ziehen ohne oder mit Zuriicklegen erfolgen soll.

8.4.2. Die Wahrscheinlichkeit fiir genau s schwarze Kugeln beim
Ziehen ohne Zuriicklegen

Beispiel: Eine Urne enthalte 9 Kugeln, darunter 5 schwarze. Es uudul 4 Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind genau 2 der
gezogenen Kugeln schwarz?

Zur Losung zeichnen wir zunichst ein Baumdiagramm. Den jeweiligen Urnen-
inhalt geben wir durch ein Zahlenpaar wieder; die erste Zahl bedeute die Anzahl
der jeweils noch vorhandenen schwarzen Kugeln, die zweite die Anz: thl der an-
deren Kugeln (Figur 105.1).
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Fig. 105.1 Baum zum »Ziehen von 4 Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer (5)4)-Urne«

Das Ereignis »Z = 2« ist genau dann eingetreten, wenn eine Urne der Form (3|2)
entstanden ist. Eine solche Urne kann auf 6 verschiedenen Wegen erhalten wer-
den. Die Wahrscheinlichkeiten fiir jeden Weg ergeben sich mit Hilfe der 1. Pfad-
regel (Seite 55), die Gesamiw: ahrscheinlichkeit fiir die Urne (3|2) erhalten wir mit
Hilfe der 2. Pfadregel (Seite 57). Somit gewinnen wir
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106 8. Laplace-Experimente

In der vorstehenden Uberlegung haben wir so gerechnet, als ob die Kugeln
nacheinander gezogen wiirden. In 2.2.3 (Seite 17) hatten wir behauptet, dal} die
gleichzeitige Entnahme von 4 Kugeln ersetzt werden kann durch das 4malige
Ziehen von je einer Kugel ohne Zurticklegen. Dies konnen wir durch Anwendung
unserer kombinatorischen Hilfsmittel zeigen, indem wir die gesuchte Wahrschein-
lichkeit als Laplace-Wahrscheinlichkeit berechnen.

Denken wir uns dazu die 9 Kugeln unterscheidbar, etwa numeriert von 1 bis 9,
wobei die schwarzen Kugeln die Nummern 1 bis 5 tragen sollen. Als Ergebnis-
raum Q wihlen wir die Menge aller 4-Mengen von Kugeln, die man aus der Urne
zichen kann. Da keine Kugel bevorzugt ist, sind alle diese Mengen gleichwahr-
scheinlich. In einer 9-Menge gibt es (3) 4-Teilmengen; also ist | Q| = (3). Fiir die
Anzahl der giinstigen Ergebnisse {iberlegen wir: Die 2 schwarzen Kugeln kann
man auf (3) Arten aus den 5 schwarzen Kugeln der Urne ziehen. Fiir die restlichen
2 Kugeln gibt es (3) Moglichkeiten, aus den 4 anderen Kugeln gezogen zu werden.
Mit Hilfe des Produktsatzes ergibt sich dann nach Laplace
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Der 2. Lésungsweg 1at sich direkt auf den allgemeinen Fall tibertragen.

Satz 106.1: Zieht man aus einer Urne mit N Kugeln, wovon S schwarz
| sind, » Kugeln ohne Zuriicklegen, so gilt fiir die Anzahl Z der gezogenen

schwarzen Kugeln N 7
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8.4.3. Die Wahrscheinlichkeit fiir genau s schwarze Kugeln beim Ziehen
mit Zuriicklegen

Beispiel: Eine Urne enthalte 9 Kugeln, darunter 5 schwarze. Es werden 4 Kugeln
mit Zuriicklegen gezogen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind genau 2 der ge-
zogenen Kugeln schwarz?

Zur Losung zeichnen wir wieder ein Baumdiagramm. Es bezeichne @ den Zug
einer schwarzen Kugel, o den Zug einer anderen Kugel (Figur 107.1).

Jeder Pfad, der genau 2mal nach links verlduft, fithrt zu genau 2 gezogenen schwar-
zen Kugeln. Jeder dieser Pfade hat auf Grund der 1.Pfadregel dieselbe Wahr-
scheinlichkeit, nimlich (3)* - (5)*. Da es genau 6 solcher Pfade gibt, erhalten wir
mit Hilfe der 2. Pfadregel

P(Z=2)=6-@) - (5) = 232} ~ 36,6%.

Auch im allgemeinen Fall hilft uns das Baumdiagramm (Figur 107.2) beim Auf-
finden der gesuchten Wahrscheinlichkeit. Da beim Ziehen mit Zur licklegen die
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