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106 8. Laplace-Experimente

In der vorstehenden Uberlegung haben wir so gerechnet, als ob die Kugeln
nacheinander gezogen wiirden. In 2.2.3 (Seite 17) hatten wir behauptet, dal} die
gleichzeitige Entnahme von 4 Kugeln ersetzt werden kann durch das 4malige
Ziehen von je einer Kugel ohne Zurticklegen. Dies konnen wir durch Anwendung
unserer kombinatorischen Hilfsmittel zeigen, indem wir die gesuchte Wahrschein-
lichkeit als Laplace-Wahrscheinlichkeit berechnen.

Denken wir uns dazu die 9 Kugeln unterscheidbar, etwa numeriert von 1 bis 9,
wobei die schwarzen Kugeln die Nummern 1 bis 5 tragen sollen. Als Ergebnis-
raum Q wihlen wir die Menge aller 4-Mengen von Kugeln, die man aus der Urne
zichen kann. Da keine Kugel bevorzugt ist, sind alle diese Mengen gleichwahr-
scheinlich. In einer 9-Menge gibt es (3) 4-Teilmengen; also ist | Q| = (3). Fiir die
Anzahl der giinstigen Ergebnisse {iberlegen wir: Die 2 schwarzen Kugeln kann
man auf (3) Arten aus den 5 schwarzen Kugeln der Urne ziehen. Fiir die restlichen
2 Kugeln gibt es (3) Moglichkeiten, aus den 4 anderen Kugeln gezogen zu werden.
Mit Hilfe des Produktsatzes ergibt sich dann nach Laplace
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Der 2. Lésungsweg 1at sich direkt auf den allgemeinen Fall tibertragen.

Satz 106.1: Zieht man aus einer Urne mit N Kugeln, wovon S schwarz
| sind, » Kugeln ohne Zuriicklegen, so gilt fiir die Anzahl Z der gezogenen

schwarzen Kugeln N 7
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8.4.3. Die Wahrscheinlichkeit fiir genau s schwarze Kugeln beim Ziehen
mit Zuriicklegen

Beispiel: Eine Urne enthalte 9 Kugeln, darunter 5 schwarze. Es werden 4 Kugeln
mit Zuriicklegen gezogen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind genau 2 der ge-
zogenen Kugeln schwarz?

Zur Losung zeichnen wir wieder ein Baumdiagramm. Es bezeichne @ den Zug
einer schwarzen Kugel, o den Zug einer anderen Kugel (Figur 107.1).

Jeder Pfad, der genau 2mal nach links verlduft, fithrt zu genau 2 gezogenen schwar-
zen Kugeln. Jeder dieser Pfade hat auf Grund der 1.Pfadregel dieselbe Wahr-
scheinlichkeit, nimlich (3)* - (5)*. Da es genau 6 solcher Pfade gibt, erhalten wir
mit Hilfe der 2. Pfadregel

P(Z=2)=6-@) - (5) = 232} ~ 36,6%.

Auch im allgemeinen Fall hilft uns das Baumdiagramm (Figur 107.2) beim Auf-
finden der gesuchten Wahrscheinlichkeit. Da beim Ziehen mit Zur licklegen die
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Fig. 107.1 Baum zum »Zichen von 4 Kugeln mit Zuriicklegen aus einer (5|4)-Urne«

Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer schwarzen Kugel bei jedem Zug den
Wert$ hat, bezeichnen wir diese Wahrscheinlichkeit mit p. Die Wahrscheinlich-
keit, eine andere als eine schwarze Kugel zu ziehen, ist dann g:=1 — p. Fiir das
Ereignis »Z = s« sind all die Pfade giinstig, die unter ihren n Schritten genau s
Schritte nach links haben. Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Pfades ist nach
der 1. Pfadregel ein Produkt aus s Faktoren p und n — s Faktoren g, hat also den
Wert p*q" % Nun gibt es aber genau (}) Moglichkeiten, s »schwarze Ziige« aus
den n Ziigen auszuwihlen. Mit Hilfe der 2. Pfadregel erhalten wir damit fiir
P(Z = 5) den Wert (") p*¢"*. Damit ist bewiesen
Satz 107.1: Der Anteil schwarzer Kugeln in einer Urne sei p. Zieht man aus
dieser Urne n Kugeln mit Zuriicklegen, so gilt mit g:=1 —p fiir die Anzahl Z
der gezogenen schwarzen Kugeln
B(Z =35)= [” ) piat==
)

s

Auch diese Wahrscheinlichkeit konnen wir direkt als Laplace-Wahrscheinlichkeit
berechnen. Wieder denken wir uns die Kugeln in der Urne von 1 bis N numeriert,
wobei die schwarzen Kugeln die Nummern 1 bis S tragen.
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Fig. 107.2 Baum zum »Ziehen von 4 Kugeln mit Zuriicklegen aus einer (S|N — S)-Urne«




108 8. Laplace-Experimente

Als © wiihlen wir hier die Menge aller n-Tupel (mit Wiederholung) von Kugeln,
die man aus den N Kugeln der Urne erhalten kann. Da keine Kugel beim Ziehen
bevorzugt ist, sind alle diese n-Tupel gleichwahrscheinlich. Es liegt also ein La-
place-Experiment vor.

Mit den N Kugeln in der Urne kann man N" n-Tupel bilden. Also ist [Q]| = N".
Fiir die Anzahl der giinstigen Ergebnisse iiberlegen wir: Fiir jede schwarze Kugel
gibt es § Maoglichkeiten, fiir die s schwarzen Kugeln also §° Maglichkeiten. Ent-
sprechend gibt es N — S Moglichkeiten fiir jede andere Kugel, also insgesamt
(N — 8)"* Moglichkeiten fiir die anderen Kugeln.

Die s schwarzen Kugeln kann man auf (%) Arten auf die n Plitze der n-Tupel ver-
teilen. Damit liegen dann auch schon die Plétze fiir die anderen Kugeln im n-Tupel
fest. Mit Hilfe des Produktsatzes ergibt sich somit nach Laplace:
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8.5. Laplace-Paradoxa oder »Was ist gleichwahrscheinlich ?«

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit ecines Freignisses 4 nach der Formel
P(d)= 0 setzt bekanntlich voraus, daB die Ergebnisse des Experiments mit

gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten. Wie wir u.a. in Beispiel 4 von 8.3. gesehen
haben, kann man zu einem realen Experiment verschiedene Ergebnisriume kon-
struieren, fiir die man zu leicht unkritisch die Laplace-Annahme macht, weil es
oft sehr schwierig ist, die wirkliche Wahrscheinlichkeitsverteilung zu erkennen.
Laplace selbst schrieb, daf} dies gerade einer der heikelsten Punkte in der Unter-
suchung des Zufallsgeschehens sei.** Es darf einen also nicht wundernehmen, daf3
bei einem solchen Vorgehen unterschiedliche Werte fiir die Wahrscheinlichkeit
ein und desselben Ereignisses errechnet werden kénnen. Manche solche Fehl-
schliisse sind als Paradoxa der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannt geworden.
Die Probleme von Galilei und Leibniz haben wir bereits besprochen***. Zu
einem tieferen Verstindnis dieser Problematik diene folgende

Aufgabe: 6 Personen P, Q, W, X, Y und Z setzen sich auf gut Gliick um einen
runden Tisch. Wie groli ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A = » P kommt
neben Q zu sitzen«?

Losung: Wir wiithlen im Folgenden verschiedene Ergebnisriume Q;: das Ereignis
A wird dann jeweils durch die Menge A, dargestellt. Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit P(A) werden wir jedesmal unter der Laplace-Annahme berechnen.

* Die Formel wird manchmal nach fsaae Newion (1643-1727) henanni
** Siehe Seite 76.
**% Siehe dazu Seite 76 und die Au

- stammit aber mit Sicherheit nicht von 1hm:

itben 12/1,2 und 111/10, 11.
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