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9. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
9.1. Einfiihrung

Problem: Leben deutsche Frauen linger als deutsche Méanner?

Ein Blick in das Statistische Jahrbuch gibt uns erste Informationen: Am 1. 1. 1970
waren 4.8 Millionen von den 61.2 Millionen Einwohnern der Bundesrepublik
Deutschland mindestens 70 Jahre alt. Von den 29,2 Millionen Minnern waren
1,7 Millionen iiber 70 Jahre alt (siehe
Figur 128.1). Der Anteil der Ménner an
der Gesamtbevolkerung betrug damals
also ey ~47,7%, der Anteil der M | 1,7 Mill. 29,2 Mill.
Miénner an den mindestens 70jdhrigen je-

doch 74 35,49,

Der Anteil der Ménner unter den »Alten«
ist somit kleiner als unter der Gesamtbe-
volkerung. (Das Bild des Altersaufbaus 4.8 Mill. 61,2 Mill.
auf Seite 29 zeigt dies anschaulich.) Dar-
aus konnte man vorschnell schliefien, daf3
die deutschen Frauen tatsichlich linger
lebten als die deutschen Minner. Eine

5 S

Fig. 128.1 Vierfeldertafel mit den In-
formationen iiber alte Minner in der
Bundesrepublik Deutschland

genauere Untersuchung miiBte jedoch auch noch weitere Faktoren beriicksichti-
gen, wie etwa den EinfluBl von Kriegen, von Lebensgewohnheiten wie etwa Rau-
chen oder Trinken usw. Dementsprechend miifite dann auch die Fragestellung
priazisiert und die Antwort differenziert werden.
Uberlegungen der vorstehenden Art fithren uns zu einem neuen Begriff der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Dazu denken wir uns die oben berechneten Anteile als
Wabhrschemlichkeiten des Zufallsexperiments »Auswahl einer Person auf gut
Gliick«. Der Ergebnisraum € ist hier die Menge der Einwohner der Bundes-
republik Deutschland. Die Wahrscheinlichkeit, ausgewiihlt zu werden, ist fiir
jeden Einwohner gleich groB; also liegt ein Laplace-Experiment vor. Wir betrach-
ten dabei folgende Ereignisse:
M :=»Die Person ist méinnlich« und
S :=»Die Person ist mindestens 70 Jahre alt«.
Damit gilt: P(M) = 233 und P(S) = &% und P(MnS) = &5.
LaBt sich nun das oben berechnete Verhiltnis 4 ~ 354% der Minner zu den
»Alten« auch als Wahrscheinlichkeit deuten? Der Quotient zeigt, daB es sich
tatsichlich um eine Laplace-Wahrscheinlichkeit handeln kann, allerdings tiber
einem neuen Ergebnisraum Q' :=S = M enge der mindestens 70jihrigen, aufl dem
man eine gleichmiflige Wahrscheinlichkeitsverteilung P’ festlegt. P'(M) ist dann
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine aus den mindestens 70j4hrigen ausgewihlte
Person ein Mann ist.
MnS 17 - a : - ;
— " = Th Diese Zahl laBt sich auch als Quotient zweier
Wahrscheinlichkeiten iiber dem urspriinglichen Ergebnisraum € deuten: Es
gilt ndmlich

Es gilt P'(M) =
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MnS| |MnS|/|Q| P(MnS)
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Dieser Quotient wird iiblicherweise als »(bedingte) Wahrscheinlichkeit von M
unter der Bedingung S« bezeichnet. Man verwendet dafiir das Symbol Fg(M)
und definiert allgemein:

Definition 129.1: (Q. P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist B ein Ereignis
mit positiver Wahrscheinlichkeit und A ein beliebiges Ereignis,
P(A N B)

P(B)

die (bedingte) Wahrscheinlichkeit von A4 unter der Bedingung B.

dann heilit Py(A4):=

Bemerkungen:

1) Fiir Py(A) sind auBer der angegebenen Sprechweise auch noch andere im Ge-
brauch. So liest man Pg(A) auch als »Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A4

unter der Voraussetzung. dal B eingetreten ist«
unter der Annahme, dall B eingetreten 1st«

unter der Voraussetzung, da3 B eintritt«

unter der Annahme, daB} B eintritt«

_wenn man schon weiB, da B bereits eingetreten ist«
falls B«

unter der Hypothese B«.

2) Statt Py(A4) findet man in der Literatur auch die Bezeichnung P(A|B), die
allerdings problematisch ist, da es sich bei 4|8 um keine Menge und damit
auch um kein Ereignis handelt. Dariiber hinaus macht das Symbol P(A|B)
nicht ausreichend klar, daB es sich bei der bedingten Wahrscheinlichkeit um
eine im allgemeinen von der urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsverteilung
P verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilung P, handelt.

P(A nB)
P(B)
scheinlichkeit. Wir miissen noch zeigen, daB dies zulassig ist, d.h., dal es sich

bei P, iiberhaupt um emne Wahrscheinlichkeitsverteilung handelt.

In Definition 129.1 gaben wir dem Quotienten den Namen einer Wahr-

Satz 129.1: Sind (Q. P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und P(B) + U, dann
b ™ & - = . . an

ist Pp: A F(d 0 B) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber €.
P(B)

Beweis: Wir beniitzen, dall P als Wahrscheinlichkeitsverteilung die 3 Axiome
von Kolmogorow (Seite 80) erfiillt, und weisen nach, daB dies auch fir Py gilt.
P(An B)
P(B)
Pf2nB) P(B) _
BB . P(BD

1) Py(A) = > (. da Zihler und Nenner nicht negativ sind.

2) Py() -
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3) Offensichtlich folgt aus der Unvereinbarkeit von 4, und 4, auch die Unver-
einbarkeit von 4,nB und 4, B. (Siche Figur 130.1 und Aufgabe 139/7.)
Damit gilt dann

I l !‘-\ .'"I 2 = [} f—h
P([A,uAd,;]nB)
2 .'Jl L .’-i ) — - : = =
H{ 1 -} Pll"-"} .
e P([A;nB]u[A4,nB]) - vkl s e )
P(B) _/f_ 1 /. |'/_ \\ fl
__ P(A,nB)+ P(A,n B) 4 N e Nzt o)
P(B) - ' i S
P(4,nB) , P(4,nB)
P(B) P(B) Fig. 130.1
= Fp(A,) + P3(45)- Aind, =0 = (A;nB)n{4d,nB) =0

Den Ubergang von P zu Py kann man sich anschaulich folgendermalen vor-
stellen. Man hilt am einmal gewihlten Ergebnisraum Q fest und ordnet allen
Elementarereignissen {w,! mit w;¢ B die Wahrscheinlichkeit 0 zu. Dadurch
wird die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 neu verteilt auf diejenigen Elementar-
ereignisse ja;}, fir die w, e B gilt. Fiir diese {w,} erhilt man dann

3 . / o
J.I;I._f"h\:] "“'-:"JA:]-

P(B)
Die urspriinglichen Wahrscheinlichkeiten dieser Elementarereignisse werden also
mit dem Faktor P(B) multipliziert, was jedoch im allgemeinen nicht fiir belie-

L ! g
bige Ereignisse A gilt! Wegen der unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsbelegung
der Elementarereignisse aus Q durch Py ist also P, insbesondere keine gleich-
méfige Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber Q, selbst dann nicht, wenn P gleich-
mébig ist.
Im iibrigen konnte man auf bedingte Wahrscheinlichkeiten véllig verzichten,
wenn man den Ergebnisraum wechselt und B als neuen Ergebnisraum Q' wiihlt.

Diese Uberlegungen sollen verdeutlicht werden durch das folgende
Beispiel: Eine Urne enthilt 4 rote, 3 schwarze und eine griine Kugel. Man zieht
zweimal ohne Zuriicklegen je eine Kugel. Auf Seite 55 errechneten wir auf

=

2 = {rr, 15,18, 81, 88, 8¢, gr, gs} folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung P:
@ o 1 A i o3 S R e e

» I oy 3 b ! 3 3 3 1 3

P({w}) 14 14 14 14 28 56 14 6

Wiihlt man als Bedingung das Ereignis B:= »Die erste K ugel ist rot« = {rr, s, rg;

mit P(B) = 3, so erhélt man die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung P
auf Q:
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Es wird also die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 auf diejenigen Ergebnisse verteilt.
die r an erster Stelle haben; z. B.

: 1 3
Y Lol — B o 3 e L, U . s
WIS = Bip) PUSH S iy

=] | sl

Wihlen wir B a irgebnisraum Q', so konnen wir auf den Begriff »be-
dingte Wahrscheinlichkeit« verzichten. Wir erhalten die Wahrscheinlichkeits-
verteilung P’ auf Q' = {rr,rs, rg}. Dabei beschreiben die Ergebnisse aus Q' die
Farbe der zweiten Kugel, die aus einer Urne mit 3 roten, 3 schwarzen und einer
griinen Kugel gezogen wird. Diese neue Urne entsteht aus der urspriinglichen

Urne durch Ziehen einer roten Kugel. Es gilt:

' I | S TE
P'({w')) : 4 1
Der Anfinger neigt dazu, Pz(4) mit P(4nB) B B
zu verwechseln, weil die umgangssprachlichen Ty
Beschreibungen dieser Wahrsche inlichkeiten 1 VAR

sehr dhnlich klingen. (Vgl. Aufgabe 138/1)In bei- /
den Fillen handelt es sich tatsdchlich ja auch LI
um dieselbe Menge 4 B. Bei P(4AnB) be-

zieht man die Uberlegungen auf die Gesamt- 4

menge Q. Bei Py(A), was ja dasselbe ist wie Q
Py(A n B) — vergleiche Aufgabe 139/6.a) —, 1st Fig. 131.1 4 B als Teilmenge
die Bezugsmenge jedoch nur noch die Teilmenge von Q bazw, als Teilmenge

B. Die 4-Feldertafel von Figur 131.1 veran- von B

schaulicht diesen le srschied. Man achte also
sorgfiltig auf die gegebene Aufgabenstellung,
um die Verwechslung zu vermeiden.

9.2. Die Wahrscheinlichkeit von Und-Ereignissen
und die 1. Pfadregel

Figur 132.1 zeigt das Baumdiagramm fiir zweimaliges Ziehen einer Kugel ohne
"’HILILHL‘LUI aus einer Urne mit 4 roten, 3 ~,L,]w.tnn,n und einer griinen Kugel.
Dabei bedeute z.B. R;:=»Rot beim i-ten Zug«. Uber den Ergebnissen der Je-
weiligen Stufe sind die Ereignisse notiert, zu denen der Pfad bis dahin fithrt. Die
Wahrscheinlichkeiten auf den Asten entpuppen sich nach dem, was wir gerade
gelernt haben, als bedingte Wahrscheinlichkeiten iiber €. So gilt z.B. fiir die
Wahrscheinlichkeit. beim 2. Zug eine rote Kugel zu ziehen, falls der L. Zug eine
rote Kugel ergab, Py, (R,) - 3
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