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138 9. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

mit der Wahrscheinlichkeit P, (B) eintritt, falls 4, eintritt. Nun trete bei einem Versuch das
Ereignis B ein. Dann ist Py(4;) fiir jedes i die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit dafiir, daB A4,
Ursache von B ist. Man wird daraufhin die a-priori-Wahrscheinlichkeiten P(4;) iiberden-
ken und u.U. fiir die Hypothesen A; andere Wahrscheinlichkeitswerte annehmen. (Vgl.
hierzu die Aufgaben 146/56 und 146/57.)

Eine wichtige Anwendung der Bayes-Formel findet sich bei der computerunterstiitzten Dia-
gnosestellung. Die A4; (i = 1, 2,...,n) sind mdgliche Krankheiten, die das Symptom B aus-
l6sen konnen. Oft kennt man die Wahrscheinlichkeiten P(A,) fur das Auftreten der Krank-
heiten sowie die bedingten Wahrscheinlichkeiten P, (B) fiir das Auftreten des Symptoms B,
falls die Krankheit 4; vorliegt. Mit Hilfe der Bayes-Formel 1aBt sich nun die Wahrschein-
lichkeit PglA;) fir das Vorliegen der Krankheit A,, falls das Symptom B auftritt, bestimmen.
Problematisch dabei ist, ob die 4; eine Zerlegung von @ sind, d.h., ob bei einem Patienten
nicht mehrere dieser Krankheiten A, gleichzeitig auftreten konnen. Auch sind die Wahr-
scheinlichkeiten P(A;) bzw. P, (B) oft nur ungenau bekannt und hingen zudem z. B. vom
Patientenkreis und von der (}cﬁcnd ab. So ist etwa die Wahrscheinlichkeit fiir The bel den
Patienten eines Internisten groBer als bei denen eines Orthopdden.

Aufgaben

Zu9.1.

L. a) Schreibe unter Verwendung der Ereignisse M und S aus dem Problem von Seite 128
in Symbolen
1) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein méiinnlicher Einwohner der Bundesrepublik
Deutschland mindestens 70 Jahre alt 1st,
2) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Einwohner der Bundesrepublik Deutschland
ein mindestens 70jahriger Mann ist,
3) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal3 ein mindestens 70jihriger Einwohner der Bundes-
republik Deutschland ein Mann ist.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeiten von Aufgabe a).
Zeige die Richtigkeit der zum Titelbild dieses Kapitels gehdrenden Behauptung
(Seite 127).
3. Jemand wihlt auf gut Gliick eine natiirliche Zahl aus der Menge {1,2...., 100} aus. Wir
betrachten die Ereignisse
A := »Die Zahl ist gerade«, B := »Die Zahl ist durch 3 teilbar,
C:=»Die Zahl ist durch 4 teilbar« und D :=»Die Zahl ist durch 12 teilbar«.
a) Berechne P{4), P(B), P(C) und P(D).
b) Driicke in Worten aus und berechne die Wahrscheinlichkeiten

1) P,(B) und Py(A). 4) Pp(C) und P.(B),
2) P,(C) und P-(A4), 5) P;(D) und P,(B),
3) P,(D) und Pp,(A). 6) F-(D) und P,(C).

4. Theodor wirft eine L-Miinze 3mal. Im Nebenzimmer sitzt Dorothea, die sich fiir das
Ereignis »Beim 2. Mal fillt Adler« interessiert. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses, 3
a) falls Dorothea keinerlei Informationen besitzt.

b) falls Dorothea von Theodor erfihrt, daR
1) mindestens zweimal Adler gefallen ist, 3) hochstens zweimal Adler gefallen ist,
2) genau zweimal Adler gefallen ist, 4) der erste Wurf Adler zeigte,




Lh

9.

Aufgaben 139
5) drei Adler gefallen sind, 7) genau ein Seitenwechsel aufgetreten ist,
6) kein Adler gefallen ist, B) eine Seite genau einmal gefallen ist.

7wei L-Wiirfel werden geworfen, Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
a) der erste Wiirfel 6 zeigt unter der Bedingung, dall die Augensumme mindestens 10 1st;
b) die Augensumme mindestens 10 ist unter der Bedingung, daB der erste Wiirfel 6 zeigt.

. a) Zeige: Py(4n B) n(A).

b) Berechne P,(A)., Pi(A4), Py(A) und P, ().

. Zeige die Giiltigkeit der zum Beweis von Satz 129.1 beniitzten Behauptung:
A A, =0 = (4, nB)n(4;nB) 0 (Vergleiche Figur 130.1.)

. a) Begriinde: Fiir we B gilt Py({m}) =z P({w}).

b) Zeige, daB es trotz der Ungleichung aus a) Ereignisse A gibt, fiir die Fg(A) < P(A) gilt.

¢) Beweise: Sind 4 und B unveremnbar, dann gilt: P,(B) = FPg(A).

d) Beweise: Sind 4 und B glcich\\'utu'sc]winlicl'l. und ist P(A4): P(B)>0, dann g
P,(B) = Py(A).

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir. daB die Augensumme beim Wurf zweier

Laplace-Wiirfel 7 ist, falls die Augensumme

a) ungerade, b) prim, ¢) gerade ist?

It:

10. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Augensumme zweler Laplace-Wiirfel eine Prim-

zahl, falls sie ungerade 1st?

. Man zieht 5 Karten aus einem Bridge-Spiel. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind es

11
lauter Herzen unter der Bedingung, daB alle 5 Karten rot sind?
12. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das Produkt zweier Ziffern gerade, falls die Summe
der beiden Ziffern
a) gerade, b)7, ¢)prim, d) durch 3 teilbar, e) grofer als 5 1st?
Dorothea wirft 10 L-Miinzen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen lauter Wappen
oben, falls
a) die erste Miinze Wappen zeigt,
b) mindestens eine Miinze Wappen zeigl,
ec) mindestens fiinf Miinzen Wappen zeigen?
14. Ein Vater von zwei Kindern sagt:
a) »Eines meiner zwei Kinder ist ein Junge.«
b) »Das #ltere meiner zwei Kinder ist ein Junge.«
Wie grofB ist in jedem Fall die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB auch das zweite Kind emn
Junge ist, falls Knaben- und Médchengeburt als gleichwahrscheinlich gelten?
Verwende bedingte Wahrscheinlichkeiten. Vergleiche auch die Losung auf Seite 101.
o15. Die 52 Karten eines Bridgespiels werden auf 4 Spieler verteilt.

a) Theodor sagt, er habe ein As. Wie grofl ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir. dal er

mindestens ein weiteres As besitzt?

b) Theodor sagt, er habe das Pik-As. Wie grol3 ist nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal}
er mindestens ein weiteres As besitzt?

Verwende bedingte Wahrscheinlichkeiten. Vergleiche auch die Losung auf Seite 101.

el6. a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige unter der Bedingung, dall man

mindestens vier Richtige hat? (Lotto 6 aus 49)
b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir genau 5 Richtige unter der Bedingung, dal
man mindestens 4 Richtige hat? (Lotto 6 aus 49)

¢) Bei der Ubertragung der Ziehung der Lottozahlen (6 aus 49) fallen nach dem Zug der
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vierten Kugel Bild und Ton aus. Begeistert ruft Dorothea Theodor zu: »Hol Champag-
ner, wir haben schon vier Richtige !«

Wie grol} ist nun die Wahrscheinlichkeit fiir

1) 6 Richtige, 2) genau 5 Richtige?

7. a) Zweil Laplace-Wiirfel werden geworfen. Ist die Augensumme 9, 10 oder 11, dann gibt
es einen Preis. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Preis unter der Bedingung,
dal der erste Wiirfel die Augenzahl i (1 £ i < 6) zeigt?

b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Preis unter der Bedingung, dal} min-
destens ein Wiirfel die Augenzahl i zeigt?

Im Umgang mit dem Begriff der Bedingten Wahrscheinlichkeit ist Vorsicht geboten, wie

das Paradoxon von E. H. Simpson aus dem Jahre 1951 zeigt. Es lautet:

Es kann sein, daB

einerseits zugleich Py _o(Ad) = P5_o(4) und Py g(4) = Py z(4) zutreffen,

andererseits aber  Py(4) < Ps(4) gilt.

18

Hierzu zwei Beispiele.

a) In der folgenden Tabelle ist fiir das Jahr 1910 sowohl die Zusammensetzung der Be-
volkerung wie auch die der an Tuberkulose Gestorbenen nach WeiBen und Farbigen
aufgegliedert fiir die Stiddte New York und Richmond/Virginia wiedergegeben*:

Gesamtbevilkerung ' Todestfille
New York Richmond New York Richmond
Weille 4675174 80895 8365 131
Farbige 91709 46733 513 155

Betrachte beziiglich eines beliebig ausgewihlten Biirgers die Ereignisse N = »Er
stammt aus New Yorke, W :=»Er ist ein Weiller« und 7T ':= »Todesursache Tuber-
kulose« und zeige damit, daB die Tbe-Todesraten sowohl fiir WeiBe wie auch fiir
Farbige in Richmond niedriger waren als in New York, daB aber die Gesamt-The-
Todesrate in Richmond héher war als in New York. Identifiziere N, W und T mit
A, B und C des Paradoxons.

b) Gegeben ist folgende 8-Felder-Tafel von Wahrscheinlichkeiten:

A 4
B| : 2 3 Zeige, daB Py c(A) > P; . c(d)
52 53 53 ) ‘eige, daB sowohl Py (A) > P5.cl4)
; : als auch Py cld) = FPg_=(A4),
B| = 52 53 53 aber auch Py(4) = Py(A)
== y : - zutreffen.
( £ Gy,

Was bedeuten die betreffenden Wahrscheinlichkeiten. wenn die Ereignisse beziiglich
einer speziellen Krankheit folgende Bedeutung haben:
A :=»Ein Erkrankter iiberlebt«,
B := »Ein Erkrankter wird mit einem neuen Medikament behandelt« und
C:= »Ein Erkrankter ist médnnlich«?
19. Zwei L-Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wie grof} ist unter der Bedingung, daf} die
beiden Augenzahlen verschieden sind, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf

a) genau ein Wiirfel 6 zeigt, b) mindestens ein Wiirfel 6 zeigt,
¢) der erste Wiirfel 6 zeigt, d) die Augensumme 6 ist,

e) die Augensumme mindestens 6 ist?

* Cohen, M.R. | Nagel, E., An Introduction 1o Logic and Scientific M

od (1934), Seite 449,
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20. Aus einem gut gemischten Bridge-Spiel werden nacheinander 3 Karten gezogen. Berechne
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi
a) die zweite Karte ein As ist,
b) die dritte Karte ein As ist,
¢) die zweite Karte ein As ist, falls die erste Karte ein As ist,
d) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte ein As 1st,
e) die dritte Karte ein As ist, falls die zweite Karte ein As ist,
f) die dritte Karte ein As ist, falls die erste und die zweite Karte Asse sind.
o) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte ein As und die zweite Karte kein As sind,
h) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte das Herz-As ist.
i) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte eine Herz-Karte 1st,
ej) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte eine Herz-Karte und die zweite Karte
keine Herz-Karte sind.
e21. Die vier Spieler A, B, C und D erhalten je 13 Karten eines Bridge-Spiels.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat C, der Partner von A. das restliche As, falls A
drei Asse hat?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat B oder D drei Herzkarten, falls A zehn Herz-
karten in der Hand hat?
22. Ein Spieler erhilt 13 Karten eines Bridge-Spiels. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhilt
er 10 Herz-Karten. falls er mit den ersten 6 Karten 5 Herz-Karten bekam?
. Florian spielt Skat. Seine Hand von 10 Karten enthilt genau 2 Buben.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 im Skat genau ein weiterer Bube liegt?
b) Florians Buben sind der Herz- und der Karobube. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
liegt 1) genau 1 Bube, 2) nur der Kreuzbube im Skat?
24. In einer Gruppe sind 5 Franzosen, 10 Briten und 6 Deutsche. Zwei Personen werden aus-
gelost, Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daB genau 1 Brite ausgelost wird, falls beide
Personen verschiedener Nationalitit sind? (Vgl. auch die Aufgaben 62/37 und 62/38.)

B
[
(s

fu 9.2,

75. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB einem Autofahrer in einer Wohngegend ein Ball vor
den Wagen rollt, sei 19. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB hinter einem Ball emn Kind
auf die StraBe lauft, sei 99%,. Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal
a) einem Ball ein Kind folgt (Bedingte Wahrscheinlichkeit ),

b) ein Ball auf die StraBe rollt und ein Kind auf die StraBe liuft (Wahrscheinlichkeit eines
Und-Ereignisses!)?

26. Urnen-Experiment von Pélya: In einer Urne sind 7 rote und 3 weiBe Kugeln. Es wird

eine Kugel gezogen, sodann sie selbst und noch eine weitere Kugel der gleichen Farbe

in die Urne gelegt. Dies wird mehrmals wiederholt.®

Das Pélya-Urnen-Experiment ist als Modell fur die Ausbreitung einer Infektionskrank-

heit gedacht. Das Ziehen einer Kugel bedeutet: Ansteckung einer Person mit einem Krank-

heitserreger.

Rote Kugel: Die Krankheit bricht aus.

Weille Kugel: Die Krankheit bricht trotz Ansteckung nicht aus (Immunitdt).

Das Hinzufiigen roter bzw. weiller Kugeln bedeutet dann, daB jeder Krankheitsfall die

Wahrscheinlichkeit fiir neue Krankheitsfille erhoht, jeder sImmunititsfalle diese Wahr-

scheinlichkeit erniedrigt. Der Inhalt der Urne gibt jeweils die augenblickliche Wahr-

scheinlichkeit fiir eine Ansteckung an,

* Mach (lber die Statistik verketteter Vorgange, 1923. zusammen mit F Fegenberger
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27.

Zu

30.

e32,

e33.

o
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Wie grofj ist in dem oben beschriebenen Palya-Experiment die Wahrscheinlichkeit dalfiir,
dall man

a) bei den ersten beiden Ziigen je eine rote Kugel zieht.

b) bei den ersten drei Ziigen je eine rote Kugel zieht,

c) bei den ersten drei Ziigen je eine weille Kugel zieht? (Deutung?)

Bel einem Polya-Experiment enthalte die Urne 1 rote und 9 weile Kugeln. Beantworte
die Fragen von Aufgabe 26 fiir den Fall, daB nach jedem Zug die gezogene Kugel und
weitere 3 Kugeln der gleichen Farbe in die Urne gelegt werden. Was indert sich, wenn
nur beim Zug einer roten Kugel 3 weitere rote Kugeln hineingelegt werden, beim Zug
einer weillen Kugel aber nur eine weitere weille Kugel in die Urne kommt ?

. a) Leite den Produktsatz fiir 3 Ereignisse aus dem Produktsatz 132.1 fiir 2 Ereignisse her.

b) Wie lautet der Produktsatz fiir n Ereignisse 4,, 4,,..., 4,7 Beweise ihn!

9.3,

Untersuchungen haben ergeben, daB in Deutschland 8% der Minner und 0.6% der
Frauen farbenblind (rot-griin-blind) sind. Berechne unter Verwendung der Daten aus
9. 1. die Wahrscheinlichkeiten fiir

a) einen farbenblinden Mann, b) eine farbenblinde Frau.

¢) fiir eme farbenblinde Person in Deutschland.

Drei Urnen sind wie folgt mit farbigen Kugeln gefiillt:

Urne grim rot blau
I 4 | 0
2 3 pi 2
= 5 6 3
Man wihlt willkiirlich eine Urne und zieht dann eine Kugel. Mit welcher Wahrschein-

lichkeit ist sie blau (rot; griin)?

- Ein Betrieb hat 2 Abteilungen. Die erste besteht aus 15 Minnern und 5 Frauen. die zweite

aus 8 Minnern und 4 Frauen. Jede Abteilung bestimmt durch das Los einen Sprecher;
aus den beiden Abteilungssprechern wird ein Betriebssprecher wiederum durch das Los
ermittelt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Betriebssprecher eine Frau?

Eine Fabrik bezieht elektronische Schalter von 3 verschiedenen Zulieferfirmen A, B und
C. Jeder zweite Schalter kommt von A, jeder dritte von B, der Rest von C. Von den
A-Schaltern sind 109 defekt, von den B-Schaltern 5%/, von den C-Schaltern nur 19:. Die
Endkontrolle der Fabrik entdeckt 95% aller defekten Schalter und akzeptiert alle guten.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthiilt ein Geriit, das in den Verkaul kommt, einen
defekten Schalter?

Ein Blumenhindler hat ein Sortiment von Tulpenzwiebeln. 20% der Zwiebeln ergeben
gelbe Tulpen, der Rest rote. 60% der Zwiebeln ergeben Tulpen mit glatten Blittern, die
anderen haben spitze Bliitter. 10% der gelben Tulpen sind glattblittrig. Man betrachtet
die |_'_]'I..'i_!.{1[i!-i$-\_‘ R :=»Die _].'\IIPL‘ wird rot und G := »Die TL]IPL.’ wird ‘L_'_]E]fllt‘ Blitter haben«.
Beschreibe in Worten und berechne

a) P(RNG), P5(R), Pg(G) und Pz (R),

b) Pra(RUG), Py.5(RUG) und Py :(RUG).

¢) Pru(RNG), Py clRAG) und Po (R G).
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34. Heikle Fragen. Karies ist eine Volksseuche, Durch eine Umfrage soll das Zahnputzver-
halten einer Bevélkerungsgruppe untersucht werden. Um wahre Antworten zu erhalten,
geht man folgendermaBen vor. Man legt jeder Person 2 |

wahrheitsgemiB mit JA bzw. NEIN beantworten mufl. Die Nummer der zu beantwor-

tenden Frage ermittelt sie insgeheim durch Drehen eines Gliicksrades, dessen zwei

Sektoren die Nummern 1 bzw. 2 tragen. Die Wahrscheinlichkeit fiir Sektor 1 ist p.

a) Frage 1: »Putzen Sie regelmiBig nach dem Friihstiick die Zihne7«

Frage 2: »Putzen Sie nach dem Friihstiick Ihre Zihne nur gelegentlich oder nie?«

“ragen vor, von denen sie eine

Von n befragten Personen antworteten m Personen mit JA. Bestimme daraus einen
Niherungswert fiir den \nlul derjenigen Personen, die regelméBig ihre Zihne nach
dem Friihstiick putzen, in Abhingigkeit von n, m und p.

b) Der psychologisch erwiinschte Fall p = 1 fithrt bei der Fragestellung von a) leider zu
keinem Ergebnis. Ersetzt man Frage 2 aber durch eine Frage, bei der die Wahrschein-
lichkeit fiir ein JA bekannt ist, so kann man auch mit zwei gleich groBen Sektoren
arbeiten. Wir wiihlen als neue Frage 2: »Sind Sie am siebenten Tag eines Monats ge-
boren %« Berechne damit einen Niherungswert fiir den gesuchten Anteil.

Zu 9.4,

In einem Studentenheim sind 40% der Miinner und 5%, der Frauen grobier als 1,75 m.
60% der Bewohner sind Méanner. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Heimbewohner,
der hochstens 1,75 m groB ist, eine Frau?

In Cluny findet ein deutsch-franzésisches Jugenc dtreffen statt, zu dem 80 Deutsche und

‘41 [ -anzosen erschienen sind. 60% der deutschen Teilnehmer sind blond, dagegen nur

’ der franzosischen. Mit welcher W ahrscheinlichkeit ist
u} ein blonder Teilnehmer ein Franzose,

b) ein nicht-blonder Teilnehmer ein Franzose,
¢) ein nicht-blonder Teilnehmer ein Deutscher?

37. Am Jugendtreffen von Aufgabe 36 nehmen am 2. Tag auch 40 [taliener teil, von denen
4 blond sind. Beantworte unter dieser veriinderten Situation die Fragen von Aufgabe 36.

38, Drei Maschinen A, B und C produzieren 60%,, 30%, bzw. 107 einer bestimmten Schrau-
bensorte. Der AusschuBanteil betriigt beziehungsweise 5%, 2%, und 17, Mit welcher
Wahrscheinlichkeit stammt eine defekte Schraube von Maschine A7

39. Bei der Durchfithrung des Experiments aus Aufgabe 30 erhilt man a) eine blaue, h) eine
rote, ¢) eine griine Kugel. Mit welcher Wahrsche sinlichkeit stammt sie aus Urne 2

40. Berechne unter Verwendung der Daten aus 9.3. die Wahrsc heinlichkeit dafar, daB ein
FDP-Wihler aus Bayern stammt.

41. In einem fernen Land haben 40% der Bevélkerung eine lange Nase, 307 der Bevolke-
rung kurze Beine und 709, der Bevolkerung liigen nie. Langnasige, kurzbeinige Liigner
gibt es nicht, Jeweils 10%, der Bevolkerung sind kurznasige, kurzbeinige Liigner bzw.
kurznasige, kurzbeinige Nichtliigner bzw. kurznasige, langbeinige Liigner. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist mein ferner Freund ein Liigner, falls er
a) kurzbeinig  b) langnasig ¢) kurzbeinig und kurznasig ist?

42. In einem Betrieb sind 60% Minner beschiftigt. Von den Betriebsangehorigen rauchen
30°% . Unter den weiblichen Betricbsangehorigen ist der Anteil der Raucher 50%.

a) Hmu,hm den Anteil der weiblichen Raucher.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein beliebig herausgegriffener Betriebsangehor figer
1) weiblich, falls »er« raucht,
2) minnlich, falls er raucht,
3) Raucher, falls er minnlich ist?
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43,

i
i

46.

47.

48.

oc) Wieviel Prozent der weiblichen Raucher miissen sich mindestens das Rauchen abge-
wihnen, damit der Anteil der Raucher unter den Miinnern (die sich nicht bessern!)
grofer ist als unter den Frauen?

In emer Klasse fallen 109 der Schiiler wegen Mathematik allein, 15% wegen einer
Fremdsprache allein und 5%, wegen Mathematik und einer F |.._,|n1-‘pnn.lu durch. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit ist ein durchgefallener Schiiler

a) nur wegen Mathematik,

b) nur wegen einer Fremdsprache,

¢) wegen Mathematik und einer Fremdsprache durchgefallen.

wenn aus anderen Griinden keiner durchgefallen ist?

Die Schiiler der Klassen 9a, 9b und 9¢ kénnen eine quadratische Gleichung mit den
Wahrscheinlichkeiten 95%, 80% und 90% l6sen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt
Theodor aus der 9a (24 Sc hul-.u bzw. aus der 9b (28 Schiiler) bzw. aus der 9¢ (28 Schiiler),
falls wir feststellen kénnen, daf er keine quadratische Gleichung losen kann?

. Das 3-Kasten-Problem von Joseph Bertrand (1822-1900). Gegeben sind 3 Kiisten mit Je

2 Schubladen. In jeder Schublade liegt eine Miinze; im ersten Kasten Gold-Gold, im

zweiten Silber-Silber, im dritten Gold-Silber. Ich wiihle einen Kasten. ziche eine Schub-

lade und sehe eine Goldmiinze. Mit welcher hierdurch bedingten Wahrscheinlichkeit ist

in der anderen Schublade meines Kastens auch eine Goldmiinze (eine Silbermiinze)?

Die Schiiler einer Schule gehéren zu 70% der Unter- und Mittelstufe. zu 30% der Ober-

stufe an. In der Unter- und Mittelstufe erhalten 10% der Schiiler eine staatliche Beihilfe.

in der Oberstufe 20%. Ein Schiiler wird willkiirlich ausgewihlt, und es wird festgestellt,
dal} er Beihilfe erhiilt. Wie grof3 ist unter dieser Bedingung die Wahrscheinlichkeit, daB
er der Oberstufe angehort ?

In der Bundesrepublik Deutschland waren 1975 0,59, der Bevolkerung aktiv an Tuber

kulose (= Tbe) erkr: tnF." Man weil} auf Grund langjiihriger Erfahrung, daB ein spezielle:

T'bc-Rontgentest 90%, der Kranken und 999 der Gesunden richtig diagnostiziert.

a) Eine medizinische Diagnose kann in zweierlei Weise falsch sein:

Fehler 1. Art: Der Patient hat die betreffende Krankheit, sie wird aber nicht erkannt.
Fehler 2. Art: Der Patient ist gesund, wird aber fiir krank erklirt.

Wie grof} sind die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Fehler 1. Art und fiir einen Fehler
2. Art?

b) Herr Meier hat am Réntgentest teilgenommen. Das Untersuchungsergebnis weist ihn
als The-krank aus. Mit welcher dadurch bedingten Wahrscheinlichkeit ist er wirklich
an The erkrankt?

¢) Frau Meier erhielt die Mitteilung, daf sie auf Grund des Befundes dieser U ntersuchung
gesund sei. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie in diesem Fall wirklich gesund?

d) Welche bedingten Wahrscheinlichkeiten ergeben sich in den \LLEL.JLhL’[] b) und <),

falls Familie Meier aus einer Huulin,]memhuln stammt, die nur zu 0,5%,, aktiv an
Thc erkrankt ist?

Bel Verdacht auf Brustkrebs bedient man sich hiufig der Rontgen-Mammographie als
Hilfsmittel zur Diagnose. Die neuerdings angewandte Ultraschall-M: mmmnmplm
(= Sonographie) ist noch zuver lassiger und belastet den Organismus wesentlich wenige
Dazu berichtete die Siiddeutsche Zeitung am 26.8. 1980;
»Insgesamt war die Sonographie in 2118 Fillen angewandt und die Diagnose mit dem
Ergebnis der feingeweblichen Unt ersuchung verglichen worden. Die mikroskopische
Analyse hatte 1180m:; 11 Krebs ergeben. was zu 85% aus dem Ultraschall-Bild ablesbar

war. Vor allem aber: Die Treffsicherheit fiir gutartige Verinderungen lag mit 83
fast ebenso hoch.«
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a) Deute die 85% und die 83% als bedingte Wahrscheinlichkeiten.

b) Stelle eine 4-Feldertafel der absoluten und der relativen Hiufigkeiten auf.

¢) ErfahrungsgemiB entwickelt sich bei jeder zwanzigsten Frau iiber 35 Jahren irgend-
wann einmal ein Brustkrebs. Frau Huber und Frau Schmitt sind beide dlter als 35 Jahre.
Auf Grund der Sonographie diagnostiziert der Arzt bei Frau Huber Brustkrebs, bei
Frau Schmitt hingegen duBert er keinen Verdacht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat
Frau Huber wirklich Krebs, und mit welcher Wahrscheinlichkeit kénnte Frau Schmitt
trotzdem an Brustkrebs erkrankt sein?

49. In einer Firma werden Rauchsensoren als Feuerwarnanlage installiert. Sie melden em
Feuer mit 95%, Wahrscheinlichkeit. An einem Tag ohne Brand geben sie mit 1%, Wahr-
scheinlichkeit falschen Alarm. Die Feuersirene heult. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit.
dab es wirklich brennt, wenn die Feuermeldung
a) aus den Biiroriumen, b) aus der Fabrikation kommt
und wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Brand dort 0,17 bzw. 107 sind?

50. An einem Ort sei an+ aller Tage schlechtes Wetter, an den iibrigen Tagen gutes Wetter,
Die Zuverlidssigkeit dxl Wettervorhersage ist Je nach Wetterlage verschieden. Es habe
’\|L|'] herausgestellt, dal} am Vorabend eines Tages mit gutem Wetter die Vorhersage mit

. Wahrscheinlichkeit »gut«, mit 207 '\,‘m]uwc,la-_mhthkml swechselhaft« und im {ibri-
gen »schlecht« lautet. Ein Sc |1luhl\\dlut 1g wird dagegen mit 60%, W ahrscheinlichkeit
zutreffend angekiindigt, mit 30%, W a]mdwnlmhkuf aber als m:,cimclhaii'l« und niit
10% Wahrscheinlichkeit als »gut« vorausgesagt.

H-_.m abend wird schlechtes Wetter angesagt. Mit welcher hierdurch bedingten Wahr-
scheinlichkeit ist morgen wirklich schlechtes Wetter? — Entsprechende Frage fiir Wetter-
bericht »schon« und schones Wetter morgen.

51. Auf einer von Barbaren bewohnten Insel war es iiblich, dort landende Fremdlinge einem
grausamen Spiel zu unter -werfen. Sie wurden vor 3 verschlossene Truhen A, B und C ge-
fithrt, von rJ.Lm_n eine einen Goldklumpen enthielt, withrend die beiden ander en leer waren.
Konnte der Fremdling die »Goldtruhe« erraten, so wurden ihm der Goldklumpen und
die Freiheit geschenkt; andernfalls wurde er der Gottin geopfert.

Der schiffbriichige Theodor erklirt, A sei die Goldtruhe. Dz yraufhin dffnet die Priesterin

Dorothea die Truhe C: Theodor sieht, daf sie leer ist. Er meint nun, seine Chance freizu-

kommen habe sich auf 50% erhoht. Hat er recht, falls

a) Dorothea Bescheid wuBte, in welcher der Truhen sich das Gold befindet, diese aber
auf keinen Fall 6ffnen wollte,

b) Dorothea nicht Bescheid wuBte, in welche der Truhen die Oberpriesterin das Gold
gelegt hatte, und sie zufillig eine leere Truhe gedfinet hat?

52. Modell einer Priifungssituation: Es werden zu einer Frage n verschiedene Antworten
angeboten, von denen genau eine richtig ist. Es gebe 2 Sorten von Priiflingen: Die einen
{Anteil p) haben sich gut vorbereitet und kreuzen deshalb die richtige Antwort an. Die
{ibrigen haben nichts gelernt und kreuzen auf gut Gliick an (etwa durch Wiirfeln).

Es wird ein Priifling beliebig ausgewéhlt und festgestellt, daB er richtig angekreuzl hat.
Mit welcher (bedingten) Wahrscheinlichkeit war er gut vorbereitet? Wie verhilt sich
diese Wahrscheinlichkeit bei wachsendem n? Grenzwert fiir # — o ?

53, a) Aufgabe von Laplace von 1774: Urne | enthalte w, weiBe und s, schwarze Kugeln,
Urne 2 hingegen w, weile und s, schwarze. Aus einer Urne werden n Kugeln ohne
Zuriicklegen gezogen: f davon sind weill. Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir,

Zueehi au s jede Urne mit gleicher Wahr-

daB die Kugeln aus der Urne i gezogen wurden, fa
scheinlichkeit gewiihlt werden kann.

.1 ' . ) - T i, . _ A9

b) Welche Werte ergeben sich fiir wy, =8, 5, =7, w2 =23, $2= 15, n =6 und f=4
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54. a) Aufgabe von Laplace von 1783: Eine Urne enthilt 3 Kugeln. Jede Kugel ist entweder
schwarz oder weil. Das Mischungsverhiiltnis weiff: schwarz ist unbekannt. Es werde
m-mal eine Kugel mit Zuriicklegen gezogen: die Stichprobe liefert lauter weiBe Kugeln.
Bestimme die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir jedes Mischungsverhilinis, wenn
a priori alle 4 Mischungsverhiltnisse gleichwahrscheinlich waren.

b) Was ergibt sich fiir m — o0?

55. Eine Urne enthélt 4 Kugeln. Jede Kugel ist entweder schwarz oder weil3. Der Anteil der
weillen Kugeln ist unbekannt. Jede der 5 Moglichkeiten fiir die Anzahl der weilen
Kugeln soll zunidchst gleichwahrscheimnlich sein (a-priori-Wahrscheinlichkeit). Man zieht
dreimal je eine Kugel mit Zuriicklegen und erhalt die Farbfolge

a) WWw, b) wss.
Berechne die dadurch bedingten a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten fiir die 5 Mdoglich-
keiten.

@56. Was erhilt man in Aufgabe 55, wenn nach jedem Zug die a-priori-Wahrscheinlichkeiten
durch die jeweils bedingten a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten ersetzt werden und erst
daraul wieder neu eine Kugel gezogen wird?

57. Theodor machte das Mischungsverhiltnis der Urne von Aufeabe 55 schiitzen. Sein Urteil
soll méglichst scharf sein, d.h., es sollen moglichst wenig Werte fiir das Mischungsver-
hiilinis angegeben werden. AuBlerdem soll die Sicherheit des Urteils mdglichst groB sein,
Theodor fiihrt Aufgabe 56 aus. Welche Mischungsverhiiltnisse wird er nach jedem Zug
nehmen, wenn die Sicherheit seines Urteils mindestens

a) 60%, b) 859/
betragen soll? Gib auflerdem die jeweilige tatsichliche Sicherheit an
e58. Lose a) Aufeabe 55, b) Aufgabe 56.  falls man ohne Zuriicklegen zieht.
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