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10. Unabhiingigkeit

10.1. Unabhiéngigkeit bei zwei Ereignissen

Fin L-Wiirfel werde zweimal geworfen. Bedeuten A4 := »Augenzahl beim 1. Wurf
kleiner als 4« und B := »Augenzahl beim 2. Wurf gréBer als 4«, dann erhilt man
mit Q:={(1]1),(1]2), (113), .-+, (6]6)}:

Py =48 =4, P(B) =42 = 4 und PUNB) =& =}

Wir stellen fest

P(AnB) = P(A): P(B).

Nach dem Produktsatz 132.1 muf} aber gelten:

P(An B) = P(A)- P,(B).

In unserem Experiment ist demnach P(B) = P,(B). Was heiBt das?

Das Eintreten des Ereignisses 4 beeinfluBlt offenbar nicht die Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses B. Unsere Erwartungen fiir B werden also nicht geiindert,
wenn wir schon wissen, da3 A4 eingetreten ist.

Umgangssprachlich wird ein solcher Sachverhalt durch »B ist unabhiingig von
A« beschrieben. In unserem Beispiel ist dies auch naheliegend. Warum sollte das
Ergebnis des 2. Wurfs vom 1. Wurf abhiingen?

Vertauscht man im Produktsatz 132.1 4 mit B, so erhiilt man in gleicher Weise

PAnB) = P(B): ‘“.‘1‘ {A).

Nun ist offenbar Py(A4) = P(A). Also ist auch 4 unabhiingig von B.
Die Uberlegungen dieses Beispiels fithren dazu, den Begriff der Unabhiingigkeit
zweier Ereignisse ins mathematische Modell zu iibertragen.

Definition 148.1: Die Ereignisse 4 und B heiBen stochastisch unabhingig
in einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, P), wenn gilt

P(AnB) = P(A)- P(B).

Andernfalls heiBen die Ereignisse stochastisch abhiingig.

Der Zusatz »stochastisch« soll deutlich zum Ausdruck bringen, dal} die Unab-
hangigkeit hiermit als Fachbegriff der W ahrscheinlichkeitsrechnung eingefiihrt
ist. Wenn eine Verwechslung mit dem umgangssprachlichen Wort »unabhingig«
nicht zu befiirchten ist, werden wir den Zusatz weglassen.

Die in Definition 148.1 enthaltene Produktformel fiir unabhéingige Ereignisse bringt Abraham
de Moivre (1667-1754) bereits am Anfang seiner De Mensura Sortis 1711. Aber erst 1901
erkannte Georg Bohlmann (1869 -1928), dal es sich nicht um einen beweisbaren Satz handelt,
sondern daf} Unabhiingigkeit durch diese Produktformel definiert werden muf.

Folgerung aus Definition 148.1. Es ergibt sich unmittelbar, daB die Relation der
Unabhingigkeit zweier Ereignisse symmetrisch ist:
Wenn A4 und B stochastisch unabhiingig sind, dann sind es auch B und A.




e T e e e e e e et

. Unabhiingigkeit bei zwei Ereignissen 149

An einem praktischen Beispiel wollen wir zeigen, daB der Begriff der stochasti-
schen Unabhingigkeit in unserem Modell ziemlich gut das wiedergibt, was man
in der Realitit als unabhidngig empfindet.

Beispiel 1: Das Fortuna-Gymnasium wird von 600 Midchen und 400 Knaben
besucht. 80 Knaben sind Linkshinder: das sind 20% der Knaben. Falls nun Links-
hindigkeit wud}h.d]lsmmbh ingig wire, miiBten auch 209, der Midchen und
damit 20° - Linkshiinder sein. Beim Zufallsexperiment »Auswahl
eines hdmiwm %th]uw bedeuten L = »Linkshinder« und K :=»Knabe«. Die
Geschlechtsunabhingigkeit der Linkshdndigkeit wiirde nach den obigen Uber-
legungen im Zufallsexperiment die Gleichheit der drei W ahrscheinlichkeiten
Pi(L), Pz(L) und P(L) bedeuten; also Py(L) = Pz(L) = P(L) = 207,

Damit erhiilt man P(KnL) = P(K)- Px(L) = P(K)- P(L), was ahu gerade der
Ausdruck fiir die stochastische Unabhéangigkeit der Ereignisse K und L i
Von den 600 Midchen miiBten also 120 linkshindig sein, falls Linkshdndigkeit
unabhiingig vom Geschlecht wire. Eine Umfrage ergab aber, daB nur 84 der
Miidchen Linkshidnder sind. Das !wi den Verdacht nahe, daBl Linkshandigkeit
geschlechtsabhiingig ist. Lige die Anzahl der linkshindigen Madchen nahe bei
120, dann wiirde man Unabhéngigkeit vermuten.

Je undurchsichtiger der Zusammenhang zwischen zwei Ereignissen ist, desto
schwerer fillt es. ihre Unabhéngigkeit gefiihlsmafig einzuschitzen. Hier hillt nur
die Rechnung weiter, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2: n L-Miinzen (n = 2) werden gleichzeitig ges vorfen. Sind die Ereignisse
A := »Hochstens einmal Adler« und B := »Jede Seite der Miinze fallt wenigstens
einmal« stochastisch unabhéngig?

Als Ergebnisraum € bietet sich die Menge der n-Tupel aus {0: 1} an, wobei 1
»Adler« bedeute. Esist | Q| = 2" A besteht aus all den n-T updn von @, die keine
oder genau eine 1 enthalten. Damit ist [4|=1+n Zur Bestimmung von |B|
betrachten wir B = »Es tritt nur Zahl oder nur Adler auf« und erhalten sofort
iff — 2: damit ist |B| = 2" — 2. Fiir das noch fehlende Ereignis AN B = »(Genau

einmal Adler« erhilt man |4 B| = n.

A und B sind genau dann stochastisch # r\:
unabhingie. wenn i |
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Figur 149.1 zeigt, daB diese Glei-
chung in N\{1} genau eine Losung Fie. 149.1 Zur Lésung der Gleichung
hat, namlich » = 3, was man durch gn=1 — » + | betrachtet man die

Einsetzen leicht verifiziert. Graphen von y=2*"'und y = x +1.
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Das iiberraschende Resultat besagt, dal} die genannten Ereignisse nur beim Wer-
fen von 3 Miinzen stochastisch unabhingig sind, sonst aber immer stochastisch
abhiingig. Dies 15t 1im ersten Moment erstaunlich. Bedenkt man aber, dal3 die
umgangssprachlich gleichlautenden Ereignisse flir verschiedene n verschiedene
Ereignisse sind — was ja deutlich durch die Verschiedenheit der jeweiligen Ergeb-
nismengen zum Ausdruck kommt —, so wird verstindlich, da3 die stochastische
Unabhingigkeit der Ereignisse 4 und B von n abhingt.

In Beispiel 2 haben wir die stochastische Unabhingigkeit durch Rechnung iiber-
priift. Es ist zu erwarten, daf} die stochastische Unabhiingigkeit zweier Ereignisse
auch in den von uns vielfach verwendeten graphischen Hilfsmitteln, nimlich
Vierfeldertafel und Baumdiagramm, zum Ausdruck kommt.

Stochastische Unabhingigkeit in der Vierfeldertafel.

Sind 4 und B stochastisch unabhiingig, so steht im Feld 4 B der Vierfelder-
tafel fiir Wahrscheinlichkeiten statt P(4 nB) nun P(A)- P(B), wie Figur 150.1
zeigt. Im Feld fiir 4~ B steht dann

P(AnB) = P(B)— P(A): P(B) = (1 — P(A)): P(B) = P(A): P(B).

Es erweisen sich also auch 4 und B als stochastisch unabhiingig. Analog fiillt
man die beiden noch ausstehenden Felder A~ B und A~ B aus und erhilt
Figur 150.2.

B B B B
A | P(A):-P(B) P(A) A | P(A)-P(B) | P(4): P(B) | P(4)
A | P(A) A | P(A)-P(B) | P(A):P(B) | P(A)
P(B) P(B) P(B) P(B)
[-'Eg._lit_i,l Vierfeldertafel der Wahr- Fig. 150.2 Vollstindige Vierfeldertafel
scheinlichkeiten fiir unabhiingige der Wahrscheinlichkeiten fiir unab-
Ereignisse 4 und B hingige Ereignisse 4 und B

Wir fassen die gewonnenen Erkenntnisse zusammen in

Satz 150.1: Die Ereignisse 4 und B sind genau dann stochastisch unab-
hingig, wenn die Vierfeldertafel der Wahrscheinlichkeiten eine M ultiplika-
tionstafel ist.

Die obige Herleitung zeigte ferner: Ist die Produkteigenschaft fiir ein einziges

I--'uld. der Vierfeldertafel der Wahrscheinlichkeiten erfiillt. so ist sie auch fiir die
restlichen 3 Felder giiltig. Das heif3t aber:
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Satz 151.1: Die Unabhiingigkeit zweier Ereignisse bleibt erhalten, wenn
man eines davon durch sein Gegenereignis ersetzt.
Also:

A und B unabhiingig <= A4 und B unabhingig

—
< A und B unabhingig <

< A und B unabhingig.

Stochastische Unabhiingigkeit im Baumdiagramm.

Aus dem geradé formulierten Satz 151.1 folgt unmittelbar: Sind 4 und B sto-
chastisch unabhingig. so gilt

P.(B) = P;(B) = P(B) und

P,(B) = P;(B) = P(B).

Das bedeutet. daB auf den Asten der 2. Stufe statt der bedingten W Lih]whu:a]mh-
keiten die unbedingten Wahrscheinlichkeiten P(B) bzw. P(B) stehen. Figur 151.1
und 151.2 veranschaulichen dies.

Fig. 151.1 Ein Baum fiir beliebige Fig. 151.2 Ein Baum fir zwel unab-
Ereignisse 4 und B hiingige Ereignisse 4 und B

Wir stellen fest: Infolge der Unabhingigkeit der beiden Ereignisse stehen an allen
aufwiirts gerichteten Asten der 2. Stufe die gleichen W ahrscheinlichkeiten, eben-
so an allen abwirts gerichteten Asten.

Zum SchluB stellen wir die Begriffe der Unvereinbarkeit und der Unabhéingigkeit,
die man keinesfalls verwechseln darf, einander gegeniiber:
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A und B unvereinbar < An B = 0.

Fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P gilt dann der spezielle Summen-
satz flir Wahrscheinlichkeiten: P(4u B) = P(A) + P(B).

A und B unabhingig in (2 P) <+ P(An B) = P(A4)- P(B), d.h., fiir die
gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung P gilt ein spezieller Produktsatz fiir
Wahrscheinlichkeiten und umgekehrt.

Man beachte also den Unterschied: Ob zwei Ereignisse 4 und B unvereinbar
sind oder nicht, ist allein durch den Ergebnisraum € festgelegt, in dem 4 und B
Teilmengen sind. Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung P iiber @ eingefiihrt ist,
spielt dabei tiberhaupt keine Rolle. Die stochastische Unabhiingigkeit von A4
und B dagegen ist eine Eigenschaft der Ereignisse bei gegebener Wahrschein-
lichkeitsverteilung P, also eine Eigenschaft des Wahrscheinlichkeitsraums (€, P).
Wihlt man zum gleichen Ergebnisraum & und zu den gleichen Ereignissen A4
und B eine andere Wahrscheinlichkeitsverteilung, so geht im allgemeinen eine
zuvor bestehende Unabhéngigkeit von 4 und B verloren. (Vgl. Aufgabe 161/29.)

10.2. Unabhingigkeit bei mehr als zwei Ereignissen

Die Unabhiingigkeit zweier Ereignisse driickt sich im Baum dadurch aus, daB auf
der 2. Stufe auf allen aufwiirts gerichteten Asten die gleiche Wahrscheinlichkeit
steht, wie Figur 151.2 veranschaulicht. Diese Eigenschaft des Baumes kénnen wir
als Anregung fiir eine Definition der stochastischen Unabhingigkeit von 3 Er-
eignissen nehmen. Wir verlangen, daB auch in der 3. Stufe alle aufwirts gerichte-

P .-.n"ﬁw @
-,?’- B(C) @

& “i’-{.'\ @

2 a,-r("j @

Pi “ll\.('W @
"h'
4n 5 () @

Px ) @
152 :

Fig. 152.1 Ein Baum fiir 3 beliebige B
Ereignisse 4, B und C n8lC) @
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