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234 14. Die Binomialverteilung

dpp:mmuucn (Vergleiche dazu Aufgabe 264/27.) Dies ist gar nicht so erstaun-
lich, weil ja bei groBlen Kugelzahlen die Entnahme einiger weniger Kugeln keine
wesentliche Anderung der Anteile in der Urne bewirkt. Man kann dann also das
Ziehen mit Zuriicklegen als gute Niherung Fu[ das Ziehen Ohﬂt Zuricklegen
nehmen. Eine Veranschaulichung geben T 234.1 und Figur 233.1.

H(N: K:10: k)

50 100 500 1000 100000 | 1000 (JH“ 1 000000000

268435 0266192 |0,267933 | 0,268417 [0.268431 | 0,268435 |0,268435 | 0,268435
0,301990 0,336898 | 0,318170 | 0,305050 (0,303510 | 0,302005 |0,301991 | 0,301990

) 0,201327 | 0,217792 | 0,209208 | 0,202849 (0,202085 | 0,201334 |0,201327 | 0,201327
4| 0,088080 0.078469 | 0,084107 | 0,087395 | 0,087744 | 0,088077 | 0,088080 | 0,088080
5| 0,026424 0,016142 | 0,021531 [0,025488 | 0,025959 [ 0,026419 |0,026424 | 0,026424
6| 0,005505 0,001868 | 0,003541 | 0,005096 | 0,005299 0.005503 | 0,005505 | 0,005505
7| 0,000786 0,000115 | 0,000368 | 0,000689 |0,000737 | 0,000786 [0,000786 | 0,000786
8 | o,000074 0,000003 | 0,000023 | 0,000060 | 0,000067 | 0,000074 [0,000074 | 0,000074
9| 0,000004 4-10°° |0,000001 | 0,000003 |0,000004 | 0,000004 |0,000004 0,000004
10 BosTowis|  1-10"1%1-107% |7:1678 [g-107% |1-10"7 |1-10~7 110’

Tab. 234.1 Vergleich einer Binomialverteilung mit verschiedenen hypergeometrischen Ver-

teilungen mit gleichem p = e
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Die Berechnung von Werten einer Binomis ilverteilung ist rechnerisch meist sehr
aufwendig. Da die Binomialverteilung aber eine sehr hiufig auftretende Wahr-
\Li‘lLlI]]]th\Lil%‘uilLI]UHU ist, hat man sie fiir oft vorkommende Werte der Para-
meter n und p tabellarisiert. Fiir die ebenfalls sehr hiufig auftretende hyper-
geometrische "vm teilung wiirde eine ° l'abellarisierung wegen der 3 Parameter
N, K und »n zu einem #HuBerst umfangreichen Tabellenwerk fithren. da man 3
Tabelleneinginge benétigte. Erfreulicherweise kann man aber die hypergeome-
trische Verteilung fiir n<min{N,K,N — K! durch die Binomialverteilung

F iy

B ( ™ ) recht gut approximieren, was den Wert der Binomialverte

kurz Binomialtabellen. noch erhéht.

Wir wollen uns nun der Erstellung solcher Binomialtabellen zuwenden. Man
wihlt ein # und ein p und berechnet der Reihe nach fiir k = 0. 1.2.....n die

*
Werte B(n; p; k) = (,’ ],r? (1 —p)" % Ein solches Vorgehen fiihrt zu sehr vielen
L
Rechenvorgiingen und ist daher zeitraubend. Es gibt aber einen einfachen Zu-
sammenhang zwischen den Funktionswerten an der Stelle k und der Nachbar-
stelle k — 1:

k|B(10;%:k) | N |
. K| 10 20 100 200 | 20000 | 200000| 200000000
0] 0,107374 0.082519 | 0,095116 | 0,104951 |0, m(ﬂh; 0,107362 |0,T07373| 0.,I107374
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Wir erhalten also die Rekursionsformel:

Bin: p: k) = = JT )P B(n;p; k —1)

K
Sie gestattet — daher der Name* —, aus der Kenntnis eines Wertes den Wert des
Vorgédngers und auch den des Nachfolgers zu berechnen. Es geniigt also, einen
einzigen Wert B(n; p; k) mithsam zu errechnen. Die jeweiligen Nachbarn
B(n;p;k —1) und B(n;p; k + 1) erhdlt man dann daraus durch einfache
Division bzw. Multiplikation. Es empfiehlt sich dabei, aus Genauigkeitsgriinden
einen moglichst groBen Startwert B(n; p; k) zu wihlen. (Den groften Wert wer-
den wir im Abschnitt 14. 6. bestimmen.)
Wir veranschaulichen das Vorgehen an der Binomialverteilung B(8; ¢). GemilB
Figur 232.1 empfiehlt sich als Startwert

B 8; L [) (%)(') (ﬁ’] _ 520000 o108
T a5 \1/\ 6 J 6 1679616

Die Rekursionsformel liefert nun einerseits

Fioa) 7 625000

L) (& =2 1)
B(-‘%; o e G P ) [ = 0,260476...
26 ) T (_H 6 J 0 1679616 :
andererseits
B(8: : ;n) £ L% B(s: . = L
. 6/ B—-1+1)-2 6 | 8 1679616

Dieses Verfahren laBt sich leicht programmieren. Dariiber hinaus kann man sich
fast, wenn nun p das Intervall ]0; 1] durchliuft, die halbe Rechenarbeit er-
Sparen: Ist nimlich p die Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer, so ist g = 1 — p
die Wahrscheinlichkeit fiir eine Niete beim Einzelversuch. In einer Bernoulli-
Kette der Linge n ist dann die Anzahl der Treffer nach B(n; p) und die der
Nieten nach B(n; g) verteilt, und da

P(»Anzahl der Treffer = k«) = P(»Anzahl der Nieten = n — k«)

gilt, folgt das

recurrere = ruriicklaufen
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Symmetriegesetz fiir Binomialverteilungen:

B(n:p: k) =Bn,q:n—k)

Wegen dieser Symmetrie* geniigt es, die Tabellen fiir die Binomialverteilungen nur
bis p = 0,5 zu fithren. Will man z. B. den Wert B(8; 2; 3) ermitteln, so sucht man
den symmetrischen Wert B(8: ¢: 5) in der Binomialtabelle. Diese Umformungs-
denkarbeit erspart uns ein zweiter Eingang zu den Tabellen mit den Werten fiir
3 =p < 1. Er ist rot unterlegt im Gegensatz zum grau unterlegten ersten Ein-
gang. Fiir ihn gelten dann die rechts stehenden rot unterlegten k-Werte, die sich
mit den in der gleichen Zeile links stehenden grau unterlegten k-Werten jeweils
zu n erginzen, wie der nebenstehende Ausschnitt aus den Srochastik-Tabellen**
zeigt. (Tabelle 236.1)

Nun bendtigt man aber sehr oft wie beim Pro- N | 1 5
blem 1 von de Moivre (Seite 229) nicht die | P [
B(n: p; k)-Werte, sondern die Werte F!(k) der | : N =
kumulativen Verteilungsfunktion I‘f-'f',". Man | ‘ 2 e 3
konnte diese gemall Fy (k) =}_ B(n; p; i) | : ; ,?2“}; r:
et = Fr : [ 02605 4
natiirlich jedesmal aus den Tabellen der Bino- 5 ‘ 004 17 3
mialverteilung B(n; p) errechnen. Diese Sum- : oo :
mation erspart man sich, wenn man F' selbst g ::?E; ;
tabellarisiert. Nk |
Aus den Symmetrie-Eigenschaften der Binomial- n | & ,'}

verteilungen folgen auch solche fiir die Funk- | ’ i
tionen F;'. Daher haben auch die Tabellen der Tab.236.1 Die ersten 5 Dezimal-
kumulativen Werte einen zweiten Eingang fiir  stellen (gerundet) der Werte von
P = 3. Bei dessen Benutzung muB man aller-  B(8:%) und B(8: )

dings beachten, daB man nicht mehr Fk),

sondern 1 — F(k) erhilt! Wir wollen uns dies an Hand der Wahrscheinlichkeits-
bedeutung von F) tiberlegen.

Bekanntlich gilt Fi(k) = P(Z < k), wenn Z die Anzahl der Treffer in der
Bernoulli-Kette ist. Gehen wir nun von den Treffern zu den Nieten iiber. dann er-
halten wir P(Z < k) = P(»Anzahl der Nieten = n — k«).

Die Anzahl der Nieten gehorcht aber andererseits der Binomialverteilung B(n: g).
Damit gewinnen wir

F;'(k) = P(»Anzahl der Treffer < k«) =

P(»Anzahl der Nieten = n — k«) =

1 — P(»Anzahl der Nieten < n — k«).

Ist ke {0, 1.2,...,n}, so kann man dafiir schreiben

Fy(k) = 1 — P(»Anzahl der Nieten <n —k —1«) = | — Flin—k—1).
— ! I’j

Somit gilt das folgende

* Der Name Symmetriegesetz wird durch Satz 246.1 noch versti

** Barth, Bergold, Haller: Stochastik-Tabellen, Ehrenwirth V.

ndlicher werden.
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Symmetriegesetz fiir kuamulative binomiale Verteilungsfunktionen :
k) =1-FK_,(n—k—1), falls ke {0, 1,...,n)
Die Symmetriebeziehung fiir k¢ {0, 1,...,n} ist ohne praktische Bedeutung.

Tabelle 237.1 zeigt uns einen Ausschnitt aus den Stochastik-Tabellen, an Hand
dessen wir die Tafelbenutzung erkliren wollen. :
p

Suchen wir z.B. den Wert F&.(6), so kénnten n . 1

wir dafir 1— F8,(8—6—1) = 1 — F& (1) e e

schreiben, F¢ (1) mit Hilfe des grauen Eingangs s R 23257 5
zu 0,60468 bestimmen und schlieBlich FS, (6) = I 60468 :
| — 0,60468 = 0,39532 errechnen. Benutzen wir . o
hingegen fiir p den roten Eingang unten, so 4 99539 3
miissen wir die rechts stehenden rot unterlegten 5 99956 :
k-Werte nehmen. Wir lesenzu p = 2 und k = 6 ? Bk 0

unmittelbar den Wert 0,60468 ab; die Subtrak- ' N il o
tion dieses Wertes von 1 bleibt uns leider nicht 4 6 [P
erspart. Andererseits benotigt man bei vielen
Aufgaben gerade den Wert 1 - ;'-'I'j{a'c]l. den man F?(k) = 1 — Tafelwert
fiir p =4 dann direkt mit Hilfe des roten Ein-
gangs aus der Tabelle entnehmen kann. Sucht Tab. 237.1 Die ersten 5 Dezimal-
man z.B. fiir n = 8 und p = ¢ die Wahrschein- stellen (gerundet) der kumulativen
lichkeit P(X >4)=1—P(X <3)=1— F&.(3), \-"cr!L*i_lung.td'unkL'umcn Fii

so liest man diesen Wert in Tabelle 237.1 mit 404 F5je.

: e : Man beachte, dal} sich die grau
Hilfe des roten Eingangs direkt ab zu ; i G

P BoEEs unterlegten k-Werte mit den rot
P(X = 4) = 0,99539. ]

unterlegten k-Werten nurzu n — 1

erginzen!

14.4. Veranschaulichung von Binomialverteilungen
durch Experimente

Beispiel 1: Wir wollen die Werte von B(10; 4) experimentell durch relative Haufig-
keiten angenihert herstellen. Dazu miissen wir z.B. den 10fach-Wurl einer
Laplace-Miinze sehr oft ausfithren und ziihlen, wie oft wir dabei 0 Adler, | Adler,
..., 10 Adler erhalten. Wir werten Tabelle 11.1 demgemf aus: Je 2 untereinander-
stehende Fiinfergruppen werden als ein Ergebnis eines [0fach-Wurfes aufgefalit.
Es ergibt sich folgende Hiufigkeitsverteilung:

K 1] [ ) 1 4 5 i} 7 8 Y 10
Anzahl
des Auf:
tretens von
k Adlern ] 0 4 10 14 23 i6 10 2 I 0
Haufigkeit 0 1] 0.0500 0.1250 0.0750 (2875 0,2000 01250 0,0250 00125 0
72 0.0439 LO09K OO0 LD

B(10: =) 00010 (.0098 (0.0439 1172 20205 00,2461 0. 2051 .11

e e L B A S e s e
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