UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Stochastik

Barth, Friedrich
Munchen, [20]03

17. 7. Signifikanztests bei normalverteilten Zufallsgroen

urn:nbn:de:hbz:466:1-83580

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-83580

e e e e e e e e i i
s o S 5 e

SifEia—=

17.7. Signifikanztests bei normalverteilten Zufallsgréfen 361

: poClp) 0C(p)

B

- N 4 p
Fig. 361.1 OC-Kurve eines unverfalsch- Fig. 361.2 OC-Kurve eines verfilschten
ten Tests, Nullhypothese und Gegen- Tests. Nullhypothese und Gegenhypo-
hy pulhcsc zusammengesetzt. Fir alle these zusammengesetzt. Es gibt pe H,
pe H, und alle p, € H\H, gilt: und p, € H\H,, sodaB «'(p) + f'(p) > 1

£ (p)+ Bp) 1.

17.7. Signifikanztests bei normalverteilten Zufallsgrofien

In der Praxis hat man es oft mit Zufallsgréfen zu tun, von denen man auf Grund
des zentralen Grenzwertsatzes mit gutem Grund annehmen kann, dal} sie an-
nihernd normalverteilt sind. Je nachdem, ob der Erwartungswert p oder die
Standardabweichung ¢ unbekannt sind, werden sich Hypothesen tiber diese
Parameter ergeben.

Wir wollen nur den einfachen Fall besprechen, daB eine Hypothese iiber den un-
bekannten Erwartungswert p einer angenihert normalv erteilten Zufallsgrofe zu
testen ist. wobei die Standardabweichung ¢ bekannt ist. Ein solcher Test heil3t

Gauftest.

Beispiel: Die Untersuchung von Drihten einer immten Legierung ergab fiir
die Zugfestigkeit den Mittelwert 41,62 N/mm* und die St: andardabweichung
0.60 N/mm?2 Wir diirfen annchmen, daB die Zufallsgrolie n,fuwh,au"]utr eines
Drahtes« Lmuuu:hul normalverteilt ist mit po = 41.62N/mm* und o, =
0,60 N/mm?2. Eine Versuchsserie an 80 Drihten mit einer etwas verdnderten
Legierung ergab eine mittlere Zugefstigkeit von 41,50 N mm? bei gleicher

Standardabweichung. Kann man auf dem 5% _Niveau die Hypothese »Die

mittlere Zugfestigkeit hat sich nicht verindert« ablehnen?

Ob man einseitig oder zweiseitig testen wird, hingt davon ab, welche Alternativen

man in Betracht ziehen will. Man kann sich auf den Standpunkt stellen, daB die
Zugfestigkeit sowohl groBer als auch kleiner geworden ist, und dann zweiseitig
testen. oder man nimmt auf Grund des .%w.]mmbmu"Lhnm@ an, dafBl die Zug-

festigkeit hochstens kleiner seworden sein kann, und dann einseitig testen.
Losung: Die neue Legierung besitze die mittlere Zugfestigkeit p, die unbekannt

ist. Die Zugfestigkeit eines Drahtes 1st dann angenihert normalverteilt mit

und ¢2. Im Zufallsexperiment wurde die Stichprobe (X | X3 ... | Xg0) bestimmt;
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dabei ist X; die ZufallsgroBe »Zugfestigkeit des Drahtes Nr. i«. Als TestgroBe
80

wihlen wir das arithmetische Mittel X = ). X;. Nach Satz 212.1 ist

)

i 1

.- { ; - | :

&X = p, und nach Satz 2122 ist o(X) = oys. Ohne Beweis verwenden
/80

wir den Satz: Auf Grund der gemachten Voraussetzungen iiber die X, gilt, daB
X ebenfalls angenihert normalverteilt ist, und zwar mit den Par: umum p und

]

7= O
|/ 80

a) Zweiseitiger Test. Zur Nullhypothese H,: »u = o« und der Gegenhypo-
these H: »u ¥ pg« ist nun dm‘_icnjgc moglichst groBe kritische Bereich K zu
bestimmen, so daB o' = P, (X eK) < wird, wobei o das vorgegebene Signi-
fikanzniveau ist. Dabel “.LhILIl wir aufl (mmd der Symmetrie der Normalvertei-
lung K so, daB K = ],:r.— ta; po + ta| ist. Somit erhalten wir mit den vor-

0,60 . gco

gegebenen Werten die Bedingung P( K=ol <1 (Siehe Figur

62.1.) ) “”J 3
Wir entnehmen der Tabelle »o-Be Zufallsgrofen«,dall
1 = 1,96 sein muB. Fiir 7 = 1,96 wird K am groBten und K am kleinsten. Wir
erhalten

K = (41,62 — 1,96 - , 41,62 + 1,96 -

> 0,60 | 0,60 [4140 73]
/80

Da der MeBwert 41,50 niciﬂ in den kritischen Bereich K fillt, kann man die
Nullhypothese H, auf dem 5%-Niveau nicht ablehnen. Man wird also bei weite-
ren Uberlegungen mit einer ‘mhu heit von 95% davon ausgehen, daf} sich die
/us.lcwlwkmi nicht verindert hat.

b) Einseitiger Test. Zur Nullhypothese H,: »u = po« gehdrt nun die Gegen-
hypothese H,: »u < py«. Der kritische Bereich K ist nun moglichst gro3 so zu

bestimmen, daB P, (X e K) = P(X < p, — tao) = P[ X 3 Ly ): D(—1)<a
7 |

9$%

;J_;_% X 5% { i X

|
|
35%, i
; T g .
K 1960 M= 41,62 Hot 1960 | | ¢ H.-166490 H, = 41,62

i\

Fig.362.1 Kritischer Bereich K = K, UK, Fig. 362.2 Kritischer Bereich K des ein-
des zweiseitigen Tests seitigen Tests
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17.7. Signifikanztests bei normalverteilten ZufallsgroBen 363

wird. (Siehe Figur 362.2.)Mit unseren Werten erhalten wir aus der Tabelle »Quan-

tile der Standardnormalverteilunge —f < —1,6449 oder = 1,6449. Fir
g & v e 3. = 0,60

t = 1,6449 wird K am gréBten, nidmlich —o0; 41,62 —1,6449- —— | =
|/80

‘-- 03 41,51 I Da jetzt der MeBwert 41,50 in K liegt, kann man die Nullhypothese

auf dem 5% -Signifikanzniveau ablehnen. Man wird also mit einer statistischen
Sicherheit von 95% behaupten konnen, daB die Zugfestigkeit kleiner geworden ist.
(Ubrigens hitte man wegen der Symmetrie der Normalverteilungen auch die
Tabelle der o-Bereiche beniitzen konnen, wenn man die obige Bedingung umge-
formt hitte zu P(| X — uo| <to) £ 20 = 10%.)

Die Ergebnisse von a) und b) scheinen sich zu widersprechen! Dem ist jedoch
nicht so. Es handelt sich nimlich um Antworten auf verschiedene Fragestellun-
gen. Bei der Hypothese H, wird nédmlich schon beriicksichtigt, daf} auf Grund
der physikalischen Versuchsergebnisse nur mit einer Verkleinerung der Zug-
festigkeit gerechnet werden kann, wihrend bei H, das physikalische Ergebnis
nicht beriicksichtigt wird, weil der Experimentator trotz der Verkleinerung des
Mittelwerts eine VergroBerung der Zugfestigkeit fiir moglich hilt.

Wir merken uns: Man kann bei einem Gaufitest bei angenihert normalverteilten
ZufallsgroBen kritische Bereiche K zu vorgegebenem Signifikanzniveau « bel
zweiseitigem Test der Tabelle »o-Bereiche bei normalverteilten ZufallsgroBens,
bei einseitigem Test der Tabelle »Quantile der Standardnormalverteilung« leicht
entnehmen. (Siehe Stochastik-Tabellen, Seite 44 und 45.)

Natiirlich kann man auch zu einem Gauftest iiber den Erwartungswert yp emer
Verteilung die Operationscharakteristik bestimmen. Wir erhalten fiir unser
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Fig. 363.1 Operationscharakteristik des 36. ; el =
Ereignisses X € |41,49; 41,75 beziiglich Ereignisses X € j41,51; o] beziiglic 1
H - : k ] ; H = %03 fig]- Die Fortsetzung auf
H = [R ist punktiert gezeichnet.
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Fig 363.2 Operationscharakteristik des
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364 17. Das Testen von Hypothesen

Beispiel im 3 v \
F )C P (k)= o35k o M0~ pel
T a)* . —s - = y &S
alla): OC: puw— P(XeK) 0,60 0,60 :

/80 . /80
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Die Figuren 363.1 und 363.2 zeigen die zugehorigen OC-Kurven.

Aufgaben
Zu17.1.

Joseph Bertrand (1822-1900) wendet sich in seinem Calcul des Probabilités (1889) gegen den
Begriff des homme moyen von Quetelet. Um zu zeigen, dall es keinen Menschen mit gleich-
zeitig durchschnittlicher Héhe, durchschnittlichem Gewicht usw. geben kann, betrachtet er
2 Kugeln aus gleichem Material vom Radius 1 bzw. Radius 3. Die Durchschnittskugel hat
dann den Radius 2. Welche durchschnittliche Oberfliche, welches durchschnittliche Gewicht
wiirde sie besitzen? Sind das ihre wirklichen Grofien?

fu17.2.

In Bild 335.1 1st von einer Stichprobe die Rede. Das Titelbild zu Kapitel 18 (Seite 375) zeigt
das Ergebnis einer Stichprobe aus dieser Stichprobe. Aus welcher ZufallsgréBe X wurde die
Stichprobe gezogen? Welche Linge hat sie? Was bedeuten die X, ? Sind sie unabhingig?

Zu 17.3.

- Erlautere die Begriffe »Fehler 1. Art«und »Fehler 2. Art«an folgender Zeitungsiiberschrift:
»Sheriff hilt Schnupftabak fiir Rauschgift«.
2. Von einer Urne mit 20 Kugeln ist bekannt, daB sie entweder genau 2 oder genau 6 rote
Kugeln enthilt. Durch einen Test soll entschieden werden, welcher Fall zutrifft.
a) Theodor zieht 10 Kugeln mit Zuriicklegen und entscheidet sich fiir »2 rote Kugelng,
falls er in der Stichprobe weniger als 2 rote Kugeln findet. Berechne die Fehlerwah
scheinlichkeiten und die Sicherheit seines Urteils.

b) Dorothea zieht 10 Kugeln ohne Zuriicklegen, entscheidet sich aber wie Theodor.
Berechne die Sicherheit

thres Urteils.
* Die Urne aus Aufgabe 2 soll mit Hilfe einer Stichprobe der Linge 20 mit Zuriicklegen
getestet werden.
a) Wie muf} der kritische Wert k gewihlt werden, damit die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 1. Art hochstens 5% betriigt?
b) Wie mulB} der kritische Wert gewihlt werden, damit die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 2. Art hochstens 19/ betrigt?
¢) Wie muf} der kritische Wert gewihlt werden, damit die Summe der beiden Fehler
wahrscheinlichkeiten minimal wird?
d) Veranschauliche die Aufeaben in einem 3 -f-Diagramm (1 = 10¢cm).
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