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364 17. Das Testen von Hypothesen
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Die Figuren 363.1 und 363.2 zeigen die zugehorigen OC-Kurven.

Aufgaben
Zu17.1.

Joseph Bertrand (1822-1900) wendet sich in seinem Calcul des Probabilités (1889) gegen den
Begriff des homme moyen von Quetelet. Um zu zeigen, dall es keinen Menschen mit gleich-
zeitig durchschnittlicher Héhe, durchschnittlichem Gewicht usw. geben kann, betrachtet er
2 Kugeln aus gleichem Material vom Radius 1 bzw. Radius 3. Die Durchschnittskugel hat
dann den Radius 2. Welche durchschnittliche Oberfliche, welches durchschnittliche Gewicht
wiirde sie besitzen? Sind das ihre wirklichen Grofien?

fu17.2.

In Bild 335.1 1st von einer Stichprobe die Rede. Das Titelbild zu Kapitel 18 (Seite 375) zeigt
das Ergebnis einer Stichprobe aus dieser Stichprobe. Aus welcher ZufallsgréBe X wurde die
Stichprobe gezogen? Welche Linge hat sie? Was bedeuten die X, ? Sind sie unabhingig?

Zu 17.3.

- Erlautere die Begriffe »Fehler 1. Art«und »Fehler 2. Art«an folgender Zeitungsiiberschrift:
»Sheriff hilt Schnupftabak fiir Rauschgift«.
2. Von einer Urne mit 20 Kugeln ist bekannt, daB sie entweder genau 2 oder genau 6 rote
Kugeln enthilt. Durch einen Test soll entschieden werden, welcher Fall zutrifft.
a) Theodor zieht 10 Kugeln mit Zuriicklegen und entscheidet sich fiir »2 rote Kugelng,
falls er in der Stichprobe weniger als 2 rote Kugeln findet. Berechne die Fehlerwah
scheinlichkeiten und die Sicherheit seines Urteils.

b) Dorothea zieht 10 Kugeln ohne Zuriicklegen, entscheidet sich aber wie Theodor.
Berechne die Sicherheit

thres Urteils.
* Die Urne aus Aufgabe 2 soll mit Hilfe einer Stichprobe der Linge 20 mit Zuriicklegen
getestet werden.
a) Wie muf} der kritische Wert k gewihlt werden, damit die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 1. Art hochstens 5% betriigt?
b) Wie mulB} der kritische Wert gewihlt werden, damit die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 2. Art hochstens 19/ betrigt?
¢) Wie muf} der kritische Wert gewihlt werden, damit die Summe der beiden Fehler
wahrscheinlichkeiten minimal wird?
d) Veranschauliche die Aufeaben in einem 3 -f-Diagramm (1 = 10¢cm).
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4 a) Bestimme mit Hilfe der Stochastik-Tabellen fir die Urne aus Aufgabe 2 eine moglichst
kleine Stichprobenlinge n und einen dazu passenden kritischen Wert k so, dab die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art hoéchstens 3% und die fiir einen Fehler
2. Art hochstens 109 wird.

8b) Der in a) gefundene Wert fiir n ist vermutlich zu grof3. Bestimme daher mit Hilfe der
Normalverteilung ein besseres n und ein dazugehériges k. Uberpriife, falls du Zu-
gang zu einem programmierbaren Rechner besitzt, ob die so gefundenen Werte fiir n
und k tatsichlich die gestellten Bedingungen erfiillen.

5. Die Wahrscheinlichkeit, daB die Urne aus Aufgabe 2 tatsiichlich genau 2 rote Kugeln ent-

hilt. sei 10%. Wer diese Urne richtig erkennt, erhilt eine Belohnung von 100 DM. Liegt
aber die andere Urne vor und erkennt man diese, so erhiilt man 10 DM. Bestimme [iir

eine Stichprobe der Linge 25 mit Zuriicklegen einen kritischen Wert, so dali der Erwar-
tungswert der Belohnung maximal wird.
6. a) Der Urne der Aufgabe 2 werde cine Stichprobe der Linge 10 mit Zuriicklegen entnom-

men. Zeichne ein «'-f'-Diagramm zu den Annahmebereichen
4(k)=nZ < ke« fiir ke{—1,0,1,...,10}: 1 = 10cm.

b) Zeichne in das Diagramm von a) die Geraden o = 107 und fi* = 207, ein und suche
diejenigen Tests, fiir die
1) o' < 10%, 2) B’ = 209, N <10% und B <209 gilt

¢) Bestimme aus dem Diagramm von a) denjenigen Test, fiir den die Summe der Fehler-

wahrscheinlichkeiten minimal wird.
nm von a) denjenigen Test, fiir den S + 38’ minimal wird.

d) Bestimme aus dem Diagrar

¢) Zeichne in das «'-§-Diagramm von a) denjenigen Punkt ein, der zum Annahme-
bereich A:= {1, 2, 3} gehort.

7. Beieiner Urne soll ermittelt werden, ob sie 6 rote und 4 griine Kugeln oder umgekehrt 4 rote

ichprobe der Lange 5 mit Zuriicklegen erlaubt.

und 6 griine Kugeln enthilt. Es ist eine S

a) Welches Entscheidungsverfahren erscheint als einziges verniinftig? Zu welchen Ir1-
tumswahrscheinlichkeiten fiihrt es?

b) 10 Personen haben den Test gemilB a) ausgefiihrt, und 6 haben falsch geurteilt. Kann
man diese Abweichung vom »Ideal« noch als zufillig bezeichnen?

8. Jemand wiihlt beim Problem der vorigen Aufgabe das folgende Entscheidungsverfahren:

¢ ¢ ersten 3 gezogenen

Entscheidung fiir »6 rote Kugeln in der Urne« genau dann, wenn die
Kugeln rot sind. Berechne die Irrtumsw ahrscheinlichkeiten.
9. Durch eine Stichprobe mit Zuriicklegen der Lange n soll bei einer Urne zwischen den
beiden Méglichkeiten der Aufgabe 7 entschieden werden. n sei ungerade, und beide
Irrtumswahrscheinlichkeiten sollen gleich grolb gemacht werden. Wie ist der Annahme-
bereich A zu wihlen? Berechne die Irrtumswahrscheinlichkeiten fiir # = ,3,.., soweit
dies mit der zur Verfiigung stehenden Tabelle mdoglich 1st.
10. Beim Test von Aufgabe 7 seien nur 4 Ziehungen erlaubt. Jemand ist in Verlegenheit we-
Wenn genau 2 rote Kugeln gezogen

gen des Annahmebereichs und hilft sich wie folgt: :
grilne Kugeln in der

werden, wirft er eine Laplace-Miinze und entscheidet sich fiir »4
Urne«, wenn Adler erscheint. Bei mehr oder weniger als 2 roten Kugeln in der .‘w’iicl;mjmlw
wird entsprechend wie in Aufgabe 7 entschieden. Berechne die Fehlerwahrscheinlichkerten.
‘hiilt man rote und weiBe Exemplare.

11. Bei der Ziichtung einer gewissen Blumensorie ei .
kmal und muB nach den Vererbungs-

Eine der heiden Farben ist ein ndominantes« Mer
gesetzen mit der Wahrscheinlichkeit auftreten. In einem Kr

sich 15 Nachkommen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit irrt man sich, wenn ma

euzungsversuch ergeben

n die dabei

hiufiger auftretende Farbe fir dominant hilt?
12. Aus einer Urne mit 7 Kugeln werden 3 Stiick ohne Zuriicklegen entnommen. Nach de
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Zahl Z schwarzer Kugeln in dieser Stichprobe wird entschieden, ob in der Urne 2 oder
4 schwarze Kugeln sind.
a) Ermittle die beiden Wahrscheinlichkeitsverteilungen und stelle sie graphisch dar.
eb) Suche unter allen denkbaren Annahmebereichen fiir die Hypothese »2 schwarze
Kugelng, d. h. unter allen Teilmengen von {0, 1, 2, 3}, denjenigen aus, bei dem die Summe
der Fehlerwahrscheinlichkeiten am kleinsten ist.

13. An eine Werkstatt werden Schachteln mit Schrauben geliefert. Ein Teil davon enthilt
Erste Qualitit, das sind Schrauben, von denen nur 10% die vorgeschricbenen MaB-
toleranzen nicht einhalten. Die restlichen Schachteln enthalten Zweite Qualitit, mit einem
AusschuBanteil von 407, Die Lieferfirma hat vergessen, die Schachteln nach ihrem Inhalt
zu kennzeichnen. Man entnimmt jeder Schachtel mit Zuriicklegen 5 Schrauben. Sind alle
Schrauben bis auf hochstens eine in Ordnung, so soll der Schachtelinhalt als Erste Quali-
tit behandelt werden, andernfalls als Zweite Qualitit. Bestimme die beiden Fehler-
wahrscheinlichkeiten.

14. Fiir das Entscheidungsverfahren in Aufgabe 13 macht ein Mitarbeiter der Werkstatt fol-
genden Vorschlag: Es werden nacheinander Schrauben aus der gewiihlten Schachtel
gepriift. Sind die ersten 3 Stiick in Ordnung, so entscheidet man »p = 0,1«, andernfalls
np = 0.4«

a) Wie grofi sind die Fehlerwahrscheinlichkeiten «’ und f’ dieses Tests?
eb) Zeichne das a'-f'-Diagramm fiir die Regeln »Entscheidung fiir p = 0,1, wenn die
ersten k Schrauben in Ordnung sind«, k = 1,2.....5.
ec) Trage in das Diagramm von b) auch die Regeln »Entscheidung fiir p = 0,4 genau dann,
wenn die ersten k Schrauben AusschuB sind« ein (k = 1. 2. 3).
In einer Schij.‘nlmnic gibt es sehr gute und mittelmiBige Gewehre (Treffwahrscheinlich-
keiten 0.9 bzw. 0,7). Weil bei einem davon die geheime Kennzeichnung unleserlich ge-
worden ist, m: u]ﬂ dm Besitzer mit ihm 20 Probeschiisse. Er weiB}, daB ihm der Fehler. ein
schlechtes Gewehr filschlich fiir ein gutes zu halten, mehr Schaden bringt als der um-
gekehrte Irrtum (Verdrgerung anspruchsvoller Kunden!). Er méchte daher die Wahr-
scheinlichkeit fiir diesen Fehler héchstens halb so groB machen wie die fiir den zweiten
Fehler. Welche Entscheidungsregel muf er aufstellen?

16. Bei einer Priifung werden » Fragen gestellt. Wir nehmen an. dapB ein Priifling alle Fragen
unabhiingig voneinander je mit der Wahrscheinlichkeit p richtig bearbeitet. Die gefor-
derte Mindestzahl richtiger Antworten soll nun so gewihlt werden, daB ein sehr gut vor-
bereiteter Prufling (p = 97%) mit einer W LL!'Il‘\I;hL_[I]l]E_‘]]]\LIl von mindestens 97,5% die
Priifung besteht, ein h{.['I]L_L.]H vorbereiteter (p = 75%) aber mit mindestens 90°%/ Sicher-
heit durchfillt. Zeige, daB diese Bcdingung{‘n bei n = 15 nicht, bei n =20 und n = 50
Jjedoch erfiillt werden kénnen, und gib jeweils die méglichen Grenzen zwischen »bestan-
den« und »nicht bestanden« an.

I7. Zu einem Ergebnisraum von 6 Elementen sind zwei W ahrscheinlichkeitsverteilungen
gegeben: w ! 2 3 4 5 8
P ({w}) - 0,1 0.2 0 03 0.3 0,1
P (1o}) 0.4 015 03 005 01 0

a) Stelle P, und P, analog zu Figur 342.1 graphisch dar. Jemand wihlt als Annahme-
bereich fiir P, das Ereignis {4; 5}. Mit welchen Wahrscheinlichkeiten sind seine Urteile
richtig?

b) Wahle einen Annahmebereich 4 fiir die Hypothese » P, liegt vor« so, daB das Vorliegen

von P, mit 807, Sicherheit und das Vorliegen von P, mit mdoglichst grofler Sicherheit
L:lk.mﬂl wird.
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ec) Ein Statistiker kﬂﬂrcll'uim'l den Annahmebereich 4 fiir P, nach folgendem Prinzip:
weAd = .I“ ' ni) = 1“,'::{'3:].
\Mlnlux 4 uml \wIL he Irrtumswahrscheinlichkeiten erhilt er?

ed) Begriinde, dall man nach dem Prinzip der Aufgabe ¢) den Test mit der kleinstmdglichen
Summe o + ' der Irrtumswahrscheinlichkeiten erhilt! Zeige, dafl der in Figur 342.1
dargestellte Test nicht das Mimimum von a' + f' erreicht

Ein Gliicksspieler besitzt einen Laplace-Wiirfel und einen Wiirfel, bei dem die Sechs mit

der Wahrscheinlichkeit 20%, erscheint. Bei einer Razzia testel die Polizei die duBerlich

ununterscheidbaren Wiirfel. Sie entscheidet sich nach 600 Wiirfen fiir die Hypothese
wLaplace-Wiirfely, falls hichstens 110 Sechser fallen.

a) Berechne die Fehlerwahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Normalverteilung,

b) Bestimme mit Hilfe der Normalverteilung einen moglichst klenen kritischen Wert k
s0, daB die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art hochstens 5% wird. Wie grol3 ist
dann die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art?

=c) Bestimme mit Hilfe der Normalverteilung eine moglichst kleine Wurfzahl » und einen
dazu passenden méglichst kleinen kritischen Wert k, so daB die beiden Fehlerwahr-
scheinlichkeiten jeweils unter 1% liegen.

Wie grof3 sind die Fehlerwahrscheinlichkeiten fiir einen Test zu Beispiel 1 (Seite 336) bei
der Stichprobenlinge n = 300 und dem kritischen Wert k = 82
a) mit der Tschebyschow-Ungleichung abgeschitzt,
b) mit der Normalverteilung niherungsweise berechnet?
Bei dem einen von zwei Spielautomaten ist die Gewinnwahrscheinlichkeit auf 0.49 ein-
gestellt, bei dem anderen versehentlich auf 0,51. Wie oft muB man spielen, bis man mit
mindestens 90°% Sicherheit den fiir den Spieler giinstigeren Automaten benennen kann?
Die Entscheidung wird danach getroffen, ob man mehr als die Hilfte der Spiele gewinnt
oder nicht. Man verwende die Normalverteilung als Néherung fiir die Binomialverteilung.
Eine Lieferung besteht aus 70 Schachteln mit Schrauben Erster Qualitit (107 Ausschuli)
und 30 Schachteln mit Schrauben Zweiter Qualitiit (40%, Ausschuf3). Durch eine Stich-
probe von 20 Stiick soll bei einer beliebig ausgewihlten Schachtel entschieden werden,
zu welcher Sorte sie gehort. Urteilt man richtig, so entsteht kein Verlust. Werden die
besseren Schrauben irrtiimlich dort verwendet, wo es auch die schlechteren getan hitten,
so verliert man pro Schachtel 10 DM wegen des hoheren Preises der guten Ware e. Werden
umgekehrt schlechtere Schrauben dort verwendet, wo man gute braucht, so entstehen
pro Schachtel 5 DM Kosten fiir die Nachbearbeitung von Werkstiicken.

Wie muB der Annahmebereich fiir die Hypothese »Es liegt Erste Qualitit vor« gewihlt

werden, um den mittleren Schaden pro Schachtel méglichst gering zu halten?

Berechne zu Aufgabe 21 die mittleren Kosten fiir die Stichprobenldngen | und 2 und alle

jeweils méglichen Annahmegrenzen «.

. Fine Lieferune enthilt 70 Schachteln mit 10% Ausschuf® und 30 Schachteln mit 407 Aus-

schuB. Eine gute Schachtel fiir schlecht zu halten kostet 10 DM, der entgegengesetzie

Fehler kostet 5 DM.

a) Der Abnehmer verzichtet ganz auf den Test, weil die Priifkosten zu hoch sind. Er wirft
statt dessen vor der Verwendung einer Schachtel eine Miinze und entscheidet fiir

. Wie grof3 ist der mittlere Verlust pro

nschlechte Schachtel«, wenn der Adler oben liegt ler : .
ist? Man optimiere dieses Entschet-

Schachtel. wenn bei der Miinze P(»Adler«) =7y
dungsverfahren durch geeignete Wahl von 7.

b) Von welchem Preis pro Priifung an ist das Verfahren a) auf jeden Fall sparsamer als
irgendein Priifverfahren?

Eine Warenlieferung von 100 Stiick enthilt den/ AusschuBanteil p. Nimmt man die Liefe-

3. 850
rung an, so bringt jedes unbrauchbare Stiick 0.5 DM Verlust. Lehnt man sie ab. so ent-
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stehen 20 DM Spesen fiir die Riicksendung und fir jedes brauchbare Stiick noch 0,3 DM
weltere Kosten.

a) Es werden alle Stiicke gepriift. p ist also bekannt. Fiir welche p-Werte wird man die

Lieferung annehmen bzw. ablehnen? Man zeichne den Verlust als Funktion von p fiir
Annahme bzw. Ablehnung (RW: 1 = 10ecm: HW: 5DM = lcm)
Welcher p-Wert ist [iir den Abnehmer am ungiinstigsten? Wie groll wiire in diesem
Fall der Verlust?

ob) Die Totalpriiffung dauert zu lange. Daher werden nur 15 Stiicke gepriift (Stichprobe
mit Zuriicklegen). Die Entscheidungsregel lautet: Annahme der Lieferung, wenn héch-
stens k Stiicke schlecht sind, sonst Ablehnung. Berechne den Erwartungswert &1
der ZufallsgréiBe Verlust V7 allgemein. Zeichne &V fur k = 5 und k& = 11 in Abhin-
gigkeit von p in das Bild von a) ein. Bestimme graphisch das Maximum von &V.
(Durch geeignete Wahl von k kann man dieses Maximum moglichst klein machen
sog. Minimax-VYerfahren.)

¢) Begriinde, warum die Kurve fiir &V stets zwischen den in a) gezeichneten Verlust-

kurven der unbedingten Annahme bzw. Ablehnung liegt.

25. Eine Lieferung von 100 Elektrogeriiten enthalte d defekte Stiicke. Uber die Annahme
entscheidet folgende Regel: Sobald im Laufe der Priifung zwei gute Stiicke aufgetreten
sind — Annahme; sobald zwei schlechte Stiicke aufgetreten sind — Ablehnung.

Ein Test dieser Art heifit Sequentialtest oder Folgetest™,

Wie viele Stiicke miissen hochstens gepriiflt werden? Berechne und zeichne die Ableh-
nungswahrscheinlichkeit und den Erwartungswert der Zufallsgréfie Stichprobenlinge N
in Abhidngigkeit von ¢ [iir eine Stichprobe mit Zuriicklegen.

26. Lose die vorhergehende Aufgabe fiir Stichproben ehne Zuricklegen.

27. Ein Elektrohiindler wendet bei allen Lieferungen, die er erhilt, den Test von Aufgabe 25
an. Die Lieferungen enthalten 10% oder 30%, Ausschuf}, je mit der Wahrscheinlichkeit
Bei Ablehnung einer guten Lieferung entstehen 200 DM, bei Annahme einer schlechten
Lieferung 100 DM Schaden

a) Wie hoch ist der mittlere Schaden infolge von Irrtiimern beim Testen?

b) Auch das Priifen der Geriite kommt teuer. Wie hoch darf der Preis fiir die Priifung
eines Gerits hichstens sein, damit sich das Testen iberhaupt lohnt und der Hindler
nicht besser daran ist, die Lieferungen ungepriift anzunehmen?

Zu 17.4.

28. Ein Wiirfel soll getestet werden, ob er die Sechs mit der Wahrscheinlichkeit & bringt.

Dazu wird er 30mal geworfen und die Anzahl der Sechser als Testgrofle gewihlt. Kriti-

scher Bereich sei die Menge K = [0: 2] U [8: 30].

a) Formuliere die zuliissige Hypothese, die Nullhypothese und die Entscheidungsregel

b) Berechne die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art.

¢} Berechne die Irrtumswahrschemlichkeiten 2. Art. wenn der Wiirfel die Sechs tatsich-
lich mit 15%, baw. 20°% Wahrscheinlichkeit bringt.

d) Fasse die 1200 Wiirfe von Tabelle 10.1 als 40 Tests auf und gib jedesmal das Urteil an.
(Tabelle 32.1 erleichtert die Arbeit!)

¢) Bestimme einen méglichst grollen kritischen Bereich zum Signifikanzniveau 10%;. Wie
lauten nun die Urteile tiber den Wiirfel von Tabelle 10,1, wenn man wie in d) vorgeht?

29. a) Es gibt Lego-Steinchen, die auf einer von 4 gleichberechtigten Seitenflichen einen

Buchstaben tragen. Sie bleiben immer auf einer dieser Seiten liegen. 50 Steinchen sind

AT e

ernsten statistischen Ve ren. allem in der industriellen Qualité
le Bedeutung. Die USA hiiteten sie wihrend des 2. Weltkriegs,

atte, als wichtiges militirisches Geheimnis

* Sequentialiests gehbren zu de
in der Medizin |
Wald (1902-1930) sie entwickelt |
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len; 15 haben den

en. Ist die Annahme der v,
Symmetrie gerechtfertigt? Entscheide aul dem 3
Signifikanzniveau 10°

Was ergibt sich, wenn 500 Steinchen auf eine A A
mi-,_-h-_- Fliche fallen und bei 150 der Buchstabe
oben liegt? (Rechne mit Hilfe der Normalvertei-
lung !J

wif eine solche Fliche ge

Buchstaben oben li

b

e

30. a) Entwirfl einen Test der Nullhypothese »Eine
Miinze ist symmetrischg, der 50 (100, 200) Miin-

zenwiirfe beniitzt und ein Signifikanzniveau von 10%, hat. Welche Wahrscheinlichkeit
hat jeweils ein Fehler 2.Art bei einer Miinze mit P(»Adler«) = 0.67 Zu welchen

afdt als sechzehn 50fach-

Entscheidungen fithren die 3 Tests bei Tabelle 11.1, aufg
Wiirfe bzw. acht 100fach-Wiirfe bzw. vier 200fach-Wiirfe?

Als Buffon (1707-1788) das Petersburger Problem experimentell untersuchte, erhielt
er bei 4040 Wiirfeln 2048mal Adler. (Vgl. Aufgabe 226/22.b.) Poisson (1781-1840)
priifte die Vermutung, daf Buffons Miinze »Adler« mit groBerer \\;sh['.‘iulklll]l;:'ﬂ]-‘.c.il
produziert hatte als »Zahl«, Auf welchem Signifikanzniveau konnte er die Hypothese
»Buffons Miinze war symmetrische ablehnen? Mit welcher Wahrscheinlichkeit hitte

=

er die Miinze fiir eine Laplace-Miinze gehalten, obwohl sie »Adler« mit p - 0,52
brachte?

31. Laplace (1749-1827) behandelte 1780 in seinem Meémoire sur les proba
die Wahrscheinlichkeiten fiir eine Knaben- bzw. eine Médchengeburt gleich grol sind
Als Material verwendete er
Hx'l'u% Geburtsregister von Paris fiir die Jahre 1745 1770, das 251527 Knaben- und

ités die Frage, ob

11945 Midchengeburten auswies,
2) das Geburtsregister von London fiir die Jahre 1664-1757, das 737629 Knaben- und
698958 Midchengeburten auswies.”
a) Es sei p:= P(»Knabengeburty). Zeige, dall man in beiden Fiillen die Hypothese
wp =4« prakti \.(_]‘ auf jedem Signifikanzniveau ablehne 1 kann.
b) La ._"_|_:.I|||];‘1;. statistische Beobachtungen legen fiir p den Wert 0,514 nahe Untersuche,
ob auf dem 10%-Niveau bzw. auf dem 5%-Niveau die Hypothese »p = 0,514 « mil

den obigen Daten abgelehnt werden kann. Fiihre sowohl einen einseitigen wie auch

l_Iﬂ i | /\"'.,]HLI I”L[] |k'\| U HI.'LII
32. Bei der Untersuchung der Frage. ob Knabengeburten hiiufiger sind als Méadchengebur-
ten. kann man nach John Arburhnot (1667-1735) folgenderma fen vorgehen. Man ver-
gleicht iiber einen lingeren Zeitraum hinweg die jihrliche Anzahl der Knabengeburter
mit der der Midchengeburten. Wire die Wah |~-_h*1m|L]1u~| fiir die Geburt eines Knaben
g 1-1’ wsogrofl wie die fur die tJLhLl + eines Miidchens, so miilite es auf lange Sicht gleich

.le Jahre mit mehr Knaben wie Jahre mit mehr Midchen geben. {Die Wahrscheinlich-

VIE

keit, daB in einem Jahr genau nmLh viel Knaben wie Méidchen auf die Welt kommen, 15
praktisch Null.) Wir withlen somit als Nullhypothese »P(»Pro Jahr werden mehr ‘\m
ben als Miidchen geboren«) =1 «. Bezeichnen wir diese We ahrscheinlichkeit mit p, so

lautet die Gegenhypothese »p > 4«. Gib einen Kritischen Bereich fiir einen Test dieser

nach Cresc

{745 damit, die Taufregister getrennt
lu n {ur ul auch Ne

JANND man erst
an Kn ||1 n in Paris
sur les P

bis 1809 al:

iben und i“Jl.u* ‘\.J LI-.1-..1 T
| g, dal die Be

(34 lll } Kn
rt [

Miidchen naben in I . N Ikl
schlieBlich fiir Paris \ia'l'*;ll'u \n.u von Knaben wie in den :
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Nullhypothese auf dem 1%, -Niveau an, wenn man tiber 50 Jahre hinweg die Geburten
verfolgt. Was besagt das fiir Arbuthnots Folgerung,

nthat it is Ar{, not Chance, that governs«,

aus seiner Feststellung, daB in den 82 Jahren von 1629 bis 1710 in London stets mehr
Knaben als Midchen zur Welt kamen ?*

. a) Theodor stellt nach 100 Wiirfen seiner 4 Astragali fest, daB 6mal »Aphrodite« erschie-
nen ist. Die Erfahrungswahrscheinlichkeit fiir einen Aphrodite-Wurf ist (,03. Kann er
auf dem Signifikanzniveau von 5% annehmen, dal} unter seinen Astragalen mindestens

g%

"~

ein priparierter ist
b) Theodor hat einen Astragalus im Verdacht, daB die Seite mit dem Wert 6 mit einer

Wahrscheinlichkeit fallt, die

1) von 7% verschieden ist, 2) groBer als 79 ist,  3) kleiner als 7% ist.

Konstruiere jeweils einen Signifikanztest, damit Theodor mit 500 Wiirfen eine Ent-

scheidung auf dem 1%,-Niveau herbeifithren kann. Rechne sowohl mit der Normal- als

auch mit der * Poisson-Verteilung.

34. Lady X. konnte auf dem 5%,-Niveau Keine Begabung attestiert werden (Seite 352). Dar-
aufhin wird der Test abgeéindert: Lady X. bekommt 2() Tassen vorgesetzt. Sie beurteilt 16
davon richtig. Auf welchem Signifikanzniveau kann ihr nun eine Begabung attestiert
werden?

. Bei emer Priiffung werden emem Schiiler 20 Aufgaben gestellt. Zu jeder Aufgabe werden
4 Losungen angeboten, von denen genau eine richtig ist.

a) Angenommen, man wendel folgenden Notenschliissel an:

L
n

Zahl der richtig
angekreuzten 0123456789 1011|12 13 1415 16 17|18 19 20
Antworten

i

Note 6 4 3 2 |

LA

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhilt dann ein Schiiler, der sich véllig aufs Raten
verlegt, die Note 1 (2, ..., 6)?

b) Von welcher Anzahl richtig gelster Aufgaben an konnen wir die Hypothese »Der
schiiler rit blindlings« verwerfen, wenn wir hochstens 5% Wahrscheinlichkeit dafiir
riskieren wollen, daB3 wir ihm irrtiimlich Wissen bescheinigen?

36. Um zu priifen, ob ein eben ausgeschliipftes Kiiken Formen unterscheiden kann, legt man
ithm »Kérner« aus Papier vor. Es sind zur Hilfte Dreiecke, zur Hilfte Kreise mit gleicher
Fliche wie die Dreiecke. Man ldft es 20mal picken. Ergebnis: 10111001111011011111
(Dreteck 0, Kreis 1). Das Ergebnis scheint fiir angeborenen Formensinn zu sprechen.
Welche Wahrscheinlichkeit hiitte dieses oder ein noch »besseres« Ergebnis unter der
Voraussetzung, dali das Kiiken keine Formen unterscheiden kann? — Gleiche Frage fiir
das Ergebnis 111011101.

37. Vorder Wahl zum 10. Deutschen Bundestag am 6. Miirz 1983 behauptete das »Institut fiir
Demoskopie Allensbach« auf Grund einer Umfrage unter 2000 Biirgern, daB die Unions-
parteien 47,0%, die Griinen 6,5%; der abgegebenen Stimmen erhalten werden.
lheodor ist der Meinung, daB} beide Schiitzungen nicht zutreffen; Dorothea hingegen
meint, dal} beide Prozentzahlen zu hoch seien. Sie starten daher eine neue Umfrage unter
2000 Biirgern. Welche kritischen Bereiche miissen sie fiir das 5% -Signifikanz-Niveau ver-
wenden? :

* In heutiger Sprechweise withlte Arbuthnot als kritischen Bereich K = [82] und berechnete o' = B}Z({82}) =2
zu 1 = 4836000000000 000 000000 000

** Von solchen mit Blei beschwerien Astragali berichtet Aristoreles (384-322) in Problemata, XV
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8. Zwei verschiedene Diingemittel X und Y sollen verglichen werden. 20 Versuchsfelder
werden je zur Halfte mit X und Y gediingt. Auf 13 Feldern bringt X einen grofBeren Ertrag
als Y, auf den tibrigen ist es umgekehrt. Da weitere Anhaltspunkte fehlen. ist eine plausible
Nullhypothese: »X und Y sind gleich wirksam«. Wir nehmen an, dall Abweichungen der
Ertriige in der einen oder anderen Richtung gleich wahrscheinlich sind. Entscheide auf
dem Signifikanzniveau von 15%, ob man die Nullhypothese »Beide Diingemittel sind
gleichwertig« ablehnen kann . Auf welchem Niveau konnte man gerade noch ablehnen?
Wie grol wiire die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art, wenn tatsdchlich die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der X-Ertrag grofer ist als der Y-Ertrag, 707, ware?

Der Hersteller behauptet, Diinger X sei besser als Diinger Y {vgl. Aufgabe 38). Entscheide

mit Hilfe eines einseitigen Tests, ob die Nullhypothese der Gleichwirksamkeit aufl dem

Signifikanzniveau von 15%, abgelehnt werden kann. Auf welchem Niveau kann sie nach

den Daten der Aufgabe 38 gerade noch abgelehnt werden?

40. Eine Firma behauptet, das von ihr hergestellte Haarwasser heile in mehr als 70%; aller
Fille Kahlkopfigkeit. Man stelle fiir die Stichprobenlinge 20 eine Entscheidungsvor-
schrift fiir das Testen dieser Hypothese auf, und zwar so, daB die Wahrscheinlichkeit fiir
den Fehler 1.Art, die Behauptung zu glauben, obwohl sie nicht stimmt, hochstens 57,
ist. Warum muB unbedingt ein einseitiger Test gewihlt werden?

Das neue Waschmittel Albil soll durch ¢ine groBe Werbeaktion eingefiihrt werden. Wenn

es der Werbeagentur gelingt, Albil bei mehr als 45%; der Bevolkerung bekannt zu machen,

erhiilt sie von den Albil-Werken eine besondere Priamie. Die Entscheidung soll auf Grund
ciner Befragung von 200 bzw. 2000 Personen getroffen werden. Wie muB die Entschei-
dungsregel lauten, wenn die Albil-Werke nur 0,59 Risiko dafiir eingehen wollen, daB die

Agentur zu unrecht die Priimie erhilt? Wie hoch ist dann das Risiko flir die Agentur,

die Pramie nicht zu erhalten, obwohl 60%, der Bevolkerung von Albil erfahren haben?

42. Der Kaufpreis fiir eine Sendung Apfel wird unter der Annahme vereinbart, daB 159, des
Obstes unbrauchbar sind. Sollte die Qualitit wider Erwarten besser sein, so Ist ein gewis-
ser Preisaufschlag zu zahlen; ist sie schlechter, so wird ein PreisnachlaB gewdhrt. Die
Entscheidung wird nach folgender Regel getroffen: Sind von 50 zufillig ausgewahlten
Apfeln mehr als 11 faul oder wurmbefallen, dann PreisnachlaB. Sind weniger als 5 Stiick
unbrauchbar, dann Preisaufschlag. In allen anderen Fillen gilt der vereinbarte Preis.

a) Wie groB ist das Risiko des Verkaufers, einen ungerechtfertigten PreisnachlaB hin-
nehmen zu miissen, im ungiinstigsten Fall?

b) Wie groB ist das Risiko des Kiufers, einen ungerechtfertigten Preisaufschlag hinneh-
men zu miissen, im ungiinstigsten Fall?

¢) Bei gleicher Stichprobenlinge sollen die beiden Risiken aus a) und b) unter 5% ge-
driickt werden. Welches Entscheidungsverfahren kann man wihlen?

d) Der wahre Gehalt der Sendung an unbrauchbarem Obst sei 25%. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit wird beim urspriinglichen Entscheidungsverfahren Preisnachlal bzw.
Preisaufschlag erzielt?

43. In der Zeitung steht: »Die Hiilfte unserer Erwerbspersonen verdient weniger als 1600 DM
monatlich.« Wir wihlen daraufhin 100 Personen mit Einkommen zufallsbestimmt aus
und finden. daf nur 42 davon ein Monatseinkommen unter 1600 DM haben. Auf welchem
Signifikanzniveau konnen wir die Zeitungsbehauptung ablehnen ? (Zweiseitiger Test)

44. Die Glithlampen einer bestimmten Marke haben zu 257 eine Brenndauer unter 1000
Stunden. Die Konkurrenz bringt einen neuen Typ auf den Markt, bei dem dieser Anteil
angeblich kleiner ist. Wie viele von 100 Lampen der neuen Sorte miissen mindestens
1000 Stunden brennen, wenn man der Behauptung bei nur 5%, Fehlerrisiko glauben soll?

45. Ein Priparat zur Steigerung der K onzentrationsfihigkeit wird an 15 Personen auspro-

biert. Sie Idsen an einem Tag Denkaufgaben ohne vorherige Stiarkung, an einem andern
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. Ein Hersteller liefert Glithbirnen mit einem AusschulBanteil von 10%

17. Das Testen von Hypothesen

l'ag verwandte Aufgaben nach Einnahme des Mittels. Bei 10 von ihnen zeigt sich eine
Leistungssteigerung, bei 5 ist es umgekehrt. Wie ist auf dem 30% -Niveau zu testen, wenn
a) eine Leistungsminderung durch das Priiparat ausgeschlossen ist,

b) eine solche Leistungsminderung in Betracht gezogen wird?

Welche Entscheidung wird in jedem der Fille getroffen?

Wir nennen beim Zahlenlotto eine Zahl »selten« bzw. »héufig«, wenn ihre Ziehungshiu-
figkeit (ohne Beriicksichtigung als Zusatzzahl) im jeweiligen kritischen Bereich zum
I7;-Signifikanz-Niveau liegt. Bestimme diese kritischen Bereiche fiir 1225 Ziehungen bei
»6 aus 49« und entnimm dann der Tabelle von Seite 38 die seltenen und hiufigen Zahlen.
Uberlege vorher, ob einseitig oder zweiseitig getestet werden soll.

Lady X. behauptet, Teebeuteltee von richtig frei gebrithtem Tee unterscheiden zu kén-
nen. Bestimme bei folgenden Tests jeweils das niedrigste Signifikanzniveau, bei dem man
Lady X. noch eine solche Begabung attestieren konnte.

Fiir alle Aufgaben gelte, dal Lady X. die Bedingungen, unter denen sie getestet wird,
kennt.

a) Es werden je eine Tasse vorgesetzt. Sie benennt beide richtig.

b) Zwei zufillig gefiillte Tassen werden beide richtig benannt.

¢) 5 Paare mit je zwei Tassen verschieden gebriihten Tees werden alle richtig benannt.

d) 10 zufillig gefiillte Tassen werden alle richtig benannt.

€) 5 Teebeuteltassen und 5 andere werden in zufilliger Reihenfolge alle richtig benannt.

f) 5 Teebeuteltassen und 5 andere werden von Lady X. in zwei Gruppen auseinander-
sortiert, ohne daB sie aber sagen kann, welche Gruppe die Teebeuteltassen sind.

a) Man beweise folgende Formeln iiber die Binomialverteilung:
1 F" (k) m—1\
§ (et T 1P =)
dp | i L
2) Fiir >k gilt:
d i 1 1 i ‘n 1\
N Blm:p:i)=np*(1 —pyp-1-1, i (1= i yt
dp._ o1, / £ : [ k } : l' { .)f

b) Man beweise die auf Seite 355 aufgestellten Behauptungen iiber die 4 verschiedenen
Typen von OC-Kurven.

). Zeichne die OC-Kurve zum Test von a) Aufgabe 368/28, b) Aufgabe 370/33, ¢) Auf.

gabe 371/41. Gib den Term der zugehorigen Polynomfunktion an und bestimme ihre
Maximumstelle.

Eine Urne enthilt 10 Kugeln; mindestens drei davon sind schwarz. Die Nullhypothese sei
»Genau drei der Kugeln sind schwarz«. Man zieht sechs Kugeln mit Zuriicklegen und
verwendet als TestgroBe die Anzahl Z der schwarzen Kugeln in der Stichprobe. Die Ent-
scheidung falle gemif

5 - (Z=k= Ablehnung von H,
L

ko I o
| £ < k = Keine Ablehnung von .

Bestimme die Irrtumswahrscheinlichkeiten «'(8,). Zeichne die OC-Kurven fiir alle mdg-
lichen Entscheidungsregeln 6,. Gib auch jeweils den Term der zugehorigen Polynom-
funktion an.,

Der Emplinger
testet die Lieferung, indem er 100 herausgreift und prift. Er akzeptiert die Lieferung, falls
14 oder weniger defekt sind. Zeichne die OC-Kurve des Ercignisses »Annahme der Liefe-
rung« in Abhiingigkeit von der tatséichlichen AusschuBiquote. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art, falls die AusschuBiquote wirklich 109 ist? Wie
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Aufgaben

grofd ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art, falls die Ausschuliquote
wegen eines Maschinenschadens auf 15%] gestiegen ist? Wie ist es bei 2577

Die Nullhypothese, eine Binomialverteilung habe den Parameter p = 0,5, soll auf dem
Signifikanzniveau 5% zweiseitig getestet werden. Der Annahmebereich K sei méglichst
schmal. Bestimme K, zeichne die OC-Kurven von K fiir n = 15, 20, 50, 100 und gib den
zugehorigen OC-Term an. d

Die CSP wiinscht ithren Kandidaten Meier auf jeden Fall bei der ndchsten Wahl durch-
zubringen. Sie beschlieBt, den Wahlkampf auf die augenblickliche Stimmung des Publi-
der Wihler zur Zeit fir M
normaler Wahlkampf. Sind es weniger als 60%, so mul} die schr harte und kostspielige

kums einzustellen. Sind mindestens 607 eier, so geniigl ein

Variante des Wahlkampfes gefithrt werden.

a) Eine Umfrage bei 20 zufillig ausgesuchten Wihlern soll die Entscheidung bringen.
Gib ein Entscheidungsverfahren an, mit dem auf dem 10%;-Niveau entschieden werden
kann, ob ein normaler Wahlkampf gentigt. Zeichne die OC-Kurve.

b) Wie lautet die Entscheidungsregel, falls 2000 Personen befragt werden? (Normal-
verteilung!) Zeichne die zugehorige OC-Kurve. (Die interessanten Werte liegen im

[0.55; 0,65].)

Intervall

. Z sei nach B(5:p) verteilt. Es soll die Nullhypothese »p < 0.4« gegen die Alternative

»p > 0,4« getestet werden. Gibt es emnen Annahmebereich K = »Z < k«, bei dem die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art stets < 1%/ ist? Beniitze Figur 357.1.

X sei nach B(10;p) verteilt. Zeichne jeweils die OC-Kurve fiir das angegebene Ereignis,
gib den Funktionsterm und die Monotoniebereiche an.
a) [0:6] b) [4: 10] ¢) [0;4]u[7:10] &) [5:6] e[0;10] 0O
' Die Qualitiitskontrolle klinisch-chemischer Analysen dient zur Uberwachung der ver-
wendeten Methode. Man analysiert dabei Proben, bei denen die Konzentration des zu
bestimmenden Stoffes bekannt ist. Man sagt, »die Methode ist auBer Kontrolleg,
wenn eines der folgenden Kriterien zutrifit.

1) 7 aufeinanderfolgende MeBwerte liegen auf derselben Seite des Mittelwerts p.

2) 7 aufeinanderfolgende Werte zeigen eine ansteigende oder eine abfallende Tendenz.
Man kann diese beiden Kriterien als 2 verschiedene Tests betrachten. Formuliere je-
weils die zulissige Hypothese und die Nullhypothese. Gib den kritischen Bereich an
und berechne die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1.Art Zeichne jeweils die
OC-Kurve. — Hinweis zu 2): Wiihle als TestgroBe die Maximalzahl der monoton lie-
genden Werte.

Bestimme unabhiingig vom Testproblem die Wahrscheinlichkeitsverteilung der im
Hinweis angesprochenen ZufallsgroBe in Abhéngigkeit von p = P(»Mefwert 1st gro-
Ber als der vorhergehende«); dabei wird angenommen, daf3 die Wahrscheinlichkeit fiir
einen mit dem mi'htrgu.:hc[Mun MeBwert iibereinstimmenden MeBwert Null ist. Be-

=
—

stimme ihren Erwartungswert und ihre Varianz und deren Werte fiir p = 7.
sBomber« Huber, der FuBballstar, schieBt in einem Spiel Z Tore. Die ZufallsgroBe Z sei
Poisson-verteilt mit dem Erwartungswert g, Der FC. X. will Huber anw erben, wenn er
auf lange Sicht pro Spiel im Mittel mehr als 1,5 Tore schieBt. Das niichste Spiel soll die
ndestens 3 Tore, dann wird man ihm eine pas-

Entscheidung bringen. SchieBt Huber mi :
ahrscheinlichkeit, daB der FC. X, Huber

sende Geldsumme anbieten. Wie grof ist die W
irrtiimlich einkauft? Zeichne die OC-Kurve.

17. 6.
Zeige: Der Test der Nullhypothese »p 1« tiber den Parameter p einer Bernoulli-Kette
der Liinge 10 ist verfilscht, wenn man als kritischen Bereich K :=[0:3]w [8; 10] wiihlt.

Zeichne auch die OC-Kurve und bestimme ihren Hochpunkt.
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59. a) Eine Urne enthilt 10 Kugeln, darunter woméglich rote. Man testet die Nullhypothese
»Die Urne enthilt genau 3 rote Kugeln«, indem man 6 Kugeln mit Zuriicklegen ent-
nimmt und die Anzahl Z der roten Kugeln in der Stichprobe bestimmt.

Gib einen kritischen Bereich zum Signifikanzniveau 25% an und zeichne die OC-
Kurve des Tests. Ist er verfalscht?
ob) Lose a) durch Ziehen ohne Zuriicklegen.
¢) Lose a) fiir die Nullhypothese »Die Urne enthiilt mindestens 3 rote Kugeln«.
od) Losea) fiir die Nullhypothese »Die Urne enthilt mindestens 3 rote Kugeln« durch
Zichen ohne Zuriicklegen.

60. a) Z sei nach B(12;p) verteilt. Zeige, daB der Annahmebereich »1 < Z < 3« zur Null-
hypothese »p =+ « beziiglich der zuliissigen Hypothese [ 0; 1] einen verfilschten Test
liefert. Fiir welche Nullhypothese ist der Test unverfilscht ?

b) Z sei nach B(20; p) verteilt. Zur Nullhypothese »p =%« werde der Annahmebereich
»l <Z < T« festgesetzt. Zeige, daB dieser Test beziiglich H = [0; 1] verfilscht ist.
Zeichne die OC-Kurve des Annahmebereichs.

61. Untersuche, welche der Tests von Aufgabe 52 verfilscht sind.

62. Bei einem Blutalkoholgehalt von mehr als 0,8 Promille ist Autofahren strafbar. Das Ge-
setz zieht rigoros diese Grenze. In einer Klinik kann der Blutalkohol praktisch zweifels-
frei gemessen werden; der Schnelltest auf der StraBe ist nicht so zuverlissig. Das Test-
ergebnis — es lautet »Alkoholgehalt groBer bzw. kleiner als 0.8%,0% — kann in zweifacher
Weise falsch sein. Erlautere die beiden Fehlermoglichkeiten und ihre Folgen! Welche
Wahl der Fehlerwahrscheinlichkeiten entspricht unserem Rechtsgrundsatz »in dubio
pro reo«? Welche Konsequenzen ergiiben sich, wenn der Test verfilscht wire? Welche
besondere Problematik ergibt sich daraus, daB der Blutalkoholgehalt eines Fahrers auch
beliebig genau bei 0.8%,, liegen kann?

Zu 17.7.

63. Eine Abfiillanlage soll Zuckerpakete zu je 1000g abfiillen. Die Zufallsgrofe X gebe den
wirklichen Inhalt in g an. Aus Erfahrung weiB man, daBl VarX = 25 gilt. Eine Messung
von 50 Paketen soll dariiber entscheiden, ob die Anlage neu eingestellt werden muB. Man
wiihit als Testgrofle das arithmetische Mittel X der 50 Messungen und nimmt an, daB es
normalverteilt ist. Bestimme fiir das Signifikanzniveau 5% den kritischen Bereich
a) fir einen einseitigen Test, wo man sich nur fiir zuviel Zucker im Paket interessiert,
b) fiir einen zweiseitigen Test.

64. Eine Lehrmittelfirma liefert Widerstinde und behauptet, ihr Nennwert 50 Q sei bei einer
Varianz von 25 Q% gesichert. Bestimme zu einem Signifikanzniveau von 5% den kritischen
Bereich fiir einen zweiseitigen Test, wenn 10 Widerstinde gemessen werden und als
Testgrofle das arithmetische Mittel der gemessenen Widerstiinde genommen wird. Wie
wird man sich entscheiden, wenn die Messung der 10 Widerstinde folgende Werte in ()
ergab: 490 469 500 468 53,1 50,6 502 477 490 485,

65. Bei Werkzeugmaschinen kennt man oft die Streuung fiir die MaBe der Produkte aus Er-
fahrung, wihrend der Mittelwert von der jeweiligen Einstellung der Maschine abhiingt.
Eine Maschine produziert Bolzen der Linge L mm. Die ZufallsgroBe L sei normalver-
teilt mit der Standardabweichung ¢ = 0.5. Wenn der Erwartungswert & L = u auBerhalb
des Intervalls [97; 103] liegt, muB die Maschine neu eingestellt werden. Ein solcher Fall
soll mit mindestens 98%/ Sicherheit erkannt werden. Es wird 1 beliebig herausgegriffener
Bolzen genau gemessen. In welchem Intervall muf seine Linge liegen, wenn die Maschine
weiterlaufen darf? Wie grof3 ist die Mindestwahrscheinlichkeit dafiir, daB die Maschine
auf Grund des Tests unnétigerweise neu eingestellt wird? Zeichne die OC-Kurve.
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