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380 18. Parameterschiitzung

1. Die Schitzgrofle H, hat als Stichprobenfunktion die Gestalt

He= B0 Xt K i 3 X
1 ¢

Sie ist also ein spezielles arithmetisches Mittel, nimlich das der simtlich nach
B(1; p) verteilten ZufallsgroBen X;, die den Erwartungswert &X, = p und
Varianz Var X; = pq besitzen, wie in 14.5. gezeigt wurde. Damit erhalten wir
nach Satz 212.1

il = p.

Da wir p schiitzen, ist also H, erwartungstreu beziiglich p.

2. Zum Nachweis der Konsistenz von H, schitzen wir den zu untersuchenden

Grenzwert mit Hilfe der Bienaymé-Tschebyschow-Ungleichung ab. Fiir die in
: : ’ ; i AMEem : e
dieser Ungleichung auftretende Var H, gilt nach Satz 212.2: Var H, f”’f. Da-

mit erhalten wii

4 : ST )¢ :
0< lim P(|H,—p|=¢ = lim / ’r =)

Was Zu Zelgen war,

Ohne Beweis teilen wir mit, daB H, auch effizient ist.

18.5. Das Stichprobenmittel

Eine ZufallsgroBe X besitze den Erwartungswert u. Zu seiner Schétzung zieht

man aus X eine Stichprobe (X, | X,|... | X,) und bildet als Stichprobenfunktion
* . " 3 Cr - - » 1 “' . . - —
das arithmetische Mittel X, = X (X, X,,..., X,) = Y X,, das in diesem Zu-
n /=

sammenhang auch »Stichprobenmittel« heifit. Da die X, die gleiche Verteilung

wie X haben, lassen sich wieder die Sitze 212.1 und 212.2 anwenden. und wir
erhalten & X, = ¢ und

Var X, o WAT A
—— = lim — =)

0= lim P(|X,—ul=¢ < lim
el ' ox ne’

L i & n

Ohne Beweis teilen wir mit, daB das Stichptobenmittel auch effizient ist, und
halten fest

Satz 380.1: Ist (X,|X,|...|X,) eine Stichprobe aus der Zufallsgrofe X,
: s . : | it
dann ist das Stichprobenmittel X := Y X, eine erwartungstreue, kon-
Moy =

sistente und effiziente SchiitzgréBe fiir den Erwartungswert u der Vertei-
lung von X.

Satz 380.1 beinhaltet auch die Erkenntnisse aus18.4.: denn die relative Hiufig-
keit H, ist ein spezielles Stichprobenmittel und schiitzt den Erwartungswert p
der nach B(1; p) verteilten ZufallsgroBe X.
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Auf Grund der bei den Beweisen verwendeten Sitze 212.1 und 212.2 gilt die Erwartungstreue
von X, auch fiir Stichproben, bei denen die X, nicht unabhingig sind, und die Konsistenz

von X, fiir Stichproben, bei denen die X; nur paarweise unabhingig sind.

18.6. Die Stichprobenvarianz

Wir wollen nun eine SchitzgroBe fur die Varianz g? einer Zufallsgrofe X aus-
findig machen. Wenn moglich, soll sie erwartungstreu sein. Dazu ziehen wir aus
X eine Stichprobe (X,|X,|...|X,). Die X; sind Kopien von X: also st
X, =&X = yund ¢ = VarX = VarX; = &[(X; — p)°].

Da wir in 18.5. unbekannte Erwartungswerte durch das Stichprobenmittel ge-
schiitzt haben. ist es naheliegend, als Schitzfunktion fur a2 das Stichproben-

. : I 08 ) s : 5 pres
mittel ¥ := Y (X, — p)* der Zufallsgroflen (X; — p)~ zu verwenden. Wie in
e 28 g /

Aufgabe 384/4 gezeigt werden soll, st V eine erwartungstreue Schitzgrofie fir
o2, Dariiber hinaus ist sie konsistent und effizient.

In den meisten Fillen ist aber auch p nicht bekannt. Wir schitzen dann u ge-
mif 18.5. durch das Stichprobenmittel X, das wir an Stelle von p in den Aus-
druck fiir ¥ einfithren. Wir erhalten somit als Schétzfunktion fir g die Stich-
probenfunktion

-

g [(X,— XP+...+&X,—X)]= ' f; (X, —X,)*.
n.i=q

reibweise 1Bt man iblicherweise beim Stichproben-

Zur Vereinfachung der Sc
mittel X, den Index n weg und schreibt

"

I
n

n
§2=—% (X;—X)~.
i=1
Um zu priifen, ob S* eine erwartungstreue Schiitzgrofe ist, formen wir die Summe
um. Wir gehen dabei genauso vor wie bei der | Jerleitung des Verschiebungssatzes
0T
200, 1:

| ]

52 — Y [(X,—w— X W] -
I )
| 3 [(X; — 1)* + (X — p)* - WX — (X, — )] =
n o=
A S o e SR =2 = Y & |-
H | i=1 - I '_l g I
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