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18.6. Die Stichprobenvarianz 381

Auf Grund der bei den Beweisen verwendeten Sitze 212.1 und 212.2 gilt die Erwartungstreue
von X, auch fiir Stichproben, bei denen die X, nicht unabhingig sind, und die Konsistenz

von X, fiir Stichproben, bei denen die X; nur paarweise unabhingig sind.

18.6. Die Stichprobenvarianz

Wir wollen nun eine SchitzgroBe fur die Varianz g? einer Zufallsgrofe X aus-
findig machen. Wenn moglich, soll sie erwartungstreu sein. Dazu ziehen wir aus
X eine Stichprobe (X,|X,|...|X,). Die X; sind Kopien von X: also st
X, =&X = yund ¢ = VarX = VarX; = &[(X; — p)°].

Da wir in 18.5. unbekannte Erwartungswerte durch das Stichprobenmittel ge-
schiitzt haben. ist es naheliegend, als Schitzfunktion fur a2 das Stichproben-
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mittel ¥ := Y (X, — p)* der Zufallsgroflen (X; — p)~ zu verwenden. Wie in
e 28 g /

Aufgabe 384/4 gezeigt werden soll, st V eine erwartungstreue Schitzgrofie fir
o2, Dariiber hinaus ist sie konsistent und effizient.

In den meisten Fillen ist aber auch p nicht bekannt. Wir schitzen dann u ge-
mif 18.5. durch das Stichprobenmittel X, das wir an Stelle von p in den Aus-
druck fiir ¥ einfithren. Wir erhalten somit als Schétzfunktion fir g die Stich-
probenfunktion

-

g [(X,— XP+...+&X,—X)]= ' f; (X, —X,)*.
n.i=q

reibweise 1Bt man iblicherweise beim Stichproben-

Zur Vereinfachung der Sc
mittel X, den Index n weg und schreibt
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Um zu priifen, ob S* eine erwartungstreue Schiitzgrofe ist, formen wir die Summe
um. Wir gehen dabei genauso vor wie bei der | Jerleitung des Verschiebungssatzes
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Wir priifen S? auf Erwartungstreue:

&(5%) = ﬁr’ LN (X; — p)? r_.‘t’--,u]ﬁ‘ -
P =,
N (c’ }_ (X; — p)° ‘ (X — p)?l=
l i=1
o l : % f!' \ = ;'J'I rll \ 5 ;I-, -
i n .zl_l o |l ) & |- U f

— l z \'!é“- ‘\'.: e "’CJ [-t 1': 7 .“}:.] =
=

=2 2 ot —E[(X —w?] =

F

=0’ — &[(X - w?].

Da u = & X, ist der Subtrahend nichts anderes als Var X, wofiir nach Satz 212.2

gilt Var X = | VarX = [ ¢*. Damit wird
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&15°) =g* s =
n
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n
- : n—1 . =5, . S = T .
Wegen des Faktors ist $° keine erwartungstreue SchiitzgréBe fiir o Man
n

wiirde ¢” stets zu klein schiitzen, und dies um so mehr, je kleiner die Linge n der
Stichprobe ist. Der Mangel 1t sich aber fiir n > 1 leicht beheben: Wir multi-
A ~ - n . “ T = ’
plizieren S* mit i und erhalten eine erwartungstreue SchitzgroBe fiir o2,
n—
die sogenannte Stichprobenvarianz S2.
Wir halten fest

Satz 382.1 [st (X,|X,]|...|X,) eine Stichprobe aus der ZufallsgréBe X mit

= s ToE : 7
X = = Y. X., dann ist fiir n = 2 die Stichprobenvarianz
i
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eine erwartungstreue SchiitzgroBe fiir die Varianz ¢ der Verteilung von X.

Fur grofle n ist der Unterschied zwischen S? und $? natiirlich unerheblich. So-
wohl die Stichprobenvarianz S? wie auch 52 sind konsistent (vel. Aufgabe 385/14),
aber nicht effizient, was wir ohne Beweis mitteilen.

Es liegt nun die Vermutung nahe, man kénne die Stichprobenstreuung S := |/S”




§? = (X, = XP +(X, - X)? = $(X, - X))
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18.6. Die Stichprobenvananz

als erwartungstreue SchitzgroBe fiir die Standardabweichung o beniitzen. Dies
ist leider falsch, wie wir an einem Beispiel zeigen:

Es sei X :=»Zahl der Adler beim Wurf einer evtl. unsymmetrischen Miinze«.
X ist nach B(l1: p) verteilt. (X, | X,) sei eine Stichprobe der Lange 2 aus X. Mit
X = 1(X, + X,) erhilt man

.l )

S nimmt offensichtlich nur die Werte 0 und 1 an. Damit errechnet man
ES =4 )2[PX;=1IAX,; =0+ P(X, =0 X, =1)] =

= p(l —p)|/ 2.
Dagegen 1st g(X) = |/ p(1 — p).
Die Verschiedenheit von &S und ¢ 4Bt sich nicht so wie die von #5? und ¢’
durch einen fir alle p giiltigen Faktor beseitigen.
Die Berechnung des Wertes von S*. Bei mehrfacher Messung einer (z. B. physi-
kalischen) GroBe unter gleichen Bedingungen ist es tiblich, aus der MeBreihe die
Werte ¥ und s von X bzw. S zu bestimmen und das Mefresultat in der Form

o

5 7u schreiben.

So findet man z.B. fiir das Wirkungsquantum / die Angabe

s— = (1,05443 + 0,00004) - 10~ % Js.
= L
s ist meist sehr miihsam zu berechnen, wenn man die in Satz 382.1 enthaltene
Definition von S2 direkt beniitzt, da ¥ im allgemeinen keine glatte Zahl ist. Man
hat viele unbequeme Subtraktionen auszufiihren. Die folgende Umformung er-
leichtert die Arbeit. Sie entspricht genau der oben vorgefiihrten Umformung
von S*
(n—1)- s V(o —%)* <

n g
aAt+2 Y (x;—a)la—X)+nla—X).
i 1 i=1

Der zweite Term ist gleich

n A
2a—3. (x; —a) = 2(a — X)(nX —na) = —2nla— X)".
"_.]
Also erhilt man schlieBlich mit ¥ = = f'__ X
1 1
I il y i £ _j'\
¢ = N =% = l (x. —a)* —n(x—a)
n—1 = 8 =4 N
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Diese Formel gilt fiir eine beliebige Zahl ¢. Man X;—da {x;—a)?
“ [ I
wihlt @ als glatte Zahl in der Nihe von ¥ und 12 2 599
kann damit die rechte Seite verhiltnismiBig )1 {4 196
einfach ausrechnen. Ein Beispiel zeigt Ta- 28 7 49
belle 384.1. 30 4 25
~0'4 14
I'ab.384.1 Punktbewertungen x; von 10 Personen bei i g
einem Gedachtnistest. Die Hilfszahl a 35 wird be- ) o :
: : . 19 ' 6
reits zur Berechnuneg von % mit Vorteil verwendet 1 l
L e 1
(Vel. Aufgabe 215/20) 2 o o
S e 49 14 196
RS o 56 +2 441
s = 1(1473 — 10 0,5%);
s =12R. Sumim 3 1473

Aufgaben

Zu 18.3.-18.6.

1. Bestimme bei folgenden Stichproben aus einer Zufallsgrélie Schiitzwerte fiir den Erwar-
tungswert und die Varianz:
) 85360 b) 0.3:0,7; —0.4;08; —0.2
¢) 300: 700: —400: 800: —200 d) o1 111

2. Bestimme Schiitzwerte fiir Erwartungswert und Varianz der ZufallsgréBe »Bremsweg bei
einer Geschwindigkeit von 50 km/h«, wenn sich folgende MeBwerte in m ergaben:
155 140 141 1498 134 150 144 144 158 159.

3. Welchen Erwartungswert und welche Varianz erhilt man bei n Messungen fiir das Stich-

probenmittel X, wenn fiir die ZufallsgroBe X gilt:

a) §X = 2.71; VarX I.5: n 10, b) & X 5 Var X i —h 100 .
¢) & X i Var X L= n 1000 . d)s5X =0: Var X l: n 1000 .
4. Zeige, daB V: Y (X;— u)* eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir o3 ist.
| el
i 1

3. a) Eine ZufallsgroBe X ist binomial nach B(1:0,25) verteilt. Bestimme Erwartungswert,
Varianz und Standardabweichung von X. Berechne fiir eine Stichprobe der Lange 3
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen und die Erwartungswerte des Stichproben-
mittels X 5. der Stichprobenvarianz S? und der H:i<.'|1[\E'U|\<.'}1.~'lJ'L";lLL|1;_' 5.

b) Lase a) fiir eine Stichprobe der Linge 2, wenn X nach B(2:0,25) verteilt ist.

6. Eine ZufallsgroBe X besitze die Verteilung P(X = x))=:p fiirj = 1.... 5. (X | X;]...|X,)

sei eine Stichprobe der Lénge n. ferner sei N, := Anzahl der X,, welche den Wert x; an-

i S J o :
nehmen. A4; bedeute das Ereignis »|— N, — p.| = a«.
- n : =

a) Formuliere fiir P(A4,) die Tschebyschow-Un

b) Formuliere mit den A4; das Ereignis A := »Die Stichprobenverteilung weicht nirgends
um a oder mehr von der Wahrscheinlichkeitsverteilung ab«.

ec) Finde fiir P(A4) eine Abschiitzung, die zeigt, dal} das Ereignis 4 fiir geniigend grofie n

eine beliebig nahe an 1 gelegene Wahrscheinlichkeit hat. Die Stichprobenverteilung kon-
vergiert »in Wahrscheinlichkeit« gegen die Wahrscheinlichkeitsverteilung
7. Eine Zufallsgréfe sei nach B(100;0.4) verteill. Wie lang mub eine Stichprobe mindestens
sein, damit die Varianz des Stichprobenmittels kleiner als 0,01 ist?
8. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Knabengeburt ist 0,514. Die Zufallsgrofie X nehme den
Wert 1 an, wenn ein Knabe geboren wird, sonst habe sie den Wert 0.
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