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ADELBERT VON CHAMISSO
Vom Pythagordischen Lehrsatz

Die Wahrheit, sie besteht in Ewigkeit,
Wenn erst die blode Welt ihr Licht erkannt;
Der Lehrsatz nach Pythagoras benannt

Gilt heute, wie er galt in seiner Zeit.

Ein Opfer hat Pythagoras geweiht

Den Gottern, die den Lichtstrahl ihm gesandt;
Es taten kund, geschlachtet und verbrannt,
Einhundert Ochsen seine Dankbarkeit.

Die Ochsen seit dem Tage, wenn sie wittern,
DaB eine neue Wahrheit sich enthiille,
Erheben ein unmenschliches Gebriille:

Pythagoras erfiillt sie mit Entsetzen;
Und machtlos sich dem Licht zu widersetzen
VerschlieBen sie die Augen und erzittern.

Bildnachweis:
Alinari, Florenz (Florenz, Dom) 100; Archiv fiir Kunst und Geschichte, Berlin 134 (Athen, Akropolis), 137 (signiert
und datiert: Jac. Bar. 1945, Neapel, Gall. Naz. di capodimonte); Bavaria Verlag, Gauting 73; Bayerische Staatsge-
mildesammlungen, Miinchen 169 (Nicolaus Neufchatel, Johann Neudorfer d. A. mit seinem Sohn) Birkhiuser Ver-
lag, Basel/Stutigart 103; Deutsches Museum, Miinchen 25, 150: Sadea/Sansoni Editori, Florenz 98, 132 (Pisa,
Dom); Stiddeutscher Verlag Bilderdienst, Miinchen 5. 31. 54.
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1. Kapitel
Die Strahlensatze




1.1 Die V-Figur

Wie hoch ist ein Baum? Mit einem alten, einfachen Verfahren hat ein Forster das schnell
heraus. Er braucht nur die Sonne, einen Stab und einen SchuB Geometrie. Ein Baum der
Lange L wirft einen Schatten der Linge D. In den Schatten stellt man einen Stab der
Linge 1 so, daB beide Schattenspitzen zusammenfallen; der Schatten des Stabs hat die
Lange d. Der Forster berechnet die Baumlidnge nach der Formel

or
al—

D Al 4 U

Quotienten von Streckenlingen wie L/D und 1/d (bzw. L: D und 1:d) nennt man kurz Strek-
kenverhdltnisse. Man sagt: Die Strecken L und D verhalten sich wie L zu D. Die Forsterfor-
mel behauptet die Gleichheit zweier Streckenverhiltnisse. Eine solche Gleichung heiBt Ver-
hiltnisgleichung oder Proportion. Proportionen sind Bruchgleichungen, sie lassen sich
deshalb umformen nach den {iblichen Regeln der Algebra (zum Beispiel kreuzweise multi-
plizieren).

Hat der Forster beispielsweise gemessen: D =96 m und d =3,2 m bei seinem 2 m langen
Stab, dann weil er nach kurzer Uberlegung, daBl der Baum 6 m hoch ist.

Fiir senkrechte Baiume konnen wir diese Formel mit einem Trick leicht beweisen. Wir be-
rechnen den Fldcheninhalt des groBen Dreiecks MUT auf zwei Arten:

einmal direkt: Fliche (MUT) = iDL

und einmal als Summe der Flicheninhalte des kleinen Dreiecks AUS und des Trapezes
MAST

Fliche (AUS) =id-1
Fliche (MAST) = #(1+ L) (D — d) = (D — Id + LD — Ld)
Fliche (MUT) = Fliiche (AUS) + Fliche (MAST)
IDL=4d1+{(ID—1d + LD — Ld) ||-2
DL=dl+I1D-1d+LD-Ld
0=ID-Ld

1 L
Le=DHE ot D a
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Der Forster verwendet die Formel aber auch bei schiefen Bdumen! Allerdings ist jetzt der
Beweis mit dem Flichentrick nicht moglich, weil die Hohen in den Dreiecken und im Tra-
pez unbekannt sind. Dafiir hilft der Pflastertrick weiter. Die geometrische Figur, die hinter
dem Problem steckt, besteht aus einem Winkel, der von zwei Parallelen geschnitten wird.

Wir nennen sie kurz und biindig »V-Figur«.

V -FIGUR

In der V-Figur sollen das kleine Dreieck und das Trapez mit moglichst groBen kongruenten
Dreiecken ausgelegt werden. Die Seite x des Pflasterdreiecks mufl sowohl in r als auch in u
genau reinpassen. Damit sich das Pflasterdreieck auch noch in alle Ecken der V-Figur ein-
fiigt, miissen seine Winkel genauso groB sein wie die Winkel des groBen Dreiecks. Ist
schlieBlich die V-Figur Reihe fiir Reihe ausgepflastert, so konnen wir bequem die Forster-
formel und noch viele weitere Proportionen ablesen.

Die Seiten des Pflasterdreiecks passen in die Seiten des groBen Dreiecks k-mal hinein:
a=kx, b = ky, c=kz,

in die Seiten des kleinen Dreiecks passen sie m-mal hinein:
u = mx, v = my, W =mz,

und in die Schenkel des Trapezes passen sie genau n-mal:
I = nx, 5 =ny.

Im Bild ist k=5, m=3 und n=2.
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Und jetzt hagelt es Proportionen:

¢ kr 7 i a _ kx k
a kx x Lol o 8 (Forster- L S L R A )
W mz z a u formel) b kv k u v
u % mx X J v my m
i ok k ) 8 = B N Tl
W mz m el b ¥ o Hixday X S by
| el e = Usw.
lagan ik W ou b o b
1t ipmsel Tiggl © ] L e X O

Alle diese Proportionen heiBen Strahlensitze oder auch Vierstreckensiitze. Der Name Strah-
lensatz rithrt daher, dal man die Schenkel eines Winkels als Strahlen ansehen kann, die
vom Scheitel ausgehen. Vierstreckensatz sagt man, weil in jeder Proportion vier Strecken
vorkommen. Um Ordnung in diese Vielfalt zu bringen, sortieren wir die Proportionen da-
nach, ob parallele Querstrecken vorkommen oder nicht.




Kommen keine parallelen Querstrecken vor, so spricht man vom 1. Strahlensatz.

1. Strahlensatz

i a _u
=— pderauch —=—
u v b 1
cllw =
r s r u
—=—gderauch —=
u \ g v

in Worten: Schneiden zwei Parallelen die Schenkel eines Winkels, so verhalten sich die
Strecken auf dem einen Schenkel wie die entsprechenden Strecken auf dem an-
dern Schenkel. (Entsprechende Strecken werden von denselben Parallelen auf
den Schenkeln abgeschnitten.)

Kommen parallele Querstrecken vor, so spricht man vom 2. Strahlensatz.

2. Strahlensatz

C | 3 W

— =— oder auch —

W u a u
C ” W=

i b C W

— =— goderauch —=—

W vV b v

in Worten: Schneiden zwei Parallelen die Schenkel eines Winkels, so verhalten sich die par-
allelen Strecken wie die zugehorigen Abschnitte auf den Schenkeln. (Ein zugeho-
riger Abschnitt reicht vom Scheitel bis zum Schnitipunkt von Schenkel und
Querstrecke.)

Die Strahlensiitze lassen sich auf zwei Arten verallgemeinern:
Es kommen mehr als zwei Parallelen vor — es kommen mehr als zwei Strahlen vor.

Verallgemeinerung des 1. Strahlensatzes auf mehr als zwei Parallelen:
_!' S I P

=i oderauch —=—
P q 3 q

in Worten: Schneiden Parallelen die Schenkel eines Winkels, so verhalten sich die Strecken
auf dem einen Schenkel wie die entsprechenden Strecken auf dem andern Schen-

kel.
7Zum Beweis zeichnen wir eine Hilfsgerade, die parallel ist zu einem Schenkel und den an-

dern Schenkel in A schneidet. Dabei entsteht eine neue V-Figur mit Scheitel A, aus ihr le-
sen wir die behauptete Proportion unmittelbar ab.
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Verallgemeinerung des 2. Strahlensatzes auf mehr als zwei Strahlen:

C c w
— =2 oderauch ==X
w o q P !

in Worten: Werden Strahlen mit gemeinsamem Anfangspunkt von zwei Parallelen geschnit-
ten, so verhalten sich die parallelen Strecken der einen V-Figur wie die parallelen
Strecken der andern V-Figur.

Zum Beweis betrachten wir die beiden V-Figuren:

: C b
links = —
W v c p
5 also = —
rechts 22
q Vv

Wir wenden die Strahlensitze an und beweisen wichtige Sitze.

Satz iiber die Mittelparallele eines Dreiecks:

Zeichnet man durch die Mitte einer Dreieckseite die Parallele zu einer anderen Drei-
eckseite, dann halbiert diese Parallele die dritte Dreieckseite.

C

Mittelparallele

b2 _ 1

Beweis: Nach dem 1. Strahlensatz gilt E ) 1

also ist r =s und deshalb X = M,.

Die Gerade MM, heif3t Mittelparallele des Dreiecks, weil sie zwei Seitenmitten im Dreieck
verbindet und zu einer Dreieckseite parallel ist. Jede Strecke, die zwei Seitenmitten im
Dreieck verbindet, heiBt Mittellinie des Dreiecks. Die V-Figur zeigt:

Jede Mittellinie ist halb so lang wie die zu ihr parallele Dreieckseite.
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Mit dem Satz iiber die Mittelparallelen und der Verallgemeinerung des 1. Strahlensatzes be-
weisen wir den

Schwerpunktsatz:

Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt: er heiBt
Schwerpunkt des Dreiecks.

Die Abschnitte, in die der Schwerpunkt eine Seitenhalbierende teilt, verhalten sich
wie 2:1. Das lingere Stiick ist immer an einer Ecke.

C

Beweis: Die Seitenhalbierenden s, und s, schneiden sich in S. Wir zeichnen zwel Hilfsgera-
den parallel zu s.: Die eine geht durch M,, ist Mittelparallele im Dreieck BCM, und
halbiert wegen des Mittelparallelensatzes die Strecke [BM.]; die andre Hilfsgerade
geht durch M, und halbiert als Mittelparallele im Dreieck AM.C die Strecke [AM.].
Die Seite ¢ ist jetzt in vier gleich lange Abschnitte geteilt, drei davon gehdren zur

V-Figur PAM,; auf sie wenden wir die Verallgemeinerung des 1. Strahlensatzes an:
.C
Mg, g v M,
i ¥
u
(5 et G i
B A M. P B

u c/4 1 i v c/4 1
— — — u e e ek
v c/4 1 W c/4 1

also ist u =v =w und deshalb AS:SM, = 2:1.

Das Verhiltnis 2:1 gilt auch fiir s, und s, weil wir beim Beweis nur die Eigenschaft der Sei-
tenhalbierung von s, verwendet haben. AuBerdem treffen sich alle Seitenhalbierenden in
einem einzigen Punkt, dem Schwerpunkt S. Sowohl s, als auch s, teilen ndmlich die Seiten-
halbierende s, so, daB sich die Teilstrecken wie 2:1 verhalten.

MaBverwandtschaften

Der Pflastertrick klappt nur, wenn wir eine Strecke x finden, die sowohl in r als auch in u ge-
nau reinpaBt. Gibt es eine solche Strecke x, dann heiBen u und r maBverwandt oder kom-
mensurabel: das Streckenverhaltnis u/r ist dann ein Verhéltnis ganzer Zahlen, also eine ra-
tionale Zahl.
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Im Kapitel 6 werden wir sehen, daBl es aber auch Strecken gibt, die kein gemeinsames MaB
haben, das heiBt, es gibt keine auch noch so kleine Strecke x, die in r und u ganzzahlig ent-
halten ist. Solche Strecken heilen maBfremd oder inkommensurabel; das Streckenverhiltnis
ist dann keine rationale Zahl. Das einfachste Beispiel dafur sind die Seite eines Quadrats
und die Quadratdiagonale. Auch fiir maBfremde Strecken gelten die Strahlensitze. Ein Be-
weis (den wir hier nicht zeigen) beruht darauf, daB man zu jedem Paar maBfremder Strecken
ein Paar maBverwandter Strecken so finden kann, daB sich die entsprechenden Strecken be-
liebig wenig unterscheiden. Ein anderer Beweis versteckt das Problem der MaBfremdheit in
Flichenberechnungen (Aufgabe 51).

PyTHAGORAS (=570 bis =497), griechischer Philosoph, griindete um 532 in Siiditalien eine
Philosophenschule. Die Pythagorder waren seine Schiiler oder Anhiénger seiner Geheim-
lehre. Nach ihrer Anschauung beruhte die Welt der Formen und Tone auf ganzen Zahlen
und die Harmonie darin auf Verhéltnissen ganzer Zahlen.

Wahrscheinlich hat Hippasos voN METAPONT (=450), selber Pythagorier, entdeckt, daB es
auch Verhiéltnisse gibt, die keine rationalen Zahlen sind. Diese Erkenntnis erschiitterte die
pythagordische Lehre in ihren Grundfesten und trug wesentlich zur Auflésung jenes Ge-
heimbunds bei. Uber das weitere Schicksal von Hippasos berichten zwei Legenden: Nach
der einen Legende soll er aus dem Bund ausgestoBen und symbolisch bestattet worden sein.
indem man ihm einen Grabstein setzte; nach der andern Legende soll er von den Géttern
gestraft worden und auf einem untergehenden Schiff ertrunken sein.

Aufgaben

: i o e : e b 5§
1. a) In einem Rechteck gilt fiir die Breite b und die Linge 1: T

Ist damit das Rechteck eindeutig bestimmt?

b) Bestimme in einem gleichschenkligen Dreieck mit der Basis a und dem Schen-
kel 1,5a das Verhiltnis von Basis und Schenkel. Wie verhalten sich die zugehori-
gen Héhen?

¢) Bestimme fiir ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse a das
Verhiltnis von Hypotenuse und zugehoriger Hohe.
2, Zwei Dreiecke stimmen in einer Seite iiberein.
: 3 sGaiud] ¢ TR 2 1! 3 ; 2oipkaslid
Wie verhalten sich die Flicheninhalte, wenn fiir die zugehdrigen Héhen gilt: =T = ?‘?
3. Zwei Dreiecke mit demselben Fliacheninhalt stimmen in einer Héhe i{iberein.
Wie verhalten sich die zugehorigen Seiten?
4. Beweise: Zwei Hohen eines Dreiecks verhalten sich umgekehrt wie die zugehorigen
Seiten.




10.

12.

Von zwei Rechtecken ist liber Breite und Linge bekannt: %= ? T

a) Berechne 1, wenn b =4 ist.
b) Berechne b’, wenn I' =9 ist.

¢) Wie verhalten sich die Fldcheninhalte der beiden Rechtecke, wenn b= 5 und
b'=25 ist?

STRECKENSALAT
Streckenlangen
a|bleld]le|f]|aglh

a) 3 2 =l
b)l 3|5 ? |4 ?
c) 5|4 3|10 ?
d) ? 5|4
e) ?|?| 4|6 4510
f) 51213 2|
glhz|? 6
h} 7 2 ? 10

Zeichne einen Winkel mit Scheitel O und den Schenkeln s und s'. Zwei Parallelen
schneiden den Schenkel s in A und B, s’ in A" und B’; AA’ liegt ndher beim Scheitel
als BB'. Zeichne jeweils eine passende Figur und berechne:

a) A'B’, falls OA = 3, OB=5und OA'=2

b) W, falls OB = 7, AB =3 und AA' =2

. Zeichne ein Dreieck ABC mit ¢=12, a=8 und b= 10. Teile a in vier gleich lange

Strecken und ziehe durch die Teilpunkte die Parallelen zur Seite c.
Wie lang sind die einzelnen Parallelstrecken im Dreieck und die Teilstrecken auf b?
(Konstruktion und Rechnung)

Ein Punkt O hat von den Parallelen g und h die Abstdnde 2 und 5. Eine Gerade k geht
durch O und schneidet das Parallelenpaar so, daB die Strecke (auf k) zwischen den
Parallelen die Linge 4 hat. Wie weit sind die Schnittpunkte von O entfernt?

Zeichne das Dreieck ABC mit A(1]1), B(10|1) und C(1|7).

Die Parallele zu a durch D(4 | 1) schneidet b in E. 8
Die Parallele zu ¢ durch E schneidet a in F. -1 i 00 11
Bestimme die Streckenverhiltnisse CF: FB und CF: CB. 0
. Zeichne die Punkte A(8,5|1) und B(3,5|9) und entscheide durch 13
Rechnung, ob §(7,5]2,5), T(6|5), U(2|11,5) und V(1|13) 0 09
auf AB liegen. 0
Zeichne das Dreieck ABC mit A(1|1), B(13|1) und C(5|9). 9
Die Parallele zu b durch D(4 | 1) schneidet a in E. n ' 3013
Die Parallele zu AE durch C schneidet AB in F. Berechne AF. 0
13

e
]

s m S L A sy e e




*13. Roswitha (Augenhdhe 1,7 m) bestimmt die Hohe h eines Kirchturms.
Von ihrem Balkon aus peilt sie iiber einen Telefonmast die Turmspitze an.
In einer Zeichnung trigt sie die gemessenen Abstinde und Entfernungen ein.
Zu welchem Ergebnis kommt sie?

— 69m

14. In einem Trapez ABCD mit a|jc ist a=12, b=3, ¢ =8 und d = 5. Berechne die Sei-
tenlingen des Dreiecks ABT, das entsteht, wenn du die Trapezschenkel bis zum
Schnittpunkt T verldngerst.

15. Beweise: 2 = i
b (&

16, MESSKEIL

1
Sl i Abstand |d="

(die Zeichnung ist nicht maBstiblich)

17. KEILAUSSCHNITT
r e 7

 [Dicked=2 ™

-] 1 ? '!'l

(die Zeichnung ist nicht maBstiblich)
18. FLUSSBREITE

1
+ Breite b=?
| - r T yadBm 7]
) E
/ I .
f e b -
! o a
| / e
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/
/
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19. WEITHERWASSER

©20. Zeichne das Parallelogramm ABCD mit den Seitenmitten U, V und W. Beweise:
a) AU und WC teilen die Diagonale [BD] in drei gleich lange Strecken.
b) AV und CW schneiden sich auf BD.

D v c
W U
A B
21. EF =7 Pt 6
GF=? : =i
]
v
2 ¢
5 =
A B

22. Gegeben ist ein Winkel mit Scheitel O, A und B sind zwei beliebige Punkte auf dem-
selben Schenkel. Zwei Parallelen durch A und B schneiden den andern Schenkel in Q
und R. Die Parallele zu QB durch R schneidet OA in C.

Zeige: ¢ =b + b¥a.

B
o
o
£
B
=
Ed
FE
B
I

e

| i
fil
E

|

"g.'
E:
s
i:i:::
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23. Zeichne das Viereck OMAR und den Schnittpunkt S seiner Diagonalen.
Die Parallele zu AM durch S schneidet AR in P.
Die Parallele zu OM durch S schneidet OR in Q.
a) Zeige: xw = yv
b)* Welche besondere Lage hat PQ?

24. Zeichne das Viereck ABCD. Fille von irgendeinem Punkt E der Diagonale [AC] die

Lote auf zwei Gegenseiten. o

y X

o et |
d b

Beweise:

*25. Beweise: s ist das arithmetische Mittel von DE und DF.,

F:

$26. Zeichne das Viereck ABCD und seine Diagonalen. EF und GH sind parallel zu BD.

Beweise: AC, EH und FG treffen sich in einem Punkt, falls EH und FG nicht parallel
sind.

A

* Umkehrung des Strahlensatzes nétig!

16




e27. a) Wie iindert sich S, wenn sich die (parallelen) Radien drehen?
b) Wie groB ist der Winkel VBW?

0% w<1B0° .

$28. a) Zeige: AI=1V, Eﬁ;=ﬁ.

b) Berechne: BJ:LM,, BJ:CJ, a:CJ, b:CK, c:JK und VA: VI.
c)* Zeige: JK| AB.
d) Zeige: Die Dreiecke AVC, AM.V, BCV und BM,V haben denselben Flachenin-
halt.
Wie verhalten sich die Flicheninhalte der Dreiecke VIC und ABC?

*29, SEHNENDREITEILUNG

Zeichne einen Kreis und eine Sekante; die beiden schneiden sich in A und B. [UX] ist

eine besondere Sehne: sie wird von MA und MB in drei gleich lange Abschnitte ge-

teilt.

a) Zeige: UX| AB.

MU und MX schneiden AB in P und Q.

b) Vergleiche die Langen T’K, AB und E@ und beantworte die Frage: Wie konstruiert
man die Sehne. die von zwei gegebenen Radien in drei gleich lange Abschnitte ge-
teilt wird?

M
E ol etar
‘-'_,"/ |I
;/‘ 1
.J‘)
vl |
A W
|
|
af g
B-
: :._‘q

* Umkehrung des Strahlensatzes nitig!
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¢ 30.

=31.

32,

33.

18

Zeige: UV =3VW

A
=]

Zeichne ein Dreieck mit seinem Schwerpunkt S. Ziehe durch S eine Parallele p zu
einer Seite; p schneidet die andern Seiten in X und Y.

a) Welches Verhiiltnis bilden XY und die Linge der zu XY parallelen Seite?
b) [XY] zerlegt das Dreieck in ein Trapez und in ein Dreieck. Berechne die Flichenin-
halte der beiden Teilfiguren. wenn das Ausgangsdreieck den Flidcheninhalt A hat.

Zeige: Ein Dreieck ABC und sein Seitenmitten-Dreieck MM, M_ haben denselben
Schwerpunkt.

In einem Garten stehen zwei Pfihle mit den Hohen 3 m und 2 m. Jede Pfahlspitze ist
mit dem Fufl des andern Pfahls mit einer gespannten Schnur verbunden.

a) In welcher Hohe h treffen sich die Schniire?

b) Wie hiingt die H6he h vom Abstand der Pfihle ab? ;

¢) Berechne h'. !”

. Im Trapez ABCD schneiden sich die verlangerten Schenkel AD und BC in T. Die Dia-

gonalen schneiden sich in S,
Zeige: Die Gerade ST halbiert die Basen.

. a) Zeige: E=W
b) Zeige: [PQ] und [EF] haben denselben Mittelpunkt M.

¢) Zeige: Die Gerade MS halbiert a und c und geht durch den Schnittpunkt T von BC
und AD.




; : . : ; i
36. Das arithmetische Mittel der Zahlen a und b ist die Zahl m, =

y i . 2ab .
Das harmonische Mittel der Zahlen a und b ist die Zahl m;, = i—jh , falls a = —b.

a) Zeige: Der Kehrwert des harmonischen Mittels von a und b ist das arithmetische
Mittel der Kehrwerte von a und b, falls ab * 0.
g | 12 | 1 |3 [6
bl 64|30
¢) Zeichne ein Trapez ABCD mit AB| CD. Die Diagonalen schneiden sich in S.
Die Parallele zur Basis durch S schneidet AD in X und BC in Y.
Zeige: S_halbiert [XY].
XY ist das harmonische Mittel von a und c.

b) Berechne beide Mittel fiir

d) Deute auch das arithmetische Mittel als Linge einer Strecke im Trapez. Was ist
groBer: m, oder my?
$37. GEOMETRISCHES MITTEL
Im Dreieck DEF ist T ein beliebiger Punkt auf der Seite [DF]. M ist Mitte von [ET].

Zeige: g*> = ab. g heilt geometrisches Mittel von a und b.
(Tip: Die Parallele zu ET durch D schneidet FM in Z. Strahlensdtze zu den Schei-
teln D, F und Y!)

238. Zeichne ein TANGENTENTRAPEZ. Ziehe durch die Beriihrpunkte (auf den Basen)
Geraden, die zu den Diagonalen parallel sind. Zwei solcher Geraden schneiden sich in
T
Zeige: T liegt auf einem Schenkel.
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39. Zeige: CT=x= ¢

PE =1
CA=CB:s

el =2 X

T e b)

Y A2
T i —r ) i i
7 7
/ /
<~ —t |
e
iy
. 4
\\l.
5
B |
41. a) a X )
; 2 b
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43,

46.

47.

48.

49,

Konstruiere das Dreieck ABC aus:

a) A(0|0), B(1|—6),S(2|-2) 005
b) B(9|4), S(5|6), M.(7]8) 00 10
c) M,(3]2,5), My(0]3), S(2|2) 006

d) B(8]2),C(6]|9),S(5|7),5,.=17,5 008

. Konstruiere ein Dreieck ABC aus s, =5, s, =8 und s, = 6.

Konstruiere und berechne »die vierte Proportionale« x in der Proportion
a) 75:25=6:x b) 68:52=151:x (siche Aufgabe 41).

Konstruiere und berechne »die dritte Proportionale« x in der Proportion
a) 8:6=6:x b) 4:32=32:'x

Konstruiere und berechne die Seite x eines Rechtecks, dessen andere Seite y die
Linge 4 hat und das denselben Flicheninhalt hat wie ein Rechteck mit den Seitenldn-
gen 2,5 und 6,2.

Konstruiere und berechne die Seite x eines Rechtecks, dessen andere Seite y die
Linge 4,5 hat und das denselben Flicheninhalt hat wie ein Quadrat mit der Seiten-
ldnge 6.

FACHWERK
T
Th =7
B=7
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50. Im Trapez ABCD gilt a=54, b=36, c=18 und d = 28. BC und AD schneiden sich
in T.
a) Berechne CT und DT,
b) Die Parallele zu AD durch C schneidet AB in E und BD in F.
Berechne CF: FE.
51. Fldchenbeweis des 1. Strahlensatzes
a) Zeige: Die Flichen der Dreiecke ABV und CBV verhalten sich wie a:b.
Die Fliachen der Dreiecke UVB und WVB verhalten sich wie u:v.
b) Zeige: Die Dreiecke ABV und UBYV sind flichengleich, ebenso die Dreiecke CBV
und WBY.
¢) Folgere aus a) und b) die Proportion a:b=u:v.

1.2 Die X-Figur

Die Strahlensitze gelten auch bei der »X-Figur« — darunter verstehen wir eine Geraden-
kreuzung, die von zwei Parallelen so geschnitten wird, dall der Kreuzpunkt dazwischen liegt.
Auch diese X-Figur pflastern wir wieder mit kongruenten Dreiecken aus. Wie bei der V-Fi-
gur lesen wir die Strahlensdtze direkt ab.

X-FIGUR
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Kommen in den Proportionen die parallelen Querstrecken nicht vor, so spricht man wieder
vom 1. Strahlensatz.

1. Strahlensatz

J L oder auch
u A"

h

'\_l

u
=—: h=v+b
\_[

clw =

o |oa o | e

u

- oder auch - 8= -1
{ . |
Kommen in den Proportionen die parallelen Querstrecken vor, so spricht man wieder vom
2. Strahlensatz.

2. Strahlensatz

e a C W
]' — =— oderauch —=—
W u a u
cllw =
C b C W
—=— opderauch —=—
| W v b v

Ein einfaches Verfahren zur Schétzung von Entfernungen be- i 1
ruht auf dem »Daumensprung«. Die Strahlensitze an der X- L M, >Sp
Figur erklidren, wie es funktioniert. ' === ==
Schaut man abwechselnd mit dem linken und rechten Auge :

iiber seinen ausgestreckten Daumen auf einen festen Punkt M

eines Gegenstands, so deckt sich der Daumen wechselweise ;

mit zwei verschiedenen Punkten L und R des Gegenstands: x

der Daumen springt scheinbar zwischen L und R hin und her. |

Hiilt man den Daumen gerade so weit vor die Nase, dal} er

eine Strecke von bekannter Linge LR iiberspringt, so ist die

Entfernung x des Gegenstands im Nu bestimmt.

Beispiel: 0
|I'_ N
.’ﬂ

. \
Schifflinge ( = Daumensprung): LR =240 m :1\ \
Abstand Daumen—Stirn: d =550 mm 4
Augenabstand: 2a= 66 mm

x _ 550mm
120m  33mm ’

Proportion an der X-Figur:

-

,_.
=]
i
o
=]
I~
1]
w
=
&
®
i I Sndh
S ;
E.
o
@
0o
o
=
@
w
}
2]
b1
(1]

50 " Eo o J)
X 120m=2000m 3,.1_.._...-W =

{’bern Daumen gepeilt ist das Schiff 2 km weit weg. s | &

Daumensprung
PPl it S—
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Aufgaben

1. a) —— : b) e — 2

Z; Streckenlangen
a|b|e|d|e|F|ceflbre]esfsd
a)is|7s| 2 (72154
b) 35| 2 ? |48
c)l4s e 125
d)jes] 2|26 |2|[2]| 7| 10
se)ale|5|2 7] 18

9 Ly re?
v u=7
¥ = i 027
g " ws="?
7 R :E X=7
) s . y=7
xe? u . 727
2 va=?
Zu?
¥_ | 10 ; &
Wl 56
4‘ SA=2Lm
5T =6m U
gi«"l’.m 1
A T 5

b KANAL

Breite b=?
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5. Der Reduktionszirkel von Jobst BUrer (1552 bis 1632) dient dazu, Strecken alle im
selben MaBstab zu verkleinern (reduzieren) oder zu vergréBern. Zwei gleich lange
Stangen der Linge | sind in einem Punkt Z drehbar so miteinander verbunden, daB
7A — ZB = a ist. An einer Figur greift man mit den Spitzen A und B eine Strecke der
Linge s ab.

Bestimme x in Abhingigkeit von 1, a und s.

AV =BW =1

6. Schreibe Geobolds weitreichende Erkenntnis
als Proportion. Hat er recht? Warum?

3. - a_ w G
-~ = '\. T 2 v
,; SEH -LJ;, <-. \\-. /
KUH ZU ZEH 3
\"—-. Y // AG =g
a7\ Bl=qg
% e
7 \
I N\
v \
Al — —— _\B

7. LINSENFORMELN
Eine Linse L bildet einen Gegenstand der Linge G auf das Bild der Linge B ab.
Leite die Abbildungsformeln her:

a) £ = 1—) f
G &g
I sk ol

b) = =—+—. i
Rt s 1 g :

c) Berechne G. b '| h
Im Bild ist B=4, b=6 und f=4. sl G 5
B =l é :

= ks

|

| 3

&Jl . ! i

' .




8. a) Gegeben sind zwei Kreise mit den Radien r, und r, und die Zentrale z = M!_M_E'.
Berechne x = M,T und y = M;,S.

b) Was ergibt sich, wenn die Kreise gleich groB sind, wenn sie sich beriihren (von au-
Ben) und wenn sie sich schneiden.

c) Im Bild ist x =42, y = 105 und z = 60. Berechne das Verhiiltnis der Radien.

£}

10. E liegt irgendwo auf der Seite [DC] des Parallelogramms ABCD mit den Seiten a
und b.

Zeige: Das Produkt von x = DE und z = BF hdngt nicht von der Lage von E ab. Wie
grof} ist es?

e

11. Zeige: In jedem Trapez teilt der Diagonalen-Schnittpunkt S die Diagonalen im Ver-
hiltnis der Basen a und c.




12. Ein Trapez ABCD hat die Grundseiten a = 16, ¢ =12 und die Héhe h = 9. Die verlan-
gerten Schenkel schneiden sich in T, die Diagonalen in S.

a) Berechne die Abstinde d (T, a) und d (T, ¢) des Punkts T von a bzw. c.
b) Berechne die Abstinde d (S, a) und d (S, c).
e13. Zeichne das Dreieck ABC mit a= 7,5, b=6 und c = 10. Erginze die Figur wie im
Bild.
a) Berechne EC und ED.
b) Berechne das Verhdltnis TA:TD.
c) Zeige: d (T, c)=2d (C, ¢), das heiBt, von ¢ ist T doppelt so weit weg wie C.

214. D liegt irgendwo auf der Seite b des Dreiecks ABC.
a) Wo muB D liegen, damit CF den Winkel y halbiert?
b) Zeige: Wenn D die Mitte von b ist, dann gilt GB = 2GE.
c) Zeige: BG2=EG - AG (Tip: zuerst Proportion herstellen!) AF

15. Beweise die Strahlensitze fiir die X-Figur mit Hilfe der V-Figur.
Hinweis: Spiegle das kleine Dreieck am Scheitel.

1.3 Umkehrung der Strahlensitze

Bei den Strahlensitzen schlieBt man aus der Parallelitit der Querstrecken auf bestimmte
Streckenverhiltnisse. Jetzt untersuchen wir, wann man aus der Gleichheit von Streckenver-
hiltnissen, d. h. aus Proportionen, auf die Parallelitit von Querstrecken schlieBen darf, ob
man also die Strahlensitze umkehren kann. Es wird sich zeigen, daB der 1. Strahlensatz um-
kehrbar ist, nicht aber der zweite.

‘ Umkehrung des 1. Strahlensatzes

W

d
‘ Z=2=c|
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Beweis: Angenommen UV wire nicht parallel zu A B, dann wiirde die Parallele zu AB durch
U die Gerade SB in V' schneiden. Auf die Figur SUV'AB wenden wir den
SV m

1. Strahlensatz an: —— = —.
b a

; U SV
nach Voraussetzung ist aber 8 B
Das bedeutet: SV’ = SV, also V = V. Folglich muB von vornherein UV parallel zu
AB sein.

Die Umkehrung des 2. Strahlensatzes lautet:
c b .
Wenn —= dann sind ¢ und w parallel.
Dieser Satz ist falsch!
Das ist schnell gezeigt: ein Gegenbeispiel bringt den Satz zu Fall.
_ c b .
In der Figur SLMBA gilt T o aber LM ist nicht parallel zu AB.

Bei unsern Uberlegungen haben wir jeweils eine ganz bestimmte Proportion verwendet. Frei-
lich kommen noch viele andere in Frage. Wir miissen uns bloB merken, dal der SchluBl auf
Parallelitdt der Querstrecken nur dann erlaubt ist, wenn diese Querstrecken in der Propor-
tion nicht vorkommen.
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Aufgaben

1. Sind p und q parallel, wenn
a) v=066, w=233
b) x=50, y=757

2. Sind p und q parallel, wenn
a) v=75, w=100
b) x =48, y = 647

3. P ist irgendein Punkt im Dreieck ABC. Zeige: AB|KL.

c

¥ -,
K L

4. Die Kreise k (M; r) und k (M’; ') beriihren sich in B.
a) Bestimme das Verhiltnis BC:BC'. ¢
b) Zeige: CD||C'D".

D

L

5. Zeichne zwei Dreiecke ABC und ABD. E ist ein beliebiger Punkt auf [AB]. Die Paral-
lele zu AC durch E schneidet BC in F. Die Parallele zu AD durch E schneidet BD in

G.
Zeige: FG| CD.
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DESARGUES
6. Zeige: AC||A'C

. 7, ABCD ist e_in_ beliebiges Viereck, in ihm gilt:
CG:GB=CF:FA=DH:HB=DE:EA=1:k.
Was fiir ein besonderes Viereck ist EFGH? Warum?

im Bild ist CG:GB=1:2
D

HALBES TANGENTENTRAPEZ

¢ 8. Zeichne ein Trapez ABCD, von dem der eine Schenkel Durchmesser und die anderen
Seiten Tangenten eines Kreises sind.
Die Diagonalen schneiden sich in S, Kreis und Schenkel beriihren sich in T.
Zeige: ST| BC.
c
B
$ 9. ABCD ist ein Trapez mit AB|/CD. [N L
a) Zeige: WX | ZY | AB. A 3 a B
b) Zeige: RS geht durch den Schnittpunkt von WY und XZ und halbiert die Basen.
*10. w=7?
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2. Kapitel
Teilung einer Strecke




2.1 Teilverhiltnis

Eine der einfachsten Konstruktionen ist die Halbierung einer Strecke. Damit lassen sich
Strecken auch in 4, 8, 16 ... gleiche Teile zerlegen. Wie aber teilt man eine Strecke mit Zir-
kel und Lineal in 3 oder 5 oder gar 37 gleiche Stiicke? Die Verallgemeinerung des 1. Strah-
lensatzes hilft uns weiter.

P/ L ] t Q

Um die Strecke [PQ] zu dritteln, zeichnen wir von P aus einen Strahl und tragen auf ihm
eine beliebige Strecke a dreimal ab. Den Endpunkt Z der 3. Strecke verbinden wir mit Q.
Die Parallelen zu ZQ durch X und Y teilen [PQ] in drei gleich lange Strecken. Es gilt nim-
lich:

r a .
—=—_ dasheibit r=s
S a ol
also r=s=t=31PQ
s a .
—=—, dasheift s=t
t a

Bei der Konstruktion spielt es keine Rolle, welchen Winkel Strecke und Strahl bilden.

o

Der Punkt T zerlegt [PQ] in zwei Teilstrecken, die sich wie 2:1 oder wie 1:2 verhalten, je
nachdem, mit welcher Teilstrecke man die Proportion anfingt:

E: ]E =2:1, 5 T Q
aber QT:TP=1:2

Man sagt: Der Punkt T teilt die Strecke [PQ] im Verhiltnis 2:1, aber er teilt die Strecke [QP]
im Verhiltnis 1:2. Den Quotienten 2:1 bzw. 1:2 nennt man hier Teilverhiltnis. Um das Teil-
verhaltnis eindeutig anzugeben, unterscheidet man zwischen Anfangs- und Endpunkt der
Strecke. Der Anfangspunkt steht beim Streckensymbol an 1. Stelle:

[PQ] hat den Anfangspunkt P
[QP] hat den Anfangspunkt Q
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Definition:

Liegt der Punkt T # Q auf der Strecke [PQ] und wihlt man P als Anfangspunkt,

2 T 9

dann heiBt 7 = PT: TQ Teilverhiltnis von T beziiglich [PQ].

Sind Strecke und Teilverhiltnis gegeben, so findet man den Teilpunkt T mit der V-Figur
oder der X-Figur. e BN
Beispiel: Konstruiere T, falls AB = 6 und 7 = 0,6. Es gilt die Proportion AT:TB = 3:5.

KONSTRUKTION MIT DER

X-FIGUR i V-FIGUR
'
A— : B i T B
3&5-
d .5‘% = ' ; ".'::;«
; AT _3
> |TB 5

Bei dieser Konstruktion haben wir eine einfacii}ziijgiichkeit, die Zeichengenauigkeit zu
iiberpriifen: wir berechnen die Langen AT und TB.

AT = B
Strahlensatz: ﬁ = % wir nennen AT = x, dann ist TB=6 — x.

o St A i
Es ergibt sich Tl 5/(6 —x)
S5x =18 —3x, also 8x=18 und damit
L e
X 2 4 2.25

Also ist AT = 2,25 und TB = 3,75.

Einfacher geht’s mit folgender Uberlegung: Wir denken uns AB in 3 + 5 =8 gleiche Teile t
geteilt. Dann ist 6 = 8t, also t = 3/4, und es gilt

AT=3t=33=%=225 und i Bt = s

5:-3=%=375. - :
Winkel lassen sich — genau wie Strecken — in 2, 4, 8 ... gleiche Teile zerlegen. GroBe Ma-
thematiker haben sich jahrhundertelang den Kopf dariiber zerbrochen, wie sie einen Winkel
allein mit Zirkel und Lineal dritteln oder fiinfteln oder ... konnten. Dank Algebra und Ana-
lytischer Geometrie wissen wir heute, daB dies unmoglich ist.
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Vielecke dagegen lassen sich von einer Ecke aus (mit Zirkel und Lineal) in beliebig viele fl4-
chengleiche Teile zerlegen. Am einfachsten geht’s beim Dreieck: hier miissen wir bloB die
gegeniiberliegende Seite in gleich lange Strecken teilen. Das Bild zeigt eine Drittelung von P
aus. Die Teildreiecke haben gleich lange Grundseiten und dieselbe Hohe, also denselben

Fliacheninhalt.

Dreieck PQR
von P aus dritteln

Etwas vertrackt ist die Drittelung eines Vierecks von einer Ecke aus: Zuerst scheren wir das
Viereck BOLD zum Dreieck BOA: (1) bis (3). Dann dritteln wir das Dreieck BOA von der
Ecke B aus: (4) bis (7). SchlieBlich scheren wir Y aufs Viereck BOLD zuriick: (8).

Viereck ROLD

von B aus dritteln

Ergebnis




e 2 L)

Aufgaben

1.

10.

Zeichne eine Strecke [AB] mit der Linge a = 9 und konstruiere die Strecke [AC] mit
a) AC=1a b) AC=1a c) AC=3a

d) AC=%a e AC=14a.

Zeichne die Strecke [AB] mit A(1|1) und B(8|1). In welchem Verhiltnis teilt T die
Strecke [AB]?

a) T(2,5]1) b) T(7|1) c) T3|2)

Zeichne die Strecke [AB] mit A(1|2) und B(10]6,5).

Konstruiere den Teilpunkt T und gib seine Koordinaten an.

a) T teilt [AB] im Verhdltnis 1:2

b) T teilt [AB] im Verhiltnis 3,5:1

¢) T teilt [BA] im Verhiltnis 8:1

Gegebeﬂst eine Strecke [AB]. Konstruiere jeweils den Teilpunkt T auf [AB] und be-
rechne AT und TB.

a) AB=517=1 b) AB=5,7=13

c) AB=10,7=08 d) AB=9,7=12

Berechne AT und TB, wenn T die Strecke [AB] mit AB = 11 im Verhiltnis
a) 5:7 b) 1:13 teilt.

7eichne das Dreieck ABC mit A(2|1), B(9,5|3,5) und C(5,5(9,5). Konstruiere Punkt T

auf dem Dreieck und gib seine Koordinaten an:

a) AT zerlegt das Dreieck ABC in zwei Teildreiecke, deren Fliachen sich verhalten wie
3:1.

b) CT zerlegt das Dreieck ABC in zwei Teildreiecke, deren Flidchen sich verhalten wie
£ ¥

In einem gleichschenkligen Dreieck mit dem Umfang u = 17 verhalten sich die Schen-

kel zur Basis wie 2:1.
Konstruiere das Dreieck.

Das Dreieck ABC hat den Umfang u = 16.

Konstruiere das Dreieck, wenn a:b:c=5:6:7 ist. (Diese Schreibweise flira:b=5: 6
und b:c=6:7und a:c=5:7.)

Zeichne ein Rechteck mit AB =7 und AD = 5.

a) Konstruiere das Viereck A'B'C'D’ mit ‘B'=% AB und A'D'=% AD.
b) Wie verhalten sich die Flicheninhalte?

Geobold schligt ein Verfahren vor, wie man Winkel halbieren, dritteln, vierteln usw.
kann. Er zeichnet um den Scheitel einen Kreis und halbiert, drittelt, viertelt usw. die
Sehne, die der Winkel aus dem Kreis ausschneidet.

Halbiere, drittle und viertle einen 120°-Winkel nach Geobolds Vorschlag und mif die
Teilwinkel.
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*11. Zeichne das Rechteck BERN mit B(3|0), E(0|0), R(0|—5) und zerlege es von R aus
in

a) drei b) vier c) funf flichengleiche Teile.

*12. Zeichne das Viereck ROMA mit R(0|11), O(0|0), M(8,5|—1) und A(6|9) und zerlege
es von O aus in

a) drei flichengleiche Teile

b) in zwei Flichenstiicke, deren Inhalte sich verhalten wie 2:7 (zwei Moglichkeiten).

2.2 Innere und duBere Teilung

Fiir einen Punkt T auf [PQ], der [PQ] im Verhiltnis 7 = 2:1 teilt, gilt PT: TQ =2:1.

T
P Q

Wenn wir nur fordern, daB T auf der Gerade PQ liegt, dann gibt es noch einen zweiten
Punkt T*, der die Gleichung PT*: T*Q = 2: 1 erfiillt. Weil T* nicht auf der Strecke [PQ] liegt,
teilt er sie unserm Gefiihl nach auch nicht. Aber die Mathematiker erweitern den Begriff
»Teilung einer Strecke« so, daBl er auch fiir solche Fille gilt: Man nennt T* duBeren Teil-
punkt und ordnet ihm das Teilverhiltnis 7= —2 zu. Um T und T* deutlicher zu unterschei-
den, bezeichnet man T als inneren Teilpunkt; fiir T ist 7= +2.

Definition:

| e

| Der Punkt T, +Q auf [PQ] teilt die Strecke [PQ] innen im Verhiltnis 7 = PT,: T,Q (7 = 0).
Der Punkt T, + Q auf PQ (auBerhalb [PQ] teilt die Strecke [PQ] auBen im Verhiiltnis 7|
mit 7= —PT,: T,Q (r<0).

innere Teilung von [PQ' duBere Teilung von [PQi
P T Q P Q' i
t=PT:TQ [t20 t=-PL:T.Q [t<0
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Den duBeren Teilpunkt konstruiert man mit der V-Figur. Ein Beispiel mit PQ =4 und
7= —5/3 sehen wir im Bild. Wieder iiberpriifen wir die Zeichengenauigkeit. Wir berechnen
die Streckenldngen PT, und T,Q. Nennen wir T,Q = x, dann ist PT, =x + 4.

=

: t=-3
5 ¥
3
P Q
: i e e ! i
Strahlensatz: ——= ¥ | kreuzweise multiplizieren
X
Ix+12=5x
12=2x, also x=6.

Es ergibt sich T,Q = 6 und P'l_d = 10.
Einfacher geht’s wieder mit folgender Uberlegung:

Setzen wir PT, = 5t und T,Q = 3t, dann ist PQ = 2t
4 =272t alsot=2,

und es gilt I"'l_'d =5t=5-2=10

- 21 - 3 -

L e
Wenn T, und T, die Strecke [PQ] innen und auBen im selben Verhiltnis teilen, sagt man: T;
_ . Ty  PT,
und T, teilen die Strecke [PQ] harmonisch. Dann gilt — = —==| 7|
IQ T.Q
: 1
s . e
/ -3
5 3/
i ' T g
P Q =
o
Durch eine einfache Umformung ergibi sich aus —— = —= die Gleichung
TQ T,Q | PI,
L. TO.,. . TP TQ
— = LQ beziehungsweise — = :Q
PTN T“Q lJTu QT..
e B .,

Q und P teilen [T,'T.| harmonisch | T.Q:QT,= TP:] I

5 T, Q '1:

T, und T, teilen :PQ' harmonisch PT:T.Q= PT,:T.Q
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Die letzte Gleichung bedeutet aber: P und Q teilen die Strecke [T,T,] auBen und innen im
Verhiltnis | 7|, also harmonisch. Dabei gilt 7 + 7.

IT_I
T=T; : = . =

0 }'J—-—-i-l harmonische Teilung der Strecke|PQ
i T T
T [_, tz
gl T, T
6 ==
3 I T
2 P Q

(7 T
E P Q
o T
: E P Q E
; } 12 ) T e e i g
3 o~ ____/'JI'\____,._f"l P : Q l'.'\\ A f'.'\ _,fl
; e 1 S T,
= P Q
] T I,
£ P Q
g ___L T
2 P Q
0 I '.['d
& P Q
1 T T
1 P Q
b T|=T.x
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Vier Punkte P, Q, R und S heiBen harmonische Punkte, wenn R die Strecke [PQ] innen im
selben Verhiltnis teilt wie S auBen. Die Bezeichnung »harmonisch« kommt daher. daB

E’_(;_J = m das harmonische Mittel von PG R il 8 siad harmonisdhe Penkis
PR = a und PS = b ist. 5 m qQ
1 1 - a -R b L
- _|_ )
1 _ 2 b m ist harmonisches Mittel von a und b
m 2 2ah
m =
a3 + h
. a b : S
Beweis: = kreuzweise multiplizieren

m-—a b—m
ab—am =bm — ab
2ab=m(a+b) [[:(a+b)

2ab 2
- bildet man den Kehrwert, so ergibt sich
5t |
A e N
m 2ab 2
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* Was ist eigentlich so harmonisch am harmonischen Mittel?
Beispiel
C-Dur Dreiklang
b

P 8
—r
| {Grund)Ton(b)
grofie Terz (}:‘)
i 2 =
i Tonl z b}
Quint )
e &
P R 3
- = -+
Tonl 5 b

Stellen wir uns unter [PS] eine gespannte Saite der Linge b vor. Reilen wir sie an, so
schwingt sie und gibt den Grundton von sich, das ist Ton (b). Verkiirzen wir den schwingen-
den Teil auf a = b, so horen wir einen hoheren Ton, Ton (b). Ton (b) und Ton (ib) bestim-
men eine Quint, ein angenehm klingendes Intervall, zum Beispiel die Tone C und G. Fur
einen Dreiklang brauchen wir noch einen dritten Ton. Sehr wohlklingend (= harmonisch) ist
der Durdreiklang. Die Saitenlinge fiir diesen dritten Ton ist m = ¢b. Ton (b) und Ton (ib)
bestimmen eine groBe Terz, zum Beispiel C und E. Die Saitenlinge m fur diesen mittleren
2ab 2:4b-b  4b
a+tb b+b 2+3
die Formel einen (musikalisch harmonischen) Mittelwert liefert, nennt man den Mittelwert
harmonisches Mittel. ¢ ist das harmonische Mittel von 1 und %.

Das harmonische Mittel taucht auch bei den Obertdnen auf. Die Oberténe eines Grundtons
ergeben sich durch Halbieren, Dritteln, Vierteln usw. ein und derselben Saite. Jede zu
einem Oberton gehdrende Saitenldnge ist das harmonische Mittel der Saitenlédngen, die zu
den beiden Nachbar-Oberténen gehoren.

: 4 .
harmonischen Ton errechnet sich aus der Formel m = - ?b.Well

- 1 -

Oktav Grundtoni1)
I +
[ 1.0bertonl})
Quint
il 7L 7
I 2:0berton(4)
Quart

— -l'§
3.0berton(;)

groBe Terz

= . — .- .__.

| 4.0bertonlz)
kleine Terz

|

! o i

5.0berton| )
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Ein MaB fiir die Hohe eines Tons ist seine Frequenz f. Hat der Grundton die Frequenz f, das
ist Ton (f), so hat der Ton im Abstand einer Quint die Frequenz f, das ist Ton (3). Das har-
monische Mittel von f und if ist ¢f. Ton (f) und Ton (¢f) bilden das Intervall der kleinen
Terz. Ton (f), Ton (3f) und Ton (3f) bilden wieder einen harmonischen Dreiklang, diesmal
den Molldreiklang, zum Beispiel C—Es-G.

Beispiel
c-moll Dreiklang
@ — —— —+ f (Grund)Tonlf)
kleine Terz
L - i Ton{£{)
Quint
d@) * if  Tonldf)

Y Frequenz

Ubrigens 148t sich der mittlere Ton beim Molldreiklang auch noch anders erzeugen: man
wahlt fir den mittleren Ton das arithmetische Mittel der Saitenlingen, die zu den beiden
andern Tonen gehoren.

* Zwei verbliiffende Eigenschaften von Teilverhiltnissen am Dreieck

1. Der Satz von Menelaos (Alexandria, um 100 n. Chr.)

Eine Gerade g schneide die Seiten eines Dreiecks bzw. deren Verlingerungen in den
Punkten R, S und T.
Teilt R die Seite [AB] im Verhiiltnis p,

S die Seite [BC] im Verhiltnis ¢ und

T die Seite [CA] im Verhiltnis 7, dann gilt -0~ 7= —1.

MENELAOS |

Q6T=-1 .
s g=-AR:RB=-1
6=-BS:8C=-6
¥ T=-CT: TA=-}
$ 9=-AR:RB=-3 ¢
E~.T : 5=B3:8C=1%
. R/ /
A B A B
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13 siténnais :
/' e
Beweis: Wir projizieren die Punkte A, B und C A = /}3/

parallel zur Gerade g auf eine Hilfsge- : . > B

rade h (die wir zweckmiBigerweise _4;:«"'

durch R legen). Dann ist /,/‘ ;

a-|dla %
o= —AR:RB, ,/"/
¢=BS:SC und 7=CT:TA. =

Wegen der Strahlensitze gilt:

AR:RB = A*R:RB* BS:SC = B*R:RC* und CT:TA = C*R:RA*.

Dann ist

A*R B*R C*R
She——p— = s g e

RB* RC* RA*

Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung: Wihlt man R auf AB, S auf BC und T auf CA, so

daB o o: 7= —1 ist, dann liegen R, S und T auf einer Gerade.

00 T=—

Beweis: RS und AC schneiden sich in T'. Nach MENELAOS gilt

o-o-1' = —1, folglich ist 7’ = 7 und deshalb T' =T, q.e.d.

2. Der Satz von Ceva (Giovannt Ceva, Mantua, 1647 bis 1734)

Irgendein Punkt P sei mit den Ecken A, B und C eines Dreiecks verbunden. AP
schneide BC in S, BP schneide AC in T, und CP schneide AB in R.
Teilt R die Seite [AB] im Verhiltnis p,

S die Seite [BC] im Verhiltnis ¢ und

T die Seite [CA] im Verhiltnis 7, dann gilt p-o-7= 1.

C (6
CEVA
AR-BS-CT = RB-5C-TA

= 805078

H\
50

i 100 - 5¢ ]
Bl - 100 o s

80- 50195 = 60 -200- 65
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Beweis: Wir wenden den Satz von Menelaos aufs Dreieck ARC mit der Schnittgerade TP an.
AB RP C] T

BR PC T\

Es ergibt sich =

Machen wir dasselbe beim Dreieck RBC mit der Schnittgerade SP, so ergibt sich
RA ISS CP

AB SC PR

. :AB RP €T RA BS Tp
Also ist = = f—
BR PC TA AB SC PR

AR BS CT
und damit — =

‘=t—==1, also p-o-7=1.
RB SC TA

B A R

Der Satz gilt auch dann, wenn P auBerhalb des Dreiecks liegt.

Besonders empmgiam ist die Deutung dieses Satzes in der Produktform:
AR-BS-CT=RB"SC- TA.

Auch hier gilt die Umkehrung: Wihlt man R auf AB. S auf BC und T auf CA, so daB
¢ o' 7=1 ist, so schneiden sich die Geraden CR. AS und BT in einem Punkt oder sie sind
parallel.

Beweis: AS und BT schneiden sich in P. CP schneide AB in R’
Nach Ceva gilt 9"+ ¢- 7= 1, das heiBt o’ = o,
also R'=R, 9.e.d.
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Aufgaben

1.

Gegeben ist eine Strecke [AB]. Konstruiere den Teilpunkt T, auf AB und berechneAT,
und T,B.

a)m=5,r-——1._5 b)ﬁ_rsf—.g_
c) AB=251=-038 d) AB=3,5,7=—4,5.

. Gegeben ist die Strecke [AB]. Teile sie innen und aufien im gegebenen Verhiltnis und

berechne AT, T;B, AT, und T,B.

a) AB=6,|r|=% b)AB=7]7/=1 ©) AB=4,|7|=1

Bei den Beispielen in Aufgabe 2 ist die Strecke [AB] durch T, und T, geteilt.
Umegekehrt wird die Strecke [T,T,] durch A und B geteilt.

Berechne fiir a), b) und c) jeweils das Teilverhiltnis von A und B beziiglich der
Strecke [T;T.].

Zeichne ein Dreieck ABC. P teilt [AB] innen im Verhéltnis 2:1. Konstruiere Q auf AC
so, daB CB die Strecke [PQ] halbiert. In welchem Verhiltnis teilt Q die Strecke [AC]?

Die inneren und duBeren gemeinsamen Tangenten zweier Kreise mit den Mittelpunk-
ten M, und M, schneiden M;M, in T bzw. in S.
Zeige: M,, M,, T und S sind harmonische Punkte.

. Teile die Strecke [AB] mit AB=6 harmonisch im Verhiltnis

a) 1:3 b) 5:1 Berechne jeweils AT, und AT,.

Die Strecke [AB] wird innen von P und auBen von Q harmonisch im Verhiltnis | 7| ge-
teilt. Dann teilen A und B die Strecke [PQ] auch harmonisch, aber im Verhdltnis | 7'|.
Berechne 7 in Abhingigkeit von 7.

X(x|0) und T(t|0) teilen [AB] mit A(—3|0) und B(3|0) harmonisch.

a) Konstruiere T flirx=—2,x=—1und x= 1S
b) Berechne t allgemein in Abhingigkeit von x.
PERSPEKTIVE

Das Bild zeigt, wie man ein Gleis, eine Leiter oder einen Zaun perspektivisch darstellt.

a) Zeige: A, B, X und H sind harmonische Punkte.
X. Y. B und H sind harmonische Punkte.
H A. C, B und H sind harmonische Punkte.
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b) Zeichne das Trapez A'B'C'D’ ab und konstruiere das perspektive Bild eines Wegs
mit mindestens vier quadratischen Platten.

[a B

c) Zeichne das Trapez A'B'C’'D’ ab und fiille es so aus, daB das perspektive Bild des
quadratischen Gitters ABCD entsteht.

D Cl |

10. Eine Saite ist 60 cm lang. Zupft man sie, dann hoért man ihren Grundton.
Berechne und konstruiere die Saitenldnge der Tone, die mit dem Grundton eine Quint
bzw. eine groBe Terz bilden.

11. Zeichne ein Dreieck ABC und einen Punkt T auf c. Die Parallele zu CT durch M.
schneidet eine Seite in P und die Verlingerung der andern Seite in Q.
Zeige: CT ist das harmonische Mittel von PM, und QM..

a

12. Uberpriife durch Messen von Streckenldngen den Satz von MENELAOS am 8
Dreieck ABC mit A(1|1), B(11|1) und C(7|7) mit der Transversale RS 00 14
durch R(3|3) und S(7]1). 4

13. Uberpriife durch Messen von Streckenldngen den Satz von Ceva am Drei- 14
eck ABC mit A(1|1), B(15|1), C(10|13) fiir den Punkt P(9|7). 00 16

0
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14. Beweise mit dem Satz von CEVA:
Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

15. Zeichne ein Dreieck ABC. Wiihle E auf [AC] und D auf [BC] so, daB AE = kb und
BD = ka ist. Zeige mit dem Satz von CEVA:
AD, BE und s, treffen sich in einem Punkt.

e16. GERGONNE-PUNKT (nach dem franzosischen Mathematiker Joseph Diaz GER-
GONNE 1771 bis 1859).
Der Inkreis eines Dreiecks beriihrt die Seiten in X, Y und Z.
Beweise mit dem Satz von CEVA:
AX. BY und CZ treffen sich in einem Punkt G.
G heiBt Gergonne-Punkt des Dreiecks.
(Tip: gleich lange Tangentenabschnitte!)

." [:
.'ll
.".ll
Y - /
\. .-"r
h! )
M, "ll.
ey —X
e T /
= N
M,
Fi \'\
7- \
\‘_ B

¢17. NAGEL-PUNKT (1836 gefunden von dem deutschen Mathematiker Heinrich von Na-
GEL)
Die Ankreise eines Dreiecks beriihren die Seiten in X, Y und Z.
Beweise mit dem Satz von CEVA!
AX. BY und CZ treffen sich in einem Punkt N.
N heiBt Nagel-Punkt des Dreiecks.
(Tip: gleich lange Tangentenabschnitte!)

=2 5.



* 2.3 Der Apollonioskreis

Jede Winkelhalbierende im Dreieck hat eine liberraschende Eigenschaft: sie teilt eine Seite
des Dreiecks im Verhiltnis der beiden andern.

Man sieht das leicht ein, wenn man die Figur zu einer V-Figur ausbaut:
Die Parallele zur Winkelhalbierenden von y schneidet AC in D.
Esgilt 4 TCB= <4 CBD (Z-Winkel),

4 ACT= ¢ CDB (F-Winkel).

Also ist das Dreieck CBD gleichschenklig. das heit CD = a.
In der V-Figur ATBDC lesen wir die behauptete Proportion ab: p:q=b:a.

Die AuBenwinkelhalbierende hat eine #hnliche Eigenschaft, so gilt zum Beispiel (Bild!)
b:a=p:q. Wieder machen wir uns das an einer V-Figur klar:

-Ni-o
i
=]

Die Parallele zur AuBenwinkelhalbierenden von y schneidet AC in E.
Esgilt <« EBC= 4 BCT (Z-Winkel)
4 CEB = 4 (AC, CT) (F-Winkel)
Also ist das Dreieck EBC gleichschenklig, das heiBt EC = a.
In der V-Figur ABTCE lesen wir die Behauptung ab:

b:a=p:q.
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Wir fassen zusammen:

Satz:
Jede Winkelhalbierende im Dreieck teilt die Gegenseite innen im Verhiltnis der anlie-
genden Seiten.

Jede Winkelhalbierende eines AuBenwinkels am Dreieck teilt die Gegenseite aullen
im Verhiiltnis der anliegenden Seiten. (Ausnahme: gleichschenkliges Dreieck)

1lu ~——Bu

Anders gesagt:

Die innere und die duBere Winkelhalbierende eines Dreieckswinkels teilen die Gegenseite
harmonisch im Verhiltnis der anliegenden Seiten: AT;:TB=b:a=AT,:T,B. Auch die
Umkehrung ist richtig: Teilt man eine Dreieckseite harmonisch im Verhiltnis der anliegen-
den Seiten, so halbieren die Geraden durch die Teilpunkte und die Gegenecke den Innen-
und AuBenwinkel.

harmonische Teilung von [AB]

Beweis: Man teilt [AB] innen und auBen im Verhiltnis b:a und verwendet die Dreieckseite b
gleich als Hilfslinie. Es entstehen zwei gleichschenklige Dreiecke mit den Schen-
keln a. Aus der Gleichheit der Basiswinkel und aus dem Satz iiber die Z-Winkel
folgt die Behauptung.

Der Satz iiber die Winkelhalbierenden eines Dreiecks ist die Grundlage fiir einen berihm-
ten Satz der Antike. Um 200 v. Chr. hat der griechische Mathematiker und Astronom APOL-
LoNIOs in Alexandria folgende Entdeckung gemacht:
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Satz:

Der geometrische Ort der Punkte, deren Entfernungen von zwei gegebenen Punkten
A und B ein festes Verhiltnis b:a haben, ist der Kreis mit dem Durchmesser IT,T.].
T, und T, teilen [AB] harmonisch im Verhiltnis b:a.

APOLLONIOS-KREIS

APOLLONIOS zu Ehren heiBt dieser Kreis Apollonioskreis.
Der Apollonioskreis ist nichts anderes als der Thaleskreis iiber [T,T,]. Weil er ein geometri-
scher Ort ist, miissen wir zwei Sitze beweisen:

(1) Wenn das Entfernungsverhiltnis pal3t, dann liegt der Punkt auf dem Kreis.
Yor.: b:a—:A_ﬂ:m—A_'f::Tﬁ
Beh.: e=90°

5 CT, ist Winkelhalbierende von y
" CT, ist Winkelhalbierende von p*

also ist CT; .+ CT,, das heiBt & = 90°,

Be

(2) Wenn der Punkt auf dem Kreis liegt, dann paBt das Entfernungsverhiltnis.
Vor.: «T,CT,=90°
Beh.: b:a=AT;:TB
Bew.: Die Parallele zu CB durch A schneidet die Winkelhalbierenden in D; und D,.
a) E:E—= @ ol AD,
CB B TB CB
also ist A Mittelpunkt von [D; D,).
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b) Weil das Dreieck D; D, C bei C einen rechten Winkel hat, liegt C auf dem
Thaleskreis iiber [D, D,]. Wegen a) ist A Mittelpunkt dieses Kreises, das heil3t

AD,=AC und damit

b AT,
—=——_ q.e.d.
a0 TB

1T

Vo,

Sogar Kamele brauchen den Apollonioskreis, wie folgendes Beispiel aus dem Tierreich lehrt:

AY
Karawane . -

814110 TSR T T

0

. TS:TK =1:115=2:3 e
W \

: % KI14I0)

Fine Karawane zieht im KOSY auf der Gerade y = 10 nach links. Im Punkt K(14|0) steht
ein einsames Kamel, das sich der Karawane anschlieBen will. Es sieht die Karawane im
Punkt S(14|10). Welchen Punkt T der Karawanenbahn muBl das Kamel ansteuern, um die
Karawane zu treffen, wenn es eineinhalbmal so schnell lduft wie die Karawane und vorher
AroLLoN1OS fragt?

Die Wegliingen bis zum Treffpunkt T verhalten sich wie die Geschwindigkeiten, also wie
1:1,5. Deshalb liegt T

1) auf der Karawanenbahn und

2) auf dem Apollonioskreis zu [SK] zum Verhiltnis 1:1,5.
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Der Zeichnung entnimmt man, daB die Karawane eine Strecke der Linge 9 zuriicklegt. Der
exakte Wert der Streckenldnge ist aber {80 . Wie man ihn berechnet, erfahren wir im 5. Ka-

pitel. "
b\ 3 5
T™ 5 :
K s
Aufgaben
1. Konstruiere den geometrischen Ort der Punkte, deren Entfernungen von 8
A(2|4) und B(8|4) sich verhalten wie 4 0 14
@ 2 BSl ekl ) B el 0

* 2. Beweise die Sitze iiber die Teilungs-Eigenschaften der inneren bzw. duBeren Winkel-
halbierenden mit dem 1. Strahlensatz anhand der beiden Bilder.

50




3. Zeichne die Strecke [AB] mit A(4|1), B(8|5) und dem Teilpunkt
T(6,5|3,5).
Von wo aus sieht man die Teilstrecke [AT] unter dem gleichen Winkel wie
[TB]?
Konstruiere die Menge dieser Punkte.
Falls du den Umfangswinkel-Satz kennst, konstruiere die Punkte, von de-
nen aus man die Strecke [AB] unter 45° sieht.

e 4. Der Gepard ist das schnellste Sdugetier, er schafft bis zu 30 m/s.
Ein Jdger J(5|0) sieht den Geparden G(5|24) in Richtung R(12,5]18) mit
Hochstgeschwindigkeit rasen. Auf welchen Punkt Z der Geparden-Bahn
muB der Jager zielen, wenn er den Geparden mit seiner Kugel (210 m/s) er-
legen will?

5. Zeige: Ist im Dreieck ABC bei A ein rechter Winkel, dann ist BC Tangente am Apol-
lonioskreis zur Kathete [AB].

7. ABCD ist ein Trapez mit den Basen a und c. Die Seitenlédngen stehen im Bild.
a) Berechne DT, CT, 3AT und BT.
b) Berechne X, ¥, u und v.

D csh /E G
x ¥
d=10 b=7
u Fi ¥
A a=12 B

Ln
—



N

Bestimme aus a, b und ¢

a) die Teilstreckenldnge r und s

b) die Teilstreckenlidngen x, y und z.

und N sind harmonische Punkte.

F
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8. Bekannt sind die Seiten a, b und ¢ eines Dreiecks ABC

10. Im Dreieck ABC liegt T so auf [AB], daB AT:TB =b:a ist.
Begriinde: CT halbiert v

*11. ABCD ist ein beliebiges Viereck. T liegt so auf [BC], daB BT:TC = DA : CD ist. B. T, C

Zeige: DB und DF sind innere und #uBere Winkelhalbierende von Winkel #.




13.

14.

17,

. [AB] ist Durchmesser eines Kreises und [CD] eine dazu senkrechte Sehne. P sei ein be-

liebiger Kreispunkt. AP schneidet CD in E, BP schneidet CD in F.
Zeige: C, D, E und F sind harmonische Punkte.
(Tip: Umfangswinkelsatz!)

Konstruiere ein Dreieck ABC mit

a) c=5bra=2:1,w,=35 b) b=6,a:c=2:5,8,=4,5
¢) a=7,bic=1:3,h,=2 ed) b=5,¢c:a=2:1,h, =3.

a) Konstruiere ein Dreieck ABC mitc=6,b:a=5:2 und h,=2.5.
Wieviel verschiedene Losungen gibt es?

b) Berechne, bei welcher Linge von h, nur eine Losung existiert, falls ¢ =6 und
b:a=5:2 ist.

. Vom Dreieck ABC sind bekannt A(0|0) und B(6]|0).

Konstruiere das Dreieck, wenn w,
a) AB in W(3|0) schneidet und die Lange 5 hat,
b) AB in W(4|0) schneidet und die Linge 7 hat.

_ Im Ort A wohnen 300000 Menschen, im Ort B 100000 und im Ort C 200 000.

Die Entfernungen zwischen den Orten sind in km:
AB = 80, BC = 60 und CA = 50.

Fiir A. B und C ist ein gemeinsamer Flughafen geplant. Das Produkt von Einwohner-
zahl und Entfernung vom Flughafen soll fiir jeden Ort gleich sein.
Wo muB der Flughafen gebaut werden?

In einem alten Manuskript ist die Lage eines Schatzes S beschrieben:

Von der Buche B ist es zum Schatz S doppelt so weit wie von der Eiche E. Von der
Tanne T sind der Schatz und die Buche gleich weit entfernt. Der Schatz und die
Tanne sind auf derselben Seite der Gerade BE.

Konstruiere die Lage des Schatzes und gib seine Koordinaten so genau wie moglich
an. B(2|0), E(6,5|3), T(3|3,5).

Lh
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||
S

m

Urbild
m=1

-1

3.1 Grundlagen

Verschiedene Vergroferungen ein und dessel-
ben Bilds lassen sich immer so anordnen, dal3
entsprechende Punkte auf Strahlen liegen, die
alle von einem Punkt Z, dem Zentrum, ausge-
hen. Diesen Bildfolgen liegt eine geometrische
Abbildung zugrunde, die zentrische Streckung.
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Urbild
m=1

-1

3.1 Grundlagen

Verschiedene Vergroferungen ein und dessel-
ben Bilds lassen sich immer so anordnen, dal3
entsprechende Punkte auf Strahlen liegen, die
alle von einem Punkt Z, dem Zentrum, ausge-
hen. Diesen Bildfolgen liegt eine geometrische
Abbildung zugrunde, die zentrische Streckung.
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Definition:

Eine Abbildung heiBt zentrische Streckung mit Zentrum Z und Streckfaktor m > 0,
wenn fiir jeden Punkt P der Figur gilt:
1. Zentrum Z, Urbild P und Bild P’ liegen auf einem Strahl mit Anfang Z, das heiBit P’
_ liegt auf ZP.
2. Das Bild P’ ist m mal so weit vom Zentrum Z entfernt wie das Urbild P, das heiBt
ZP'=m-ZP.
Man bezeichnet die zentrische Streckung symbolisch mit S (Z, m).

Der Streckfaktor m heilit auch AbbildungsmaBstab. VergroBerungen der Figuren ergeben
sich fiir m > 1, Verkleinerungen fiir m < 1.

Auf Fernrohren und Mikroskopen ist der Abbildungsmalstab angegeben. 200X bedeutet
m = 200, das heiBt, das Bild ist 200mal so grol3 wie das Original. Bei Modellen, Plinen und
Landkarten ist das Original verkleinert. Man gibt den Mafstab meist in der Form 1:100 bzw.
1:1 000000 an, das heiBt m = ¥y, bzw. m = ¥ s00000-

( NEU=m-ALT |

Im Gegensatz zur Praxis gibt es in der Mathematik auch negative Streckfaktoren: Man er-
weitert den Begriff zentrische Streckung auf m < 0. Das Bild P’ liegt dann so auf der Gerade
ZP, daB P und P’ auf verschiedenen Seiten von Z liegen. Es gilt: ZP' = |m |- ZP. Die Bilder
einer Figur zu m =s und m = — s sind zueinander punktsymmetrisch beziiglich Z.
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Eigenschaften der zentrischen Streckung:

— Jede Gerade g wird auf eine dazu parallele Bildgerade g’ abgebildet.

_ Jede Bildstrecke s’ ist |m| mal so lang wie ihre Urbildstrecke s.

_ Jeder Kreis k mit Radius r wird auf einen Kreis k' mit Radius r' = |m |r abgebildet.

— Winkel und Bildwinkel sind gleich groB.

_ Der Flicheninhalt der Bildfigur ist m? mal so groB wie der Flicheninhalt des Origi-
nals.

Beweis: Jede Gerade PQ durch Z wird wegen der Definition der zentrischen Streckung auf
sich selber abgebildet (Fixgerade mit Fixpunkt 7). Geht PQ nicht durch Z, dann gilt
fiir einen beliebigen Punkt X auf PQ

75:7F - 72Q:ZQ = ZX: ZX = |m|.
Wegen der Umkehrung des 1. Strahlensatzes ist P’X’||PX und Q'X'||QX, das heilit,
X' liegt auf P'Q’. Also ist das Bild von PQ die dazu parallele Gerade P'Q’.
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Wegen des 2, Strahlensatzes gilt auBerdem

PQ :PQ=PZ:PZ=|m| also PQ’ =|m|-PQ.
Liegt Z auf PQ, dann gilt

TP =) 2P —— —— fkere? | il
i }lZQ“—ZF Im|- |ZQ — ZP|

—— e ————— —

P'Q’ PQ

}’,Q_’:|T11|'ZQ

Der Kreis k (M; r) ist die Menge aller Punkte P mit PM = r. Deshalb gilt fiir alle

Punkte P’ der Bildfigur PM’ = |m It = r, das heiBt, die Punkte P’ bilden den Kreis k
(M’ ).

14
Z,.
— x=o'=o"
p=p=p"
B Y=Y =%

Die Schenkel des Bildwinkels sind parallel zu den Schenkeln des Winkels, Winkel
und Bildwinkel sind also gleich groB: Ein Dreieck wird auf ein Dreieck mit densel-
ben WinkelmaBien abgebildet.
Fiir die Fliache eines Dreiecks gilt A = :gh. Demnach hat das Bilddreieck den Fli-
cheninhalt A'=3g’'h'=]|m|-g-|m|h=m?:igh = m*A. Weil sich jedes Vieleck in
Dreiecke zerlegen 1d6t, stimmt diese Beziehung auch fiir Vieleckflichen. Sie gilt so-
gar fir krummlinig begrenzte Flichen. Der Beweis ist allerdings kompliziert.
Geobold hat Schwierigkeiten mit Flicheninhalten. Die Bundes-

republik paBt in ein Rechteck mit den Seitenlingen 600 km und
900 km, folglich paBt ihr Bild im MaBstab 1:20 Millionen in ein

b, e Rechteck mit den Seitenlingen 3 cm und 4,5cm. Geobold
R schlieBt messerscharf: Weil die etwa 80 Millionen Bundesbiirger
q bequem Platz haben, miiBBte doch auf seiner kleinen Karte be-
= TOHIN MIT DER quem der 20millionste Teil, das sind 4
" ; ' Fhet Personen, Platz haben.
VIER LEUTEN ? e ‘




In der Umgangssprache unterscheidet man oft nicht deutlich genug zwischen Léngen- und
Flichenverhiltnissen. Was bedeutet zum Beispiel:

ein doppelt so groBes Rechteck,

ein doppelt so groBes Zimmer,

ein doppelt so groBes Foto?
Der Klarheit halber sollte man den MaBstab immer nur auf Lingenverhiltnisse beziehen,
so. wie es bei der zentrischen Streckung lblich ist.
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Grundkonstruktionen zur zentrischen Streckung

Konstruktion des Bildpunkts

Gegeben: Urbildpunkt P, Zentrum 7 und Streckfaktor m

Gesucht: Bildpunkt P’

Lésung: Bei positivem Streckfaktor verwenden wir die V-Figur, bei negativem Streckfaktor
verwenden wir die X-Figur.

Konstruktion des Bildpunkts

m =3
ZF = 7ZP
ZP:ZP = 3:4
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Konstruktion des Zentrums

Gegeben: Urbild P, Bildpunkt P’ und Streckfaktor m

Gesucht: Zentrum Z

Losung:  Bei positivem Streckfaktor verwenden wir die V-Figur, bei negativem Streckfaktor
verwenden wir die X-Figur.

Konstruktion des Zentrums

m=2
7P =i7P
P ZP:ZP = 2:3
Jt
7ot
Z
m=-g
ZP'=17P
= - 3
&) ZP:ZP =7:5 y
2 P
Tt

Aufgaben

1. Die zentrische Streckung S (Z, m) mit Z(2 |2) bildet

a) A(7|2) auf A'(8]2) ab. b) B(5|5) auf B'(6]6) ab.
c) C(6|0) auf C'(3|1,5) ab.

Zeichne jeweils die Punkte und berechne m.
2. Zeichne die Punkte A(5|2), B(3|4), D(1|4) und Z(2 | 1).
Konstruiere fiir die zentrische Streckung S (Z, 1,5) das Bild
a) von [AB] b) von C ¢) des Kreises um D mit r= 1.
3. A(1]|1), B(6|1) und C(3|6) sind die Ecken des Dreiecks ABC.
Konstruiere das Bilddreieck A’B'C’ fiir die zentrische Streckung S (Z, m)
a) Z=D0|3), m=1.5 b) Z=B, m=0,75
¢) Z =H (Hohenschnittpunkt), m = 2
d) Berechne den Fldcheninhalt der Dreiecke ABC und A’B'C’.
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*10.

«11.

12.

. Zeichne die Punkte A(7|0), B(3|0), C(0]2,5) und Z(4|3).

. Zeichne das Dreieck ABC mit a=3, b=4 und ¢ = 5.

Zeichne ein Parallelogramm ABCD mit a=6, a=75°und b = 4.
Konstruiere das Bild des Parallelogramms fiir die zentrische Streckung S (Z, m)

a) Z=B, m=0,5 b) Z ist Mitte von [AD], m=0,5
¢) Z ist FuBpunkt des Lots durch D auf AB, m=1,5.

Konstruiere fiir die zentrische Streckung S (Z, —0,5) das Bild
a) von A b) von [BC] c) des Kreises um A mit r= 3.

Konstruiere das Bilddreieck fiir
/) Sie. —1) b)) S (H.. —2) c) S (A, —1.5).

Zeichne die parallelen Strecken a und b mit a= 3,5 und b =2 im Abstand 3.
Konstruiere die Zentren der Streckungen, die b auf a abbilden, und gib m an.

Zeichne die Strecke [M;M,] der Linge 5, den Kreis k; um M, mit r;, = 1 und den Kreis
k, um M, mit r, = 2.

Konstruiere die Zentren der Streckungen, die k, auf k, abbilden, und gib m an.
Zeichne die Strecke [PP’] der Linge 4. Die zentrische Streckung S (Z, m) bildet P auf
P’ ab.

Konstruiere Z fiir

a) m=2 b) m=0,5 c) m=%

dm=-1 e) m=—; f) m=-2.

Zeichne das Viereck ABCD mit A(0|1), B(8|1), C(9|7) und D(5|7). M ist der Schnitt-
punkt der Diagonalen.

a) Die zentrische Streckung S (M, m) bildet [AB] auf [CD] ab. 14
Bei welchem Viereck ist das moglich? Wie groB ist m? 00 19
Konstruiere das Bildviereck von ABCD. 0

b) Die zentrische Streckung S (M, k) bildet [CD] auf [AB] ab.
Wie groB ist k? Konstruiere das Bildviereck.

¢) Wie verhalten sich die Umfinge und die Flicheninhalte von Urbild und Bild in a)
und b)?

Im Dreieck ABC mit A(1|1), B(13,5|1) und C(5,5|7) haben die Katheten die Linge

7.5 und 10.

a) Bilde ABC mit S (H,, m) so ab, daB das Bilddreieck den Umfang 20 hat. 9
(Zwei Losungen) 00 14

b) Bilde ABC mit S (H,, k) so ab, daB das Bilddreieck den Flicheninhalt®® 7

hat. (Zwei Losungen)

Ein gleichschenkliges Dreieck ABC (Spitze bei C) wird durch die Streckung S (C; m)
mit m > 0 auf das Dreieck A'B'C’ abgebildet.

Bekannt ist: AB=4, A'B'=3,d (AB, A'B) =1
a) Zeichne die Figur mit den Punkten A, B, C, A’, B, C"!
b) Berechne m, h, h;, Fypc und Fpe!
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13. Ein Dreieck ZAB wird von Z aus auf das Dreieck ZA'B’ gestreckt (m > 0). Die Fliche
des Vierecks AA'B'B ist viermal so groB wie die Fliche des Dreiecks ZAB. Berechne
den Streckfaktor m!

14. Bei einer zentrischen Streckung mit negativem Streckfaktor m wird das Dreieck
A(3[1), B(4|5), C(0|5) auf ein Dreieck mit Flicheninhalt 4.5 abgebildet.
a) Berechne m!
b) Zeichne das Bilddreieck A'B'C’, wenn Z(5|3) gegeben ist und gib seine Koordina-

ten an!

15. Zeichne das rechtwinklige Dreieck ABC mit den Kathetenldngen a =4 und b = 3 und
bilde dieses Dreieck durch die Streckung S (C; m,) mit m, > 1 so ab, daB AA’ = 2 gilt.
a) Berechne m,!
b) Berechne die Linge B'C!

¢) Welchen Abbildungsfaktor m, hat eine Streckung mit dem Zentrum A’. die C auf A
abbildet? Konstruiere fiir diese Streckung das Bild B” von B'!

d) Was fiir eine Figur ist AB"B'B?
€) Welchen Inhalt hat das Dreieck AA'B”?
16. Von drei Punkten A, B und C ist bekannt: es gibt eine zentrische Streckung S (Z; m)
mit m > 0, die A auf B und B auf C abbildet.
a) Zeichne die drei Punkte, wenn AB = 3,5und BC = 2!
b) Berechne m und konstruiere Z!
17. Zeichne zwei parallele Geraden g und g’ mit dem Abstand 3. Wihle auf g einen
Punkt A und bestimme dazu auf g’ einen Punkt A’ so, daB AA’ = 4.
a) Konstruiere das Zentrum Z der Streckung S (Z; §), die A auf A’ abbildet!

b) Das gemeinsame Lot von g und g’ durch Z schneidet g in F und g’ in F'. Warum
bildet die in a) angegebene Streckung F auf F’ ab?

¢) Berechne den Abstand von Z zu g'!

3.2 Beriihmte Sitze

Mit der zentrischen Streckung beweisen wir einige beriihmte Sitze der Geometrie. (Die bei-
den ersten haben wir schon bei den Strahlensitzen bewiesen.)

Satz iiber die Mittelparallele im Dreieck:

Die Verbindungsstrecke zweier Seitenmitten im Dreieck ist parallel zur dritten Seite
und halb so lang wie sie.
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Beweis: Die zentrische Streckung S (C, 1) bildet die Strecke [AB] ab auf die dazu parallele
und halb so lange Strecke [WV].
AuBerdem gilt: CW =1CA und CV =:CB.

Schwerpunktsatz:

Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, dem

Schwerpunkt des Dreiecks.
Die Abschnitte, in die der Schwerpunkt eine Seitenhalbierende teilt, verhalten sich

wie 2:1, Das lingere Stiick ist immer an der Ecke.

Beweis: Die Seitenhalbierenden AV und BW schneiden sich in S. Die zentrische Streckung
S (S, —2) bildet dann die Mittellinie [VW] auf [AB] und die Mittelparallele [WX]
auf [BC] ab, C ist das Bild von X. S liegt deshalb auch auf der dritten Seitenhalbie-
renden CX. Weil [CS], [AS] und [BS] die Bilder von [XS], [VS] und [WS] sind, gilt:
CS =2XS, AS=2VS und BS = 2WS.

* Satz iiber die Euler-Gerade:

In jedem Dreieck liegt der Schnittpunkt H der Hohen, der Schnittpunkt S der Seiten-
halbierenden und der Schnittpunkt M der Mittelsenkrechten auf einer Gerade.

Es gilt HS =2 - MS.
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Diese Gerade heiit Euler-Gerade. (Leonhard EULER, Schweizer Mathematiker, Basel 1707
bis 1783 Petersburg)

Beweis: Die zentrische Streckung S (S, —0,5) bildet das Dreieck ABC aufs Mittendreieck
M,M M. ab. Die Héhen im Dreieck ABC werden auf die Hohen im Mittendreieck
abgebildet, das sind aber die Mittelsenkrechten im Dreieck ABC. Also ist das Bild
des Hohenschnittpunkts H der Mittelsenkrechten-Schnittpunkt M, das heiBit, H, S

und M liegen auf einer Gerade, und es ist MS = 0,5 - HS bzw. HS = 2 MS.

* Satz iiber den Feuerbach-Kreis:

In jedem Dreieck liegen die drei Seitenmitten, die drei HohenfuBpunkte und die drei
Mitten zwischen dem Hohenschnittpunkt H und den Ecken auf einem Kreis.

Der Kreis heiBt Feuerbach-Kreis oder auch Neunpunktekreis.
(Karl Wilhelm FeuerBACH, deutscher Mathematiker, 1800 bis 1834 Erlangen)

FEUERBACH-KREIS

C
SIH50,5)
C H,
. harmonische Punkte
5 4 : M i
i F g
H i }_.'._____.-r"
i H: He
AN W B
' HF:FS = HM:MS = 3
i

Beweis: Der Umkreis des Dreiecks ABC (Mittelpunkt M, Radius r) wird bei der zentrischen
Streckung S (S, —0,5) auf den Umkreis des Mittendreiecks M,M, M, (Mittelpunkt F,

Radius 1/2) abgebildet. Wegen SM: SF = 2: 1 halbiert F die Strecke [MH].

o ¢
S(Si=0,5)

Mo M,

oo
=

M.
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Auch die zentrische Streckung S (H, 0,5) bildet den Umkreis des Dreiecks ABC auf
den Umkreis des Mittendreiecks ab. Die Hohen sind Fixgeraden. Also liegen die
Mitten A’. B’ und C’ zwischen den Ecken und dem HoOhenschnittpunkt auch auf
dem Umkreis des Mittendreiecks.

Jetzt miissen wir nur noch zeigen, daB auch die HéhenfuBpunkte H,, H, und H, auf
diesem Kreis liegen. h, schneidet den Umkreis des Dreiecks ABC in U. S (H, 0,5)
bildet U auf H, ab. H, liegt also auf dem Umkreis des Mittendreiecks. Weil h, Fixge-
rade ist, liegt H, auch auf h.. H. ist das Bild von H,, und es gilt: H.H{ = H H. Folg-
lich liegt H, auf A’B’ und ist HéhenfuBpunkt im Dreieck A'B’C’. Deshalb ist das Ur-
bild H, von H, HohenfuBpunkt im Dreieck ABC.

* Sonderfall des Satzes von DESARGUES
(GERARD DESARGUES, franzdsischer Mathematiker, Lyon 1593 bis 1662 Lyon)

Liegen zwei nicht kongruente Dreiecke so, daB ihre Seiten paarweise parallel sind, so
schneiden sich die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken in einem Punkt.

A

Beweis: AA’ und BB’ schneiden sich in Z. Die zentrische Streckung S (Z, c¢'/c) bildet [AB]
auf [A’B’] ab. Das Bild C* von C ist Schnittpunkt der Parallele zu BC durch B’ und
der Parallele zu AC durch A’. Die Parallelen schneiden sich aber in C’, das heiBt,
C' = C*, also liegt C’ auf ZC.

* Der allgemeine Satz von DESARGUES lautet:

Schneiden sich die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken zweier Dreiecke in
einem Punkt, so liegen die Schnittpunkte entsprechender Seiten (bzw. ihrer Verlinge-
rungen) auf einer Gerade.

Dieser Satz hat in der Geometrie eine groBe Bedeutung, wir konnen ihn hier jedoch nicht
beweisen. Mit einer riumlichen Deutung 14Bt er sich zumindest plausibel machen:




Wir stellen uns ZABC als Pyramide mit der Spitze Z vor. Die Ebenen E (A. B. C) und F (A,
B’, C) schneiden die Pyramiden in den beiden Dreiecken. Im allgemeinen sind die beiden
Ebenen nicht parallel und schneiden sich in d.

7 Z
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* Und nun als Krénung der Satz von Pascal

(BLaise Pascal, franzosischer Mathematiker, Physiker und Philosoph, Clermont-Ferrand
1623 bis 1662 Paris)

Wihlt man sechs Punkte auf einem Kreis und numeriert sie beliebig mit 1 bis 6, dann
liegen die Schnittpunkte der Geraden 12 und 45, 23 und 56, 34 und 67
(Ecke 7 = Ecke 1) selber wieder auf einer Gerade, der Pascal-Gerade.

Je nachdem, wie man die sechs Punkte numeriert, ergibt sich eine andere Pascal-Gerade.
Insgesamt gibt’s davon 60 Stiick! Zum Beweis braucht man den richtigen Blick:

C ist Schnittpunkt von 61 und 43,

u ist Umkreis des Dreiecks 1 C4,

54 schneidet u in D, 12 schneidet u in E

Umfangswinkel in den Kreisen k und u:
o = p(Kreis u)
y = d (Kreis k)
f = 0 (Kreis k)
0 = o (oben!) = f=u= CE|B2
o = u (Kreis u)

} =>cx=c5:"DE||52 E'—f,u(l(rmsu}}

S e it
p = @ (Kreis k) = e=yp= DC|5B
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Die Dreiecke CDE und B 52 haben also paarweise parallele Seiten. Deshalb liegen A, B und
C nach DesArRGUES auf einer Gerade.

Ubrigens hat PascaL diesen Satz mit 16 Jahren bewiesen und 1640 in seinem »Essai pour les

53
L 3
) D \'\.\ i
u \
A ’
A \\LC b B
Wi ./} g
/i 4
v/ /
:{"' /
1 E 4
_f’
."F
/rj‘ [i]
Jj’.
e

Coniques« verdffentlicht.

Aufgaben

Folgere aus dem Satz liber die Mittelparallele im Dreieck den Satz:
In einem beliebigen Viereck ist das Mittenviereck ein Parallelogramm.
Wie lang sind die Parallelogrammseiten?

Begriinde, dal der Satz auch dann gilt, wenn die vier Ecken im Raum liegen (also

nicht in einer Ebene).

. Konstruiere ein Dreieck ABC aus

a) a=8,s8,=9,5,=75 b) s,=3,5.=6,5s,L5s,.

. Bei welchen Dreiecken ist die EUuLER-Gerade zugleich auch

a) Winkelhalbierende b) Seitenhalbierende?

Konstruiere die EuLEr-Gerade im Dreieck ABC:
a) A0|0), B(15|0), C(3|12) 12
b) A(1]2), B(13|5), C(10]|11) 0 g

¢) A(1|1), B(13|4), C(7|T)
d) A(0]2), B(15|2), C(9|8)
e) A(1]0), B(13]6), C(10|12)
f) A(0|1), B(15]4), C(9]10)
g) A(13|0), B(7]12), C(1|6)
h) A(0|4), B(15|1), C(9|10)

15
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5. Bei welchen Dreiecken
a) geht der FEUErBACH-Kreis durch eine Ecke
b) beriihrt der FEUERBACH-Kreis eine Seite
¢) schneidet der FEUERBACH-Kreis eine Seite genau einmal
d) ist der FEuErBACH-Kreis zugleich auch Inkreis
e) fallen die Mittelpunkte von Umkreis und FEuerBAacH-Kreis zusammen
f) berithren sich Umkreis und FruereacH-Kreis
g) schneiden sich Umkreis und FEUERBACH-Kreis?
6. Konstruiere den FEuerBacH-Kreis im Dreieck ABC: 13
a) A(0|1), B(10|1), C(4|13) 0 8 13
b) A(1|4), B(13|4), C(4|7)
c) A(1|1), B(13|5), C(13|13)
d) A(1|7), B(7|1), C(13]13)
7. Zeige: Der Radius des FEUERBACH-Kreises ist halb so groB wie der des Umkreises.
* 8. Der FEuerBacH-Kreis eines Dreiecks ABC um F(9 | 8) geht durch M,(93). 16
Konstruiere das Dreieck, wenn M(10|6) Umkreismittelpunkt ist. 00 18
0
9. Zwei nicht kongruente Dreiecke liegen so, daB ihre Seiten paarweise parallel sind.
Zeichne sie so, daBl der »DesARGUES-Punkt Z« zwischen den entsprechenden Punkten
liegt.
*10. A(14|3), B(16]9), C(12|11) A'(7]4), B'(4|6)
Die Dreiecke ABC und A'B'C’ liegen so, daB sich die Verbindungsgeraden 12
entsprechender Ecken in einem Punkt Z treffen. 00 16
Konstruiere C' so, daB die »DesarcUEs-Gerade d« parallel zu AC ist, und 0
zeichne d. Welcher Punkt C’ ergibt sich, wenn d parallel AB ist?
11. Die Punkte 1 bis 6 liegen auf einem Kreis.
Konstruiere die Pascal-Gerade fiir 152
a) 1(13,5]5), 2(7|11,5), 3(2,5|7), 4(13|3,5), 5(10,5]|1), 6(3|3,5) 0 g 14
b) 1(8|16,5), 2(4|13,5), 3(8|5,5), 4(3,5]10), 5(148,5), 6(11,5|6) 17
0015
0
c) 1(14,5|8,5), 2(12|11), 3(4|7), 4(14,5|3,5), 5(12|1), 6(4,5|3,5) 12
0017
0
12. Die Punkte 1 bis 6 liegen auf einem Kreis. Fallen zwei Punkte in einem Punkt zusam-
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men, dann zeichne statt der Sekante die Tangente in diesem Punkt.

Konstruiere die Pascal-Gerade fiir 15
a) 1(9]13), 2(1]9), 3(1|9), 4(10|9), 5(9|7), 6(9|7) 0013
0




b) 1(2|4), 2(10]2), 3(2|6), 4(11]6), 5(11|6), 5(11]6), 6(5,5]0,5)

c¢) 1(7|12), 2(7|1), 3(7|1), 4(11]9), 5(11]9), 6(7|12)

13. Der Satz von Papros (um 300 n. Chr., Alexandria)
Auf zwei Geraden liegen die Punkte 1 bis 6 so, daB die ungeraden auf der einen Ge-
rade und die geraden auf der andern Gerade liegen. Die Schnittpunkte der Geraden
12 und 45,

23 und 56,
34 und 61 liegen dann selber wieder auf einer Gerade.

Uberpriife den Satz mit 14
a) 1(5/10), 2(3|6), 3(3|9), 4(4|5), 5(13|14), 6(5|4) 0 8 13

b) 1(14]0), 2(3,5]4.5), 3(8|9), 4(8|18), 5(5|13,5), 6(5|9) 18
00 14

0

3.3 S-Multiplikation

by

Urvektor v / / Urvektor v / /

/
% - ///
e Bildvektor mv
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/
e o
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Wendet man die zentrische Streckung S (Z; m) auf den Vektor ¥ an, so ist das Bild wieder
ein Vektor. Man bezeichnet den Bildvektor mit m V. Die Pfeile von m-¥ sind parallel zu
den Pfeilen von Vv und |m | mal so lang. Fiir m > 0 sind die Pfeile von ¥ und m -V gleich ge-
richtet (gleichsinnig parallel), fiir m <0 sind die Pfeile von Vv und m "V entgegengesetzt ge-
richtet (gegensinnig parallel). Unter 0 -V versteht man den Nullvektor 0. Die Schreibweise
m-V erinnert an ein Produkt. Im Gegensatz zum Produkt von Zahlen »multipliziert« man
jetzt aber eine Zahl und einen Vektor. Weil Zahlen auch Skalare heiflen, nennt man diese
besondere Multiplikation die S-Multiplikation. Die Bezeichnung »Multiplikation« ist ge-
rechtfertigt, weil viele Gesetze der Zahlenmultiplikation auch hier gelten, zum Beispiel

Zahlen-Multiplikation S-Multiplikation
2+24+2=3-2 v+v+v=3-v
{:2=2 1-¥=7
0-2=0 0-v=0
(=1):2= -2 (-1 -v=—¥
Assoziativgesetz i
(2-3)-5=2:(3:5) m-n):-v=m-(n-v)

1. Distributivgesetz

2+3)-5=2:5+3:5 (m+n):'Vv=m:v+n-v

2. Distributivgesetz

2:(3E5)=2-3+2:5 m:-(V+w)=m:-v+m-w

W
m
s/

Die S-Multiplikation erlaubt eine knappe und elegante Formulierung mancher mathemati-
schen Sachverhalte. Die Definition der zentrischen Streckung ist dafiir ein schones Beispiel.
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Eine zentrische Streckung mit Zentrum Z und Streckfaktor m ist eine Abbildung P— P/, fiir
die gilt: ZP' = mZP. In dieser einen Gleichung stecken alle Eigenschaften der zentrischen

Streckung, Beispiele:

- Z ist Fixpunkt Betas
Begriindung: ZZ'=mZZ =10, also ist Z=Z".

P

5P =170 P 7P =-17P £
- /

Z m >0 P m <0

- Z, P und P’ liegen auf einer Gerade
Begriindung: Folgt direkt aus der Definition der S-Multiplikation.
— Fiir einen beliebigen Vektor AB und sein Bild A'B’ gilt: AB' = mAB
Begriindung: ZA' = mZA = AZ=mAZ ()
AT mZB’ (IT)
[+11: AZ+ZB —m(A? -I-ZB)
A’B’ = mAB

Damit ist auch gezeigt:
Gerade und Bildgerade sind parallel,
die Bildstrecke [A'B’] ist |m| mal so lang wie die Strecke [AB].

(Im Bild ist m = —%]
Aufgaben

1. Die Punkte A(0|0), B(3|0) und C(1|2) legen die Vektoren a - -AB und b =
stimme zeichnerisch

a) i+b b) a—b c) 2b— 1,54 d) 23D
2. Lose die Vektorgleichung nach ¢ auf:

a) 5( —¢)—3b=6(—0,5b) +4¢

b) 2i—(5-2)b—3c=4b—3a+¢

AC fest. Be-
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- Zeichne die Punkte A(0|0), B(4|2), C(1|3) und die Vektoren v =AB, w =AC.

Uberpriife durch Zeichnung das
a) Assoziativgesetz (mn) V=m (n¥V) firm=15 und n=0,5

b) 1. Distributivgesetz (m+n)V=mv+nv firm=1.5 und n=0.5

¢) 2. Distributivgesetz m(v + W) = mv + mw fiir m = 1.,5.
Zeichne ein beliebiges Dreieck ABC, seine Seitenmitten und den Schwerpunkt S.
Driicke folgende Vektoren mit & =AB und b =AC aus.

a) AM 2 b) AM_[ c) CML. d) SM“

e) BS 1 M,S-BM..

In einem Parallelogramm mit Diagonalenschnittpunkt M gilt 4 = ABund b=A
Driicke mit a und b aus:

a) BC b) DM c) MC d) —AB + MB.

Zeichne die Vektoren AB und AC mit A(0|0), C(3 |1,5) und bestimme den Punkt D so,
daB AB +AD =AC gilt:

a) B(1,5]0) b) B(—0,5|—1,5) ¢) B(1|-2).

Im Trapez ABCD mit AB||CD und AB =2CD | liegt E so auf [DC], daB DC = 3DE ist; M
ist der Mittelpunkt von [\_D] Driicke mit a =AB und b =AD folgende Vektoren aus:
a) AE b AC ¢)CE d) BE

e) CE— MC f) DM — MC.

Fiinf Minner wollen den Gordischen Knoten G(0|0) 16sen. Ihre Kraft ist proportional
zur Seillinge, alle ziehen gleichzeitig am Knoten, vier Minner stehen in A(2]2),
B(2|1), C1|—-2), BP{—2]|-3).

a) Wo muB E stehen und ziehen, damit der Knoten G im Ursprung bleibt?

b) Mit welcher Kraft zieht E, wenn die Kraft von D 800 N betriigt?




4 Kapitel
Ahnlichkeit



4.1 Grundlagen

Bildet man eine Figur F durch eine zentrische Streckung ab, so entsteht eine Bildfigur F,
die sich von F nur in Lage und GroBe, nicht aber in der Form unterscheidet. Entsprechende
Winkel und entsprechende Seitenverhiltnisse sind gleich groB. Eine zusitzliche Kongruenz-
abbildung (Verschiebung, Spiegelung, Drehung) indert bloB die Lage der Figur. Die so er-
zeugten Bilder sind ihrem Urbild dhnlich.

ABCDE ~ AB'CD'E’

E

Man prédzisiert dies in der

Definition:

|—Die Verkettung einer zentrischen Streckung mit einer Kongruenzabbildung heit Ahn-
lichkeitsabbildung. .
Zwei Figuren F, und F, heiBen dhnlich, wenn es eine ﬂhnlichkcitsabbiidung gibt, die F,
I_auf F, abbildet. Dafiir schreibt man: F, ~ F,.
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Das Zeichen »~« erinnert an den Buchstaben S, den Anfangsbuchstaben von similis
(lat.) = dhnlich. Das Zeichen »~« fiir »dhnlich« steckt auch im Zeichen »=« fiir »kongru-
ent«.

Weil sich bei zentrischen Streckungen und Kongruenzabbildungen WinkelgréBen und
Streckenverhiltnisse nicht dndern, gilt der

Satz:
In dhnlichen Figuren sind entsprechende Winkel und entsprechende Seitenverhalt-
nisse gleich groB.

Die Gleichheit entsprechender Winkel reicht aber noch nicht fiir die Ahnlichkeit zweier Fi-
guren, ebensowenig die Gleichheit entsprechender Seitenverhiltnisse.

gleiche Winkel

gleiche Streckenverhiltnisse

4.2 Ahnlichkeitssétze fiir Dreiecke

In welchen Stiicken miissen Dreiecke iibereinstimmen, damit man mit Sicherheit weiB, dal3
sie dhnlich sind? Wie bei der Kongruenz von Dreiecken gibt es einfache Kriterien (Erken-
nungsmerkmale), an denen man die Ahnlichkeit erkennt.

1. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in zwei Winkeln tibereinstimmen.

C,

c AB'C = XYZ /
.-\ I (WSW} /]
Z

?/_ .

L ABC ~XYZ _
= ww

Beweis: Eine zentrische Streckung mit dem Streckfaktor m = z/c bildet das Dreieck ABC
aufs Dreieck A’B'C’ ab: das Dreieck A'B'C’ ist wegen des WSW-Kongruenzsatzes
zum Dreieck XYZ kongruent. Folglich gibt es eine Ahnlichkeitsabbildung, die ABC
auf XYZ abbildet.

4
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Neben diesem wichtigsten Ahnlichkeitssatz gibt es noch drei weitere:

2. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in einem Winkel und dem Verhiiltnis der anliegenden

Seiten tibereinstimmen.

Beweis: analog wie beim 1. Satz.

c.
Nl v
. 2 =X AB'C'= XYZ /I
“.' N, T A
M LA -\\ ISWS) .\:{-{.- E
\\ A c=z B ol 2
L ,‘L-’ i
x ABC~XYZ X
f i i X
e Ah :

3. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in zwei entsprechenden Seitenverhiltnissen itberein-

stimmen.

Beweis: analog wie beim 2. Satz.

C bay/ Netx  ARC=xvZ A
\ bt -.—--ll‘_—_—'-
™ . [SS8]

i = e X f
i \ J R 55 B 7 o %
- 7
L 'k-l--.._‘__-

ABC-XYZ X

Ubrigens: entsprechende Seitenverhiltnisse sind b/c und y/z, Verhiltnisse entsprechender
Seiten sind b/y und c/z.

i b vy b c
Die Algebra lehrt: —=—=—=—,
c Z y z

4. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind dhnlich, wenn sie im Verhiiltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel

der groBeren Seite iibereinstimmen.

Beweis: analog wie beim 3. Satz.

Na=x ABC=XYZ 7

G b=y __
3"\\ B (SsW)
& — .4

oy

:: 1

i -— . ]

[‘ \\ ABC~-XYZ T X
A 3 B ax
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Bei Vielecken mit mehr als drei Ecken sind die Ahnlichkeitssitze wesentlich komplizierter.
Eine hinreichende Bedingung ist die Ahnlichkeit aller entsprechenden Dreiecke, zum Bei-
spiel sind die Vierecke ABCD und UVWX sicher dhnlich, wenn gilt

ABC ~UVW, ABD~UVX, ACD~UWX, BCD~VWX.

ic
/\ | .
B “m A B v W

D

U 7is /C' U /\
) /

'@ o g \

A =B 'v'l A \\W

W

Die Ahnlichkeitssiitze geben an, unter welchen Bedingungen Figuren dhnlich sind. Umge-
kehrt folgt aus der Ahnlichkeit von Figuren die Gleichheit aller entsprechenden Winkel und
aller entsprechenden Streckenverhiltnisse und aller Verhidltnisse entsprechender Strek-
ken.

Fiir die Flicheninhalte dhnlicher Figuren gilt der

Satz:
Die Flicheninhalte dhnlicher Figuren verhalten sich wie die Verhiltnisse der Qua-
drate entsprechender Strecken.

AV A
Beispiel: — = — = m?
P A a*
Der Satz folgt aus den Eigenschaften der zentrischen Streckung. Sl

Der 1. Ahnlichkeitssatz eignet sich zur Herleitung einer praktischen Formel fiir die Dreieck-
fliche. Weil jedes Dreieck durch die Linge seiner Seiten eindeutig bestimmt ist, mull auch
sein Flicheninhalt aus den drei Seitenlingen berechenbar sein. Der Weg zu dieser Formel
fiihrt iber vier Stationen:
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(1) Inkreisradius und Fliche
Fiir die Dreieckfliche F gilt

) ; : halber Umfang s
F=ziap+ibp+ico=:(a+b+c)o. T 0N
= = s=3{a+b+c) L 0 F
a1 =3
Den halben Umfang kiirzen wir ab mit s: 1 i \
b~ g “\ a
N -~ Bt N
.'-{ﬂl T b t L’} S. /,f'/ W 3 \,_..
,’f’/. ? \\
Es ergibt sich F=s¢ bzw. o=-— B %
(2) Ankreisradius und Fliche
Fiir die Fldche F’ des Vierecks ABW,C gilt einerseits
F'=F + Fliche (BW,C) =F + 1ap,
und andrerseits
F' = Flache (ABW,) + Fliache (AW,C) = jcp, + 1bo,
F+3ag,=1cg, +1bg,
F=i(ct+b—-a)g,=i(ctb+a—2a)g,=(s—a)e.
~_F
=t si—n
einerseits andrerseits
4 F
C.~ %53 C. 3
A — W, — LW,
y 7 & 7
bl \ ) To g M
//. "\__ Qa :/' 4
4 A / /0
// . % ; - < / g
- i ;, /," 7
../ LT R 74
A c B A c B

(3 Tangentenabschnitte
Zwei sich schneidende Tangenten an ein und demselben Kreis haben gleich lange Tan-
gentenabschnitte. Deshalb gilt
einerseits w+v+y=w+u+x,
also . Nty == Tangentenabschnitte u,v,w,x,y
andrerseits u+v=x+y @.

Aus (D) und () ergibt sich x=v und y = u. o= c >
/"\__
b= W,
7 \
= W \_\\
/', N
/// u\'-
z" = e \‘(
_A‘ u B X
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(4) HERON-Formel
Die Innen- und die AuBenwinkelhalbierende an der Ecke eines Dreiecks stehen aufein-
ander senkrecht. Deshalb sind die Winkel VBW, und UWB gleich groB (paarweise senk-
rechte Schenkel). Also sind die Dreiecke WUB und BVW, éhnlich (1. Ahnlichkeitssatz),
und es gilt

g

¥
u E

AuBerdem ist
s—b=u+v+w—-(v+w)=u,
s—c=u+v+w —-(u+w) =v und damit

g i STe

also pgo,=(s—b) (s—c).
s—b 0z

Wir setzen o und p, aus (1) und (2) ein:
F B

S (5—aj)

={s5—b) (§—¢) Fi=35(s—a) (s—b) (s—c)

F=ys(s—a) s—b) 5—¢) |

HERON-Formel

c. 9.
- S Wa

v e

> i
- /
W £

- "'M,_ F g‘d
e g p
e e
5;. Sl IR

Diese Formel heit Heron-Formel nach dem griechischen Physiker HERON VON ALEXANDRIA
(wahrscheinlich 1.Jahrhundert n. Chr.). Sie war allerdings schon ARCHIMEDES VON SYRAKUS
(285 bis 212) bekannt.

Eine kuriose Folgerung:

: F ) F
ebenso wie p, =——— gilt auch g,=——— und
§—a s—b
F .
0. =——— und damit
F«E+E:F F* ;
00,000 = = FL, also

zs_(s—a] (s—b) s—c) F

F = y00.0,0.
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Aufgaben

1. Zeichne das Dreieck ABC und die Strecke [A'C'] mit A(2|2), B(1]0), 16
C(4]2), A'(5|11), C'(5|15). Gib eine Ahnlichkeitsabbildung an, die [AC] 0 0 10
auf [A'C’] abbildet; beschreibe die Kongruenzabbildung und die zentrische 0
Streckung genau.

Konstruiere B' vom Dreieck A'B’C’ und gib die Koordinaten an. (Zwei Lo-
sungen!)

2. Zeichne das Dreieck ABC mit A(1]1), B(13,5|1) und C(9|7). D ist FuB- 12
punkt von h.. 0 0 14
a) Drehe [DB] um D mit +90° (Gegenuhrzeigersinn) und bilde B’ mit 0

einer zentrischen Streckung am Zentrum D auf C ab.
Konstruiere das Bild C” von C bei dieser zusammengesetzten Abbil-
dung.

b) Spiegle [AC] an w; und bilde C’ mit einer zentrischen Streckung am Zentrum B auf
D ab.
Konstruiere das Bild A” von A bei dieser Ahnlichkeitsabbildung.

c¢) Spiegle [AB] an w, und bilde B’ mit einer zentrischen Streckung am Zentrum A auf
C ab. B
Konstruiere das Bild C” von C bei dieser Ahnlichkeitsabbildung.
3. Berechne alle Winkel und Streckenliingen, wenn gilt: AABC ~ AADB.

b) /7
/_/

il

4. Von den Vierecken ABCD und A’B'C’'D’ ist bekannt:
ABCD ~A'B'C'D',a=8,b=6,c=3,d =35, Umfang u’ = 33. Berechne a’. b’. ¢’ und d’.

5. Es gilt: AABC~AA'B'C,, a=445,b=5¢c=11, h,=4 und b’ = 2.
Berechne a’, ¢’ sowie die Flicheninhalte F und F’ der Dreiecke.

6. Beweise: AABC ~ AADE
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7. Welche Dreiecke sind dhnlich?

10.

11.

12.

Tip: Umfangswinkel

. Beweise: Gleichschenklige Dreiecke sind &hnlich, wenn sie

a) im Winkel an der Spitze
b) in einem Basiswinkel
¢) im Verhiltnis Basis/Schenkel iibereinstimmen.
Beweise: Rechtwinklige Dreiecke sind dhnlich, wenn sie
a) in einem spitzen Winkel
b) im Verhiltnis der Katheten iibereinstimmen.
In welchen Fillen sind die Figuren sicher dhnlich?
Gib jeweils ein Gegenbeispiel an (falls moglich).
a) zwei Strecken
b) zwei Kreise
¢) zwei gleichseitige Dreiecke
d) zwei gleichschenklig rechtwinklige Dreiecke
e) zwei Rauten
f) zwei Rechtecke
g) zwei gleichschenklige Dreiecke mit einem 50°-Winkel
h) zwei Parallelogramme mit einem 60°-Winkel
i) zwei Quadrate.
Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Spitze C. Der Kreis um A mit Ra-
dius ¢ schneidet CB in D.
a) Zeige: AABD ~ ACAB
b) Zeige: AB ist geometrisches Mittel von BC und ﬁ: das heiBt: AB = yfh__fuﬁ
¢) Bei welchen Dreiecken ABC ist der Fldcheninhalt vom Dreieck ABD kleiner/
gleich/groBer als der vom Dreieck ABC?
Zeichne ein Dreieck ABC mit den drei Héhen; H ist der Hohenschnittpunkt, und H,,
H,, H, sind die HéhenfuBlpunkte.
a) Welche Dreiecke sind dem Dreieck AHH, dhnlich?
b

i , h
b) Folgere durch Auswahl geeigneter dhnlicher Dreiecke: h = =t
h (¢
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*13. Zeige: a) ADC ~ ACEB
—— b __abc
W MRS T s

Tip: Umfangswinkel

E

14. Zeige: CD = -,n’rd\f)lﬁ

p
VCQ-PB

15. Zeige: F{_} =

i~
L

o
A
7 p
iy g B

16. Zeige: CY - AX = const

s Tip: Umfangswinkel
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18. Zeige: a) AE = EB
b) AADE ~ ABCD

¢) AE=yED:CE

£ Tip: Umfangswinkel

19. Zeige: s=+yCD-CE

c

A D B
E Tip: Umfangswinkel

220. w, schneidet [AB] in T, ein Kreis k durch C beriihrt AB in T
Zeige:
a) Die Sehne [PQ] ist parallel AB.
b) ACPT ~ ACTB
c) ACQT ~ ACAT
d) CT = yCP-CB = /CQ-CA

21. a) Wie lautet die HERON-Formel fiir ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a?

b) Berechne a, falls 4F = 273 .
¢) Berechne die Hohe fiir das Dreieck in b).




22,

23.

23,

26.
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Berechne die fehlenden Stiicke des Dreiecks ABC; u ist der Umfang.

I 1 b c u h, 1 h,
a) 4 13 15
b) 10 17 36
c) 1643 a a
d) 12 1 8
.e) 14 | 42 | 12
s f) 42 | . 20 - | 12

a) Wie lautet die HERON-Formel fiir ein gleichschenkliges Dreieck mit a=b?
b) Berechne F, falls a=b =5 und ¢ =6 ist.
¢) Berechne h, und h, fiir das Dreieck in b).

. Zeichne die Kreise k; (M,(5|5), r; = 5) und k, (M,(1113), r, = 2,5), M, M, = 10.

Konstruiere die Kreise mit Radius 1,5, die k, und k, berlihren. Beweise mit der HERON-
Formel, dal} die konstruierten Kreise keinen Punkt gemeinsam haben. Wie nahe kom-
men sich die Kreise?

Flicheninhalt?

a) b) c)

20
9 9
N
L 5
8

Wie teuer ist das Grundstiick, wenn ein Quadratmeter 250 DM kostet?

17 0

5

angaben in Meber




27,

28.

»29,

Mit der HErRON-Formel konnen wir aus den Seiten den Flicheninhalt eines Dreiecks
berechnen. Bis heute hat man keine Formel gefunden, mit der man aus den Seiten
den Fliacheninhalt eines Vierecks berechnen kann. Warum wohl?

a) Auf einem MeBtischblatt (MaBstab 1:5000) hat ein dreieckiges Grundstiick die
Seitenldngen 13 mm, 20 mm und 21 mm. Wieviel m? hat das Grundstiick?

b) Auf einer Ubersichtskarte (MaBstab 1:500000) hat ein See etwa die Form eines
Vierecks ABCD mit AB=13mm=DC, BC=14mm, AD=4mm und
AC = 15 mm. Wieviel km? hat der See?

Faltet man ein rechteckiges Blatt so, daB die lingeren Seiten halbiert werden, so ent-
steht wieder ein Rechteck.

a) Wie verhalten sich die Seiten des Rechtecks, wenn beide Rechtecke dhnlich sind?

b) Die DIN-A...-Rechtecke haben die Eigenschaft des Rechtecks von a), und das
DIN-AQO-Rechteck hat den Fldcheninhalt von einem Quadratmeter. Beim Falten
des DIN-AQO-Rechtecks entstehen der Reihe nach Rechtecke vom Format DIN-A1,
DIN-A2, ...

Berechne Flicheninhalt und Seitenlingen des DIN-A4-Rechtecks.

. Zeige: AABC ~AA'B'C’ und AB|A'B.

il
Hilfen: Winkel XZY ==-(c + §), Winkel XZC = £
Winkel XAC = % (Thales iiber [XZ])




4.3 Ahnlichkeitskonstruktionen

Manche Konstruktionsaufgaben lassen sich nur l6sen, indem man zuerst eine dhnliche Fi-
gur konstruiert und sie dann mit einer zentrischen Streckung auf die passende GriBe bringt.
Dazu zwei Beispiele:

1. Beispiel: Konstruiere ein Dreieck ABC mit ¢ =76°, §=53°und a+c=09.

c Planfigur

BNB

Konstruktion
5
Cor fihnliche Figur
3 ABC
a
i
a c B 1
A B D

zentrische Streckung

A=A B B D D

Lisungsidee: Zuerst konstruiert man ein Dreieck A'B'C’ mit o' = 76° und
B’ = 53° und beliebiger Linge c¢'. In dieser Hilfsfigur zeichnet man
die Strecke [A'D’] der Linge a’ + ¢’ ein. Von A’ aus trdgt man die
gegebene Lange a + ¢ bis D ab. Die zentrische Streckung mit Zen-
trum A, die D’ auf D abbildet, liefert C und B als Bilder von C’ und
B’ (gestrichelte Parallelen im Bild!).

Dieses Verfahren eignet sich auch fiir verwandte Probleme.

Anleitung fiir Ahnlichkeitskonstruktionen:

e [aB die gegebene Linge s zunichst weg und konstruiere aus den restlichen Stiicken eine
dhnliche Figur.
(Dabei kannst du eine Linge beliebig wihlen.)

e Zeichne in der dhnlichen Figur die entsprechende Linge s’ ein.

e Wihle einen Endpunkt von s’ als Zentrum einer zentrischen Streckung und trage von ihm
aus die Linge s ab.

* Die zentrische Streckung mit dem gewédhlten Zentrum, die den anderen Endpunkt von s’
auf den anderen Endpunkt von s abbildet, liefert die gesuchte Figur.
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2. Beispiel: Konstruiere ein Dreieck ABC mit b:c=4:5, ¢ =67° und w, = 4.8.

G’

(_ Planfigur : D.-W,

T
W,

Lisungsidee: Zuerst lassen wir w, weg und konstruieren ein Dreieck mit b’ =4,
¢'=5 und o = 67°. Der Rest steht im Bild.

Ein besonderer Typ von Ahnlichkeitskonstruktionen sind die Einbeschreibungsaufgaben.
Dazu ein Beispiel: Einem gegebenen Dreieck ABC soll ein Quadrat PQRS so einbeschrie-
ben werden, daBl die Quadratseite [PQ] auf c liegt.

Losungsidee: Ins gegebene Dreieck zeichnet man zuerst ein Quadrat P'Q'R’S’, von dem die
Ecken P und Q auf ¢ und R auf a liegen. Damit ist die Einbeschreibungsauf-
gabe flrs dhnliche Dreieck A'B'C’ gelost. Die zentrische Streckung mit Zen-
trum A, die das Dreieck A'B'C’ aufs Dreieck ABC abbildet, liefert das gesuchte
Quadrat. (Die Strecke [A'C’] ist fiir die Konstruktion im Grunde nicht nétig.)

2
C ¢
/ Planfigur 8 SR
|:|- 1
s/ R : i
N '
/
A I ——\LH y : ! L =S
P Q A P A P Q Q B=B

Aufgaben
1. Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck ABC mit ¢ + h, = 15.
2. Konstruiere ein bei C rechiwinkliges Dreieck ABC mit
a) f=060° w;=6 b) x=35°,c+h,=17,5
¢) a:ic=5:9, ¢c—h,=6.
3. Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck ABC (Spitze C) mit
&) bic =757 b) f=70° Umfang u = 24.
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10.

11.

12,

13.

14.

13;

16.

17.

88

. Konstruiere ein Dreieck ABC aus:

a) x=f=70°%h,=5,5

b) f=45°% y=75%5,=6

c) a=45°, §=105°,b—a=3

d) f=45° y=170° h, + h, = 14.
Konstruiere ein Dreieck ABC mit

a) b:c=5:8 x=50° s,=8

b) a:¢c=3:2, f=105° h,=8,5.
Konstruiere ein Dreieck ABC mit

a) a:bic=4:2:5w,=35

b) a:b:c=3:4:6, Umfang u = 25.,5.

Konstruiere ein Dreieck mit h,:hy,:h.=3:4:6, a—b=2.

. Konstruiere ein Dreieck mit h, =8, hy =6, h, = 5.

Konstruiere ein Rechteck ABCD mit

a) a:b=2:1, AC=9

b) 4CAB = 25° Umfang u = 20.

Konstruierﬁine_Raule ABCD mit

a=6 und AC:BD =2:3.

Beschreibe einem Kreis mit Radius 5 ein Dreieck ein, dessen Seiten sich wie 6:5:4
verhalten.

Zeichne ein Quadrat der Seitenlinge 8 und beschreibe ihm ein gleichseitiges Dreieck
ein.

Beschreibe dem Dreieck ABC mit a=6, b=7 und ¢ = 8 ein Dreieck DEF ein, wobei
DF|BC,d:e:f=5:6:4 und E auf BC liegt.
Zeichne iiber der Strecke RS = 10 einen Halbkreis.
a) Beschreibe dem Halbkreis ein Quadrat ein.
b) Beschreibe dem Halbkreis ein Rechteck ein, dessen Seiten sich wie 2 :3 verhalten.
Zeichne das rechtwinklige Dreieck ABC mit a =8, b= 6 und ¢ = 10. Beschreibe dem
Dreieck ein:
a) ein Quadrat
b) ein Rechteck mit dem Seitenverhiltnis 2:1

ec) eine Raute, von der eine Seite parallel ist zu w,.

Zeichne ein Quadrat ABCD mit a = 8 und den Punkt E auf [CD] mit CE = 2.
Beschreibe dem Quadrat ein anderes Quadrat ein, von dem eine Seite parallel zu AE
ist.

Zeichne das Dreieck ABC mit a=9, b= 12 und ¢ = 6. Beschreibe dem Dreieck ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck ein, dessen Hypotenuse parallel zu a ist.




18. Das Bild zeigt einen Kreissektor (Kreisausschnitt) mit Mittelpunktswinkel w.
Beschreibe einem Kreissektor mit r = 10, u = 60° ein Quadrat so ein, daB

a) zwei Ecken auf einem Radius liegen
ol . : .
RS o b) zwei Ecken auf dem Bogen liegen.
1
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¢19. Zeichne das Dreieck PQR mit P(10|9), Q(6]7), R(11|2) und den Kreis um
M(5|6,5) durch P.

Beschreibe diesem Kreis ein Dreieck ein, das dem Dreieck PQR &hnlich
ist.
20.

Zeichne das Dreieck ABC mit A(0]0), B(16|0), C(4|8) und die Punkte
R(11,5]6), S(12,5|9), T(9,5|7). Beschreibe dem Dreieck ABC ein Dreieck
UVW so ein, daB seine Seiten paarweise parallel sind den Seiten des Drei-
ecks RST.

21. Erklire die Konstruktion des geometrischen Mittels von THOMAS STRODE.

g=vab




* 4.4 Ahnlichkeit und Kreis

Zwei Figuren heiBen dhnlich, wenn es eine Ahnlichkeitsabbildung gibt, die die eine auf die
andre abbildet. Bei zwei nicht kongruenten Kreisen gibt es immer zwei zentrische Streckun-
gen, die den kleineren auf den groBeren abbilden. Das Zentrum Z liegt auf der Zentrale
MM’ weil M’ das Bild von M ist. Zwei parallele Radien bestimmen ein weiteres Paar von
Punkt und Bildpunkt (im Bild sind es A und A"). Die Gerade AA’ schneidet MM’ in Z. Fiir

' L

r r
die Streckfaktoren gilt m, = e =

=
-

Weil kongruente Kreise sowieso dhnlich sind, gilt der

Satz:
Alle Kreise sind dhnlich.

Legt man von den Zentren Z, und Z, die Tangenten an einen der beiden Kreise. so bekommt
man die gemeinsamen inneren und duBeren Tangenten der beiden Kreise.

gemeinsame Tangenten

Begriindung: Tangenten des einen Kreises werden auf Tangenten des andern Kreises abge-
bildet. AuBerdem ist jede Gerade durchs Zentrum Fixgerade.

Mit den Eigenschaften der Ahnlichkeit und dem Umfangswinkelsatz beweisen wir einige
wichtige Sétze iiber Sehnen, Sekanten und Tangenten.

Im Sehnenviereck ABCD sind die Winkel ABD und ACD gleich groB, weil sie iiber dersel-
ben Sehne [AD] als Umfangswinkel stehen. Die Winkel ASB und DSC sind gleich groB, weil
sie Scheitelwinkel sind. Deshalb stimmen die Dreiecke ABS und CDS in den Winkeln iiber-
ein und sind dhnlich. Also gilt u:v=v':u’ oder uu’ = vv’. Es gilt der
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Sehnensatz:

Zeichnet man durch einen beliebigen Punkt S in einem Kreis verschiedene Sehnen, so
ist das Produkt der jeweiligen Sehnenabschnitte eine Konstante.

g = vy uu' = vv'= ww = const

Eine direkte Folgerung ist der

Hohenabschnitt-Satz:
Im Dreieck zerlegt der Hohenschnittpunkt die Héhen so, daB das Produkt der Hohen-
abschnitte bei allen drei Hohen konstant ist.

(Beweis mit Sehnensatz und Thaleskreis)

Liegt S auBerhalb des Kreises, so gilt ein entsprechender Satz fir die Sekantenabschnitte.
Die Dreiecke SAC und SBD sind #hnlich, weil sie bei S einen gemeinsamen Winkel haben
und in den Winkeln bei A und D iibereinstimmen (Umfangswinkel der derselben Sehne
[BC]). Also gilt u:v=v":u’ oder uu’ = vv'. Es gilt der

Sekantensatz:
Zeichnet man durch einen Punkt S auBerhalb eines Kreises verschiedene Sekanten,
so ist das Produkt der jeweiligen Sekantenabschnitte eine Konstante.

u-

Dl C-
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Fin Sonderfall ist der

Sekanten-Tangentensatz:

Zeichnet man durch einen Punkt S auBerhalb eines Kreises eine Tangente und eine
Sekante, so ist das Produkt der Sekantenabschnitte gleich dem Quadrat des Tangen-
tenabschnitts vv’' = t2,

Beweis: Die Dreiecke SAT und SBT sind dhnlich, weil sie bei S einen gemeinsamen Winkel
haben und der Umfangswinkel bei A so groB ist wie der Sehnen-Tangenten-Winkel
bei T.

Die Sitze iiber Sehnen, Sekanten und Tangenten lassen sich zusgmmcnfassen:

Legt man durch irgendeinen Punkt S eine beliebige Gerade, die einen Kreis trifft, dann ist
das Produkt der Entfernungen zwischen S und den beiden Schnittpunkten unabhiingig von
der Wahl der Gerade, es hingt nur von der Lage von S ab. Ein Beriihrpunkt zihlt dabei als
»doppelter« Schnittpunkt.

Ahnlich wie den Sehnensatz beweist man den

Satz von Ptolemaios:
In jedem Sehnenviereck ist das Produkt der Diagonalen so groB wie die Summe der
Produkte der Gegenseiten: ef = ac + bd.

Beweis: Wir wihlen E so auf [AC], daB die Winkel CBD und ABE gleich sind. Dann sind
auch die Dreiecke DAB und CEB #hnlich, denn die Winkel BCA und BDA sind als
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Umfangswinkel iiber [AB] gleich groB, und die Winkel DBA und DBE sind nach
Konstruktion von E gleich groB.

Folglich gilt

dio =%

F _— also bd=ef—-fx @

AuBerdem sind die Dreiecke DBC und ABE idhnlich, denn die Winkel BAC und
BDC sind als Umfangswinkel iiber [BC] gleich groB und die Winkel DBC und ABE
sind nach Konstruktion von E gleich groB.

Folglich gilt:

Wiy

—=—_ also ac=fx.

f a

Setzen wir fx = ac in (@) ein, so ergibt sich bd = ef — ac oder ac + bd = ef, w.z.b.w.

Satz und Beweis sind fast 2 000 Jahre alt. Gefunden hat sie der dgyptische Astronom KrAu-
pros ProLemalos (=100 bis =160). ProLeMa1os lebte in Alexandria. Mit diesem Satz leitete
er seine beriihmten Sehnentafeln ab. Sehnentafeln sind mathematische Tabellen, die zum
Mittelpunktswinkel im Einheitskreis die Linge der zugehorigen Sehne enthalten. Noch
1000 Jahre spiter waren seine Tafeln unentbehrliches Hilfsmittel fiir geometrische Berech-
nungen. In seinem Hauptwerk »Almagest« legte er die mathematischen Grundlagen des da-
maligen Weltbilds: Die Erde steht im Mittelpunkt, Sonne, Mond und Planeten umkreisen
sie. Auf einer Kugelschale mit einem Radius 20 000mal so groBl wie der Erdradius sitzen die
Fixsterne. (Geozentrisches System)

Aufgaben
1. Konstruiere die gemeinsamen Tangenten zweier Kreise fur folgende Fille
a) MM, =6,1,=3,,=1,5
b) MM, =4, 1,=2,1,=4
©) MM,=8,1,=r,=3
2. Gib die gegenseitige Lage zweier Kreise an, die
a) 3 b) 2 c) 1 d) 0 gemeinsame Tangenten haben!

3. Zwei Kreise mit den Mittelpunkten M; und M, schneiden sich in A und B. Der
Schnittpunkt der gemeinsamen AuBentangenten sei Z. Verbinde A mit Z und zeige,
daB AZ einen der beiden Winkel halbiert, den die Geraden M;A und M,A miteinan-
der einschlieBen!

4. Zeichne zwei Kreise mit den Radien 2 und 3, die sich von auBen beriihren, sowie ihre
beiden gemeinsamen AuBentangenten. Konstruiere einen weiteren Kreis, der die bei-
den Tangenten beriihrt und der einen der beiden Kreise beriihrt. Berechne seinen Ra-
dius!
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7. Wie 6.

a) a=8,b=4,c=64

b) a:b=5:9,¢:d=7:3,d=9
8. Wie 6.

9,

10.

11.

94

Zeichne zwei Kreise mit den Radien 3 und 4, die sich von auBen berithren. Konstru-
iere alle Geraden, aus denen von beiden Kreisen je eine Sehne der Linge 5 ausge-
schnitten wird! (Hinweis: Wo liegen die Mittelpunkte aller Sehnen der Lénge 5 in
einem gegebenen Kreis?)

. Berechne die unbekannten Streckenlingen

a)a=7,b=1¢c:d=1:2
b) a:b=5:3, c:d=4:15,a+b=24

a) a=12, bic=4:5
b) a:b=9:5.¢c=56

Zeichne die Figur fiir r = 5 und begriinde:

a) a=2r, b=ry3 = \
a
L T &
b) c=~2—(1,|"13 -1) 3 /

m

MITTELEI L

a) Zeichne die Figur fiir a =2 und b = 6. ¢

b) Begriinde: GE = a;— (arithmetisches Mittel) a—af, i i 5
¢) Begriinde: GC = 1@ (geometrisches Mittel) F/

d) Begriinde: GE = azibb (harmonisches Mittel)

Tl e b

Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit y = 90° und den HéhenfuBpunkt F von
h

Beweise: AC°'=AF-AB und BC’=BF-AB.

(Tip: Thales {iber [BC] bzw. tiber [AC])

ce




12. Zeige: c*=a*+ b’ 13. Zeige: h? = AF-FB

E A~
D: BT, b Ic I A A ¢ B
¢ =1
B

14. Zeichne den Kreis k; mit Radius r und den dazu konzentrischen Kreis k, mit Radius
2r sowie einen Punkt P auf k,.
Zeige: Zeichnet man von P aus die Tangente an k;, so hat der Tangentenabschnitt die
Linge T'1,|'If3__
215, Die Tangenten durch P berithren in B und D. PA ist eine beliebige Sekante, sie
schneidet den Kreis noch in C. Zeige: ac = bd.

L
216. Zwei Kreise beriihren sich von aulBen.
Zeige: Die Linge g der gemeinsamen Tangentenstrecke ist das geometrische Mittel
der beiden Durchmesser b und D:

g=+4dD .
g =vdD

D -

¢17. a) Formuliere die Umkehrung des Sekantensatzes und beweise sie.
b) Liegen A, B, C und D auf einem Kreis?

D
-7

Kreis durch AB,C.D?

A ]
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18.

19.

20.

*21.
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[AB] ist gemeinsame Sehne von Krei-
sen. Von P (auf AB) sind alle Tangenten
an die Kreise gelegt.

Mach eine Zeichnung fiir AB =5 und
PB=4 und bestimme den geometri-
schen Ort der Beriithrpunkte.

SEHWEITE

Ein Auge A in der Hohe h sieht den Ho-

rizont H in der Entfernung s.

a) Zeige: s = yh?+ 2hr .

b) Berechne s fiir die Hoéhen 2m,
100 m, 2 km und 10 km. (Erdradius
6370 km)

POTENZ

a) Liegt ein Punkt P auBerhalb eines
Kreises k, dann heit t’=PU:-PV
die Potenz p von P beziiglich k.
Zeige: p=a’—r’. Wo liegen alle
Punkte mit gleicher Potenz p?

b) Liegt ein Punkt P innerhalb eines
Kreises k, dann heiBt die Zahl
—PU - PV die Potenz p von P beziig-
lich k. Zeige: p=a’—r’. Wo liegen
alle Punkte mit gleicher Potenz
p<0? Wie groB kann p sein? Wo
liegen alle Punkte mit p=107?

POTENZGERADE

a) Zeige: Der geometrische Ort der
Punkte mit gleicher Potenz
beziiglich zweier sich schnei-
dender Kreise ist die Chor-
dale.

b) Zeige: Schneidet ein Kreis die bei-
den Kreise rechtwinklig,
dann liegt sein Mittelpunkt
auf der Chordale.

F
A
i
//
B/
A7
I/J
.’: -
o
o
Al
A
h e
H
4
P
P
IR
1 g :
|
E!l v
1 M
r \.V
U
P
a
R e




22. Zeige: v=w

W

w

23. Im 7.Jahrhundert hat der indische Mathematiker und Astronom BRAHMAGUPTA eine
Formel gefunden, mit der sich der Flicheninhalt eines Sehnenvierecks aus den Seiten
berechnen 140t:

F= y{(s—a} (s—b)(s—¢c)(s—d), wobei 2s=a+b+c+d ist.
a) Welche Formel ergibt sich fiird=07?

b) Berechne den Flicheninhalt vom Sehnenviereck mit den Seitenlidngen 5, 6, 7 und

10.
224. Im Sehnenviereck ABCD ist e die Linge der Diagonale [AC] und f die Liange von
[BD].
- + bd) + ¢d) (ac +
Feiger ol = (ad + bc) (ac + bd) £ — (ab + cd) (ac + bd)

ab + cd ad + bc
(Tip: Es gibt drei verschiedene Sehnenvierecke mit a, b, ¢ und d als Seitenlingen.
Wende dann dreimal Ptolemaios an!)

§25. r ist der Umkreisradius des Sehnenvierecks ABCD.
(ac + bd) (ab + cd) (ad + bc)
l6(s—a)(s—Db)(s—c)(s—d)
2s=at+b+c+d
(Tip: Betrachte Dreieck ABD und verwende »4r- Dreieckfliche = adf«, siche Aufgabe
4.2./13.)

¢26. Beweise den Satz von BRanmaGurra in Aufgabe 23.
(Tip: Aufgabe 24 und 25)

Zeige: r?=

§27. Konstruiere ein Sehnenviereck mit a=3, b=35, ¢=2 und d = 6. REclomoNTANUS hat
1464 diese Aufgabe gestellt, die erste Losung (1585) stammt von dem italienischen
Mathematiker BENEDETTI. (REGIOMONTANUS war der deutsche Mathematiker und
Astronom Johannes M{ULLER, er nannte sich nach seinem latinisierten Geburtsort Ko-
nigsberg.)
(Tip: Drehe Dreieck BCD und B in die Lage BC'D’, so daBl C’ auf AB liegt, und kon-
struiere zuerst den Schnittpunkt von AB und DD’.)
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5. Kapitel
Flachensitze fuirs rechtwinklige Dreieck




5.1 Die Sitze

Der berithmteste und wichtigste Satz der Geometrie ist nach dem griechischen Mathemati-
ker PYTHAGORAS VON Samos (=570 bis =497) benannt.

Satz von Pythagoras:
Im rechtwinkligen Dreieck sind die Kathetenquadrate zusammen so groll wie das Hy-
potenusenquadrat.

2 g 3
a+b=c
Fiir diesen Satz kennt man heute etwa 400 Beweise. Aus Platzgriinden fiihren wir bloB ei-
nige vor.
Beweis von PytHAGORAS: Der einfachste Beweis stammt vermutlich von ihm selber, man fin-

det ihn aber auch im chinesischen Manuskript Chou-Pei aus der Han-Dynastie (206
v. Chr. bis 220 n. Chr.).

e

Der Beweis beruht auf der Erginzungsgleichheit von Figuren. In einen quadratischen
Rahmen (Seitenldnge a + b) legt man vier kongruente rechtwinklige Dreiecke mit
den Katheten a und b. Je nach Anordnung bleibt einmal das Hypotenusenquadrat
(c?) und das andere Mal die beiden Kathetenquadrate (a?, b?) iibrig.

Beweis von NaIrizi: Der arabische Mathematiker
und Astronom ABU-L-ABBASAL-FADLIBN Ha-
TIM AN-NATRIZI (um 900, Bagdad) zeigt, wie .
man das Hypotenusenguadrat in die beiden B
Kathetenquadrate verwandelt, indem man
zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke ver- - J &
schiebt. iy

Beweis von NAIRIZI




Beweis von Buaskara: Der indische Mathematiker und Astronom BHASKARA ATSCHARJA

(1114 bis =~1178) bringt in seinem um 1150 entstandenen Werk »Stirnjuwel der Lehr-
meinungen« einen Beweis, der nur aus zwei Zeichnungen und einem Hinweis be-
steht. Wer’s indisch nicht sieht, studiere die erklirenden Bilder:

KUKMALDHA
y - | . : ,‘:"

= M ! ~.l7

SCHAUHIN

Um 300 v.Chr. hat EukLiD in seinem bedeutenden Werk »Die Elemente« einen Satz bewie-
sen, der den Satz von PYTHAGORAS einschlieBt. In diesem Satz kommen die Hypotenusen-

abschnitte q und p vor — das sind die Teilstrecken, in die der HéhenfuBpunkt die Hypote-
nuse zerlegt.

o
P
b 4)‘)‘ ‘\\\\'\-\
/o ok
.rf :h {\,
/ | s
/ i =

. q : p
y

an b anliegender an a anliegender
Hypotenusenabschnitt
Satz von Euklid:

Im rechtwinkligen Dreieck ist ein Kathetenquadrat so groB wie das Rechteck aus der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt. (Kathetensatz)

b’ +a’=qe +pe = [gsple = ¢?

Eukrip bei der Arbeit

Wendet man diesen Satz auf beide Katheten an, so ergibt sich der Satz von PYTHAGORAS.
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Beweis nach FEGERT: Dieser besonders einfache Beweis beruht auf der Ergdnzungsgleichheit
zweier Figuren. In einen viereckigen Rahmen legt man zwei rechtwinklige Dreiecke.
Je nach Anordnung bleibt einmal das Kathetenquadrat (a?) und das andere Mal ein
Rechteck (pe) iibrig.

Beweis von BARAVALLE (HERMANN voN, Wien 25.5.1898 bis 6.7.1973 Buchenbach bei Frei-
burg): In einer Bildfolge kommen eine Verschiebung und zwei Scherungen vor.

(Aufgabe 113/1.)
! ."\1 B \‘n\‘ “l\u‘
i o B
¥ .
! ' .fJ ‘r;
A J . %

.

~

i
[
A

Beweis von EUKLID: Kongruenz: ABCY = ABUA (SWS)
Scherung: Fliche (BCY) = Fliche (BFY) = 0,5 Flidche (BFXY)
Scherung: Flache (BUA) = Fliche (BUC) = (0,5 Fliche (BUVC)
also ist Fliche (BFXY) = Fliche (BUVC).
(Zur Kongruenz: Man kann sich auch vorstellen, daB das Dreieck BCY bei einer
Vierteldrehung um B ins Dreieck BUA libergeht. CY und UA sind zueinander senk-
recht.)

»Die Elemente« von EUkLID enthalten neben dem Satz von PyrHAGORAS und dem Katheten-
satz noch einen dritten Flachensatz:
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Hohensatz:
Im rechtwinkligen Dreieck ist das Hohenquadrat so groB wie das Rechteck aus den
Hypotenusenabschnitten.

h* = pq

Beweis mit Ergdinzungsgleichheit: In einen dreieckigen Rahmen legt man zwei rechtwinklige
Dreiecke. Je nach Anordnung bleibt einmal das Héhenquadrat (h?) und das andere
Mal ein Rechteck (pq) iibrig.

13 T
Pq X

Beweis mit Scherung: Ahnlich wie beim Beweis von BAravaLLE 1dBt sich das Hohenquadrat
mit drei Scherungen in das Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten verwan-
deln.

(Aufgabe 2)

Der Pythagoras-, der Katheten- und der Hohensatz lassen sich aber auch ganz anders bewei-
sen: Man nutzt die Eigenschaften dhnlicher Dreiecke aus.

Beweis fiir alle 3 Flachensitze: Die Hohe zerlegt ein rechtwinkliges Dreieck in zwei dhnliche
Teildreiecke, die auch noch dem ganzen Dreieck dhnlich sind. Wegen der Gleichheit
der Seitenverhiltnisse ergibt sich durch einfache Umformung der Satz von Eu-
KLID:

AAFC ~ ACFB ~ AABC
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i y B L6 ' .
ACFB ~ AABC, also E e und damit a®= pc.
Entsprechend ergibt sich b? = pc und daraus der Satz von PYTHAGORAS a’ + b? = pc
+qc=(@p+4q)c=c’

Den Hohensatz schlieBlich findet man so:
h C : ;
ACFB ~ AAFC, also —-= F! und damit h?=pq.
Der letzte Beweis steht in der »Practica Geometria« (1220) von Leonardo FiBoNAccI
(1170 bis 1240, Pisa).

Fiir den Katheten- und den Hoéhensatz gibt es noch eine andre Deutung: Der Kathetensatz

4Bt sich auch schreiben als a = +/pe , das heiBt, eine Kathete (a) ist das geometrische Mittel
von Hypotenuse (c) und anliegendem Hypotenusenabschnitt (p). Der Kathetensatz 1aft sich
aber auch schreiben als Proportion c:a = a: p. In dieser Gleichung steht a nicht nur bildlich
zwischen c und p, auch dem Wert nach liegt a zwischen ¢ und p. Deshalb bezeichnet man a
als mittlere Proportionale oder auch als geometrisches Mittel, das heiBt: Eine Kathete (a) ist
die mittlere Proportionale von Hypotenuse (¢) und anliegendem Hypotenusenabschnitt

(p).

Entsprechende Uberlegungen gelten auch fiir den Hohensatz h? = pq oder h = ypq oder
p:h=h:q.

Der Zusammenhang a* + b? = ¢? zwischen den Seitenlingen eines rechtwinkligen Dreiecks
hat von jeher findige Kopfe gereizt, natiirliche Zahlen a, b und c zu suchen, die diese Glei-
chung erfiillen. Schon vor 4000 Jahren haben die Babylonier solche Zahlen gekannt, wie
eine Liste auf einer altbabylonischen Keilschrifttafel beweist. Man nennt sie »Plimpton
322« weil sie in der Plimpton Bibliothek der Columbia Universitidt in New York aufbewahrt
wird. Man vermutet, daB die Babylonier auch schon von der Beziehung a* + b* = ¢? gewuBt
haben, aber als Baumeister und Landvermesser keine Notwendigkeit sahen, sie zu bewei-

sen.
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Eine der hdufigsten und wichtigsten Aufgaben der Mathematik und ihrer Anwendungen ist
es, die Entfernung zweier Punkte bzw. eine Streckenldnge zu berechnen. Der Satz von Py-
THAGORAS ist dazu das einfachste Mittel. Vor allem deshalb ist er in der Geometrie so unent-
behrlich.

Man nennt drei natiirliche Zahlen a, b und ¢ ein pythagordisches Zahlentripel, wenn fiir
sie gilt a> + b? = ¢. Das einfachste ist 3, 4 und 5. Auch 6, 8 und 10 oder 9, 12 und 15 sind
pythagoridische Tripel; die zugehorigen Dreiecke sind dhnlich. Als primitive pythagoridische
Tripel bezeichnen wir nur solche, deren Zahlen keinen gemeinsamen Teiler haben. Man
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weil heute, daB es unendlich viele primitive pythagoriische Tripel gibt. In der Tabelle ste-
hen alle mit ¢ < 100.

a }3 5 ‘ g 7120 | 12 ‘ glifeag g lite ‘ 33 | 48 | 13 | 36 | 39 | 65

. _ | -
b‘f‘r 12 | 15 ‘24 21 35‘4() |4."1 60 | 63 56‘55 84|??i80 72

5uled 3% [l ol 25 (290137 ! 41 e L6l INGS | 65 | 73 | 85 | 85 ‘ 89 | 97
Die Untersuchung der pythagordischen Tripel hat zu einem der bekanntesten bis heute un-
gelosten Probleme der Mathematik gefithrt. Der franzosische Jurist und Hobby-Mathemati-
ker Pierre FERMAT (1601 bis 1655) las in der »Arithmetica« des griechischen Mathematikers
DI10PHANTOS VON ALEXANDRIA (=250 n.Chr.), daB man mit den Formeln a = 2xy, b = x* — y?
und ¢ = x* + y* alle primitiven pythagoriischen Tripel erzeugen kann (wenn x, y teilerfremde
natiirliche Zahlen sind und die Differenz x — y ungerade ist). FERMAT wollte wissen, ob sich
entsprechende Gleichungen wie a’+b’=c¢? a*+ b*=c* oder allgemein a"+ b" = ¢c* mit
ganzzahligen Tripeln 16sen lassen, und schrieb auf den Rand der Arithmetica die folgen-
schwere Bemerkung: »Es ist unmoglich, einen Kubus in zwei Kuben oder ein Biquadrat in
zwel Biquadrate und allgemein eine Potenz, héher als die zweite, in zwei Potenzen mit dem-
selben Exponenten zu zerlegen. Ich habe dafiir einen wahrhaft wunderbaren Beweis ent-
deckt, doch ist der Rand hier zu schmal, um ihn zu fassen«, das heiBt: die Gleichung
x" + y" = z" hat nach FERMAT fiir n > 2 keine Ldsung mit natiirlichen Zahlen.

Seit FERMAT 1637 dies geschrieben hatte, suchte man nach diesem Beweis. FErmAT fand
einen Beweis fiir n =4. 1825 bewies A. LEGENDRE, daB die Vermutung fiir n = 5 stimmt.
Schon 1770 konnte L. EuLer den Fall n = 3 und 1839 G.LamE n =7 erledigen. E. KUMMER
(1810 bis 1893) zeigte, daB Fermar fiir alle Primzahlen einer besonderen Art recht hatte.
Seit 1976 weiB man nach S. WaGsTaAFF, daB die Vermutung fiir n = 125000 stimmt. Einen
groBen Schritt schaffte der deutsche Mathematiker G. FALTINGS (geb. 1954) im Jahr 1983: er
zeigte, dall die Gleichung fiir n > 3, wenn iiberhaupt, dann nur endlich viele Losungen hat.
Fiir diese Leistung erhielt er 1986 die beriihmte Fields-Medaille, das mathematische Gegen-
stiick zum Nobelpreis. Am 23.Juni 1993 sorgte der englische Zahlentheoretiker ANDREW Wi-
LEs fur eine Sensation. In einem Vortrag an der Universitit Cambridge gab er das Ergebnis
seiner neunjiahrigen Forschungsarbeit bekannt: FERMAT hatte recht! Der vollstindige Beweis
fir die Fermatsche Vermutung ist in einer mehrere hundert Seiten umfassenden Abhand-
lung nachzulesen. Zur Zeit liberpriifen ihn Mathematiker in der ganzen Welt. Wenn sie kei-
nen Fehler entdecken, dann ist eine der hirtesten Niisse der Mathematik nach mehr als
350jdhrigem Ringen geknackt.

Beim Bau der Pyramiden haben die Agypter rechte
Winkel schon verbliiffend genau erreicht. Angeblich
verwendeten sie dabei das Verfahren des Seilspan-
nens. Die Seilspanner (Harpedonapten) nahmen ein
Seil mit 13 gleichabstdndigen Knoten und zogen es
um Pflécke zum 3-4-5-Dreieck. So entstand der 90°-
Winkel ganz von selber.
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Liefert jedes pythagordische Tripel ein rechtwinkliges Dreieck, das heiBt, ist der Satz von
PyrHAGORAS umkehrbar? Schon Eukrip hat bewiesen, daBl auch die Umkehrung stimmt.

Umkehrung des Satzes von Pythagoras:

Wenn fiir die drei Seiten a, b und c eines Dreiecks gilt a? + b? = c¢?, dann ist der Gegen-

winkel von c gleich 90°,

Beweis: Nach dem Satz von PyrHAGORAS hat in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Ka-
theten a und b die Hypotenuse die Linge ¢ = ya*+ b* . Weil es zu drei Seiten a, b

und ¢ aber nur ein Dreieck gibt (SSS-Satz), mull das Dreieck bei C rechtwinklig
sein.

5.2 Wichtige Formeln

Diagonale im Quadrat und Hohe im gleichseitigen Dreieck

d'=a'+a’ = 2a° b= a’-(2) = 34
a 4
= h =
d=a+2 h 273
: [
Diagonale ’ ] 2y S Hohe im
- J ;
- im Quadrat E

gleichseitigen Dreieck

Raumdiagonale im Quader und Wiirfel
Linge der Diagonale im Deckflichen-Rechteck:
£ b

e’=a’+b?, e=ya’

Die Raumdiagonale d ist Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten e
und c:

d?. — c.? £ C_"

d?= a’+b% +¢?, d=qva?+b>+c?.

Beim Wiirfel ist a = b = ¢, also gilt:

d2=43a%, d=2ay3.

d=av3

Raumdiagonale
im Wiirfel

Raumdiagonale im Quader




Entfernung zweier Punkte im Koordinatensystem

Qlxalye)
%]
| BY = Yo =¥
Ax =g - %
Pl =vAx'+ Ayt
Xp Xg Entfernung im KOSY

5.3 Berechnungen

In einem etwa 4000 Jahre alten babylonischen Text steht:
»Ein Palii 0;30 lang. Oben ist er um 0:6 herabgekommen. Von unten?«

Jdm 2.4m

In verstindlichem Deutsch konnte das bedeuten:

Eine 3 m lange Stange steht senkrecht an einer Mauer. Das untere Stangenende rutscht so
weit weg, bis das obere Ende 60 cm tiefer liegt als vorher. Wie weit ist das untere Ende ge-
rutscht?

Losung: x = 3> — 2,42 = 3,24 = 1,8. Das untere Ende ist 1.8 m gerutscht.

Bei komplizierteren Aufgaben kommt es darauf an, rechtwinklige Dreiecke aufzuspiiren,
von denen zwei Stiicke bekannt sind.
In der ndchsten Aufgabe brauchen wir auch den Kathetensatz.
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Gegeben ist ein Dreieck ABC mita=b = 4\,-'? und h. = 8.

a) Wie lang ist die Basis c?

b) Der Kreis durch C, der die Basis in der Mitte beriihrt,
schneidet aus jedem Schenkel eine Sehne
der Linge s aus. Wie lang ist s?

¢) Welchen Radius r hat der Umkreis?

Losung: a) Im Dreieck CAM, ergibt sich (PYTHAGORAS):

2

S =b—hl=80-64=16; c=3

b) Im Dreieck CAM, ergibt sich (Kathetensatz):

h? 64 16
s:b=h% s=—7F

vy

A R
¢) Im Dreieck ADC ergibt sich (Kathetensatz):
; b? 80
2r ht.—b. r_E—hc_?S_S

Jetzt in den Raum! Im Wiirfel ABCDEFGH mit AB =a ist M
die Mitte von BFGC. Wie lang ist der kiirzeste Weg von A zu M

a) auf der Oberfliche? b) im Raum?

Lisung: a) Den kiirzesten Weg auf der Oberfldche finden wir im Netz:

’ 7 2 .1 i ) a {
X* =i(4a) +iGa) =4a% x==10
/7 A ¥

b) Den kiirzesten Weg im Raum finden wir im AABM.:

y?=MB?+a’>=1a’+a?>=3a’=$a’;

y =6

b |

o a |




5.4 Konstruktionen

Geometrisches Wurzelziehen
Mit dem Satz von PyTHAGORAS lassen sich schrittweise alle Wurzeln aus natiirlichen Zahlen
konstruieren. Man beginnt mit einem 0101ch%i1un}\ita rechtwinkligen Dreieck mit der Ka-
thetenlinge 1. Die Hypotenuse hat dann die Linge y2 . Sie ist Kathete im nidchsten Dreieck.
die andre Kathete hat wieder die Liinge 1. In diesem Dreieck hat die Hypotenuse die Linge

1,3 Dieses Verfahren 1dBt sich beliebig fortsetzen: die Wurzelschnecke entsteht.

(S
o

Fiir einzelne Wurzeln geht’s auch schneller: Man zerlegt den Radikanten in eine Summe

aus (moglichst wenigen!) Quadratzahlen, zum Beispiel

V13 =4 +9 =22+32
V24 = /16 +4+4 =@+ 25 + 22
W 2 ‘F,-"'q + 90 4 4 + 1 v.'fglf'_} 32402 4 I__‘

'|'" i

Man kann beweisen, daB man nie mehr als vier Summanden braucht!
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Nimmt man statt der Seitenldnge 1 die Langeneinheit a, dann konstruiert man so a-fache
Wurzeln, Beispiel: Konstruktion eines Quadrats, das fiinfmal so groB ist wie ein gegebenes

Quadrat der Seitenldnge a.

Flichenverwandlung

Schon im Altertum hat man sich mit der Aufgabe beschiftigt, eine Figur in ein flichenglei-
ches Quadrat zu verwandeln. Man nennt diese Konstruktion Quadratur einer Figur. Zur
Quadratur eines Rechtecks verwenden wir den Hohen- oder den Kathetensatz.

QUADRATUR EINES RECHTECKS

w
|
|
v ?
| VW |-
VW = X°

HOHENSATZ

i

L

KATHETENSATZ

HOHENSATZ
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Verwandle ein Quadrat (Seitenldnge s) in ein flichengleiches Rechteck, das einem Kreis
(Durchmesser d) einbeschrieben ist. Die Planfigur zeigt, daB wir die Strecke z in einem
Rechteck konstruieren miissen, das die Diagonale d hat.

Geht’s mit jedem Kreis?

* 5.5 Verallgemeinerungen des Satzes von Pythagoras

a) PyrHAGORAS flr dhnliche Figuren

Der Satz von PyrHAGORAS sagt: Die Kathetenquadrate sind zusammen so grofl wie das Hypo-
tenusenquadrat. Im 6. Buch seiner Elemente hat EukLip bewiesen, daB ein entsprechender
Satz gilt, wenn man statt der Quadrate beliebige dihnliche Figuren nimmt. Zeichnet man
uber den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks dhnliche Figuren, bei denen die Hypotenuse
und die Katheten gleichliegende Stiicke sind, dann sind die beiden Kathetenfiguren zusam-
men so grol wie die Hypotenusenfigur,

/ F.+F=F

Beweis: Die Inhalte #hnlicher Figuren verhalten sich wie die Quadrate gleichliegender
Stiicke (siehe Seite 47).

Also gilt BB E.=a*:b?:c?
oder F.=k-a’, Fy=k:b%, F.=k-c?
und damit F,+F,=k(a’+b*)=k'-c?=F,, w.z.b.w.
Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung:
Wenn F, + F, =F, ¢gilt, dann ist auch ka? + kb? = kc? das heiBt a2 + b2 = ¢2.
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Daraus ergibt sich der kiirzeste Beweis fiir den Satz von PyrHacoras: Wenn das Dreieck
ABC rechtwinklig ist, dann ist es seinen Teildreiecken ADC und DBC #hnlich. Weil die

Teildreiecke zusammen so groB sind wie das Ausgangsdreieck, gilt a* + b*> = ¢*.
(Die dhnlichen Figuren miissen nicht auBerhalb des Dreiecks liegen!)

b) PyrHAGORAS fiir allgemeine Dreiecke

Die Beziehung a? + b? = ¢? ist falsch, wenn die Seiten a, b und c kein rechtwinkliges Dreieck
bilden. Mit einem Korrekturterm ldBt sie sich auf spitz- oder stumpfwinklige Dreiecke er-
weitern.

Winkel p ist spitz: Mit ¢, bezeichnen wir die senkrechte Projektion von a auf c. Entspre-
chend ist a, die senkrechte Projektion von c auf a. Die beiden Rechtecke haben denselben
Inhalt, das heiit, c-c, = a-a,. Die Bildfolge erklirt, warum. Folglich sind die gleich nu-
merierten Flichen gleich groB, und es gilt:

EE =

a a _ iy i N = \

.-. - 4] \‘- ,-'- B ! " \ [ I R p'. ’ \l-
i) Ca M fa] N Ll e i ¥

A B 1 ‘e
C
i . —_ i - _lh
C=D+@ #-@+O =0+

daraus folgt ct=a*+b'—-2-03)
also  c*=a*+th*—2b-b,

oder c*=a*+Db?—2a-a,

Winkel y ist stumpf: Die Bildfolge zeigt:

¢?=a%+ b?+ aa, + bb, ot

DD, ad.
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Wir wenden den Héhenabschnitt-Satz (Seite 91) aufs Dreieck ABV an (der Hohenschnitt-
punkt ist C):

dap = bb
das heiBt c¢?=a?+b?+2bb,

oder c? = a*+ b? + 2aa,

[+

Zusammenfassung

p<90°: ct=a’+b’—2a-a,
p=90% =
P>90%: g2

PYTHAGORASBAUM
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tt- Aufgaben
Beweise

1. Beim Beweis von BARAVALLE (Seite 101) ist der Ubergang vom 3. zum 4. Bild kritisch.
Zeige: Die obere Seite des rechten Kathetenquadrats und die obere Seite des hochge-
schobenen Parallelogramms liegen auf einer Gerade.

¢2. Beim Scherungsbeweis des Hohensatzes (Seite 102) ist der Ubergang vom 3. zum

5.Bild kritisch.
Zeige: Die Verldngerung (gepunktelt) der linken Parallelogrammseite (3. Bild) trifft

die rechte untere Ecke des Rechtecks.
3. Formuliere und beweise die Umkehrung des Satzes von EUKLID.
4. Formuliere und beweise die Umkehrung des Hohensatzes.

5. GARFIELD (JAMES ABRAM, 20. Prisident der USA, 1831 bis 1881)
Berechne die Trapezfliche auf zwei Arten und beweise den Satz von PYTHAGORAS.

L] __.-'JL\.I
[\
\

-,

i . A

. "-.\
B

®6. LEONARDO
Zeige: Die beiden Sechsecke ABLUFT und CAPRIB sind gleich groB.

Folgere daraus den Pythagoras.

ABLUFT CAPRIB

Ly

R

Der Beweis stammt angeblich von LEONARDO DA VINCI (italienischer Maler, Bildhauer,
Naturforscher, Baumeister und Ingenieur, 1452 bis 1519).

Zum vorletzten Bild: In Aufgabe 123/43. kannst du feststellen, ob der groBte Kreisbo-
gen durch die linke untere Quadratecke geht.

Hat das um 90° gedrehte Viereck einen Umkreis?
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7. Beweis des Euklid nach DoBRINER/THIEME
a) Begriinde die Zerlegung, die den Euklid fiir die lingere Kathete liefert.

b) Der Beweis fur die kiirzere Kathete braucht mindestens vier Teilstiicke.
Begriinde den Beweis im Bild.
Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, bei dem mehr als vier Stiicke vorkommen.

. A
|2
L
1 B
3
3
{ 8
4
i G
2 A

8. bis 12. Begriinde die Zerlegungsbeweise fiir den Pythagoras.

8. GOPEL 9. PERIGAL
1 A
A
2 3
y 5 EA
3 2
5 3
5
' 1
i " 1
10. EPSTEIN 11. NIELSEN 12. GUTHEIL
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013.

14.

15.

16.

17.

ERGANZUNGSRECHTECKE
Begriinde den Beweis des Hohensatzes im Bild.

Pq

Zeige: Sind a, b und c die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks und a’, b’ und ¢’ die
entsprechenden Seiten eines dhnlichen Dreiecks, so gilt: aa’ + bb’ = ce..

Zeige: I + I =111

WANSINK
Berechne die Flicheninhalte der beiden Dreiecke (D und (2) auf zwei Arten und be-
weise so den Pythagoras.

Erklire den Beweis des Pythagoras aus dem chinesischen Mathematik-Buch »Chiu
Chang Suan Shu«. (=250 v. Chr.)

5
ari |

LRl




Pythagoriische Tripel

e9,

Zeige: Sind x und y nafiirliche Zahlen, dann sind a, b und ¢ ein Pythagoriisches
g y

Tripel.
a) a=2x, b=x*—1, c=x>+1 (PLATON)
b) a=2xy, b=x-y% c=x2+y’ (EUKLID)

¢)a=2x+1, b=2x*+2x, c=2x*+2x+1 (PYTHAGORAS)
d) a=x>+2xy, b=2y*+2xy, c=x*+2y?+ 2xy

. Zeige: Ist k¥ (=2n + 1) eine ungerade Quadratzahl, dann bilden k, n und n+1 ein

Pythagordisches Tripel.
Zeige: Es gibt keine gleichschenkligen Pythagoriischen Dreiecke.
Zeige: Ein Pythagordisches (primitiv!) Dreieck hat keine ganzzahlige Hohe.

Zeige: Jedes Pythagordische Tripel enthélt eine durch 3, eine durch 4 und eine durch 5
teilbare Zahl.

. a) Zeige: 2p=at+b—c

b) Zeige: In jedem Pythagordischen Dreieck hat der Inkreisradius eine ganzzahlige
Linge.

Zeige: Sind a und b Pythagordische Kathetenldngen, dann sind auch ab und
(a + b) ya® + b? Pythagoriische Kathetenlingen.

Zeige: Das Produkt der Zahlen eines Pythagordischen Tripels ist durch die Summe die-
ser Zahlen (ohne Rest) teilbar.

Zeige: Die Flicheninhalte aller Pythagordischen Dreiecke sind ein Vielfaches von 6.

Konstruktionsaufgaben

|
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Konstruiere ein Quadrat, das denselben Flicheninhalt hat wie
a) ein Rechteck mita=85und b=2

b) die beiden Quadrate mit a, =4 und a, = 2,5 zusammen

¢) die Differenz der beiden Inhalte von b).

. Zeichne ein Quadrat mit a = 3 und konstruiere dann ein Quadrat, das den

a) doppelten b) fiinffachen c) halben

Inhalt hat wie das urspriingliche.

Zeichne ein Quadrat mit der Seitenldnge 6 und konstruiere ein flachengleiches Recht-
eck mit

a) der Seitenldnge 4,5 b) dem Umfang 30

¢) dem Seitenverhiltnis 9:4 d) der Diagonallinge 97 .




4. Verwandle ein gleichseitiges Dreieck (Seitenlinge s, Hohe h) in ein flichengleiches
Quadrat.

a) h=17 b) s=6.

5. Konstruiere mit dem Pythagoras und gib die Gleichung an, die der Konstruktion zu-
grunde liegt:

a) YAl b {65 o 5 ) y39.
6. Verwende den Hohensatz bei der Konstruktion von
a) {3 b) 6 c) 14 .

+ i 5 ¥ ¥ 7 I n+1 = -
7. a) Begriinde: Ein Dreieck mit den Seitenlingen yn, =5 und =S (n>1) ist
rechtwinklig.
b) Konstruiere 417 mit dem Ergebnis von a).

28 Zeichne das Fiinfeck ABCDE mit A(3]0), B(7,5|3), C(9]7), D(2,5|9) und E(0|4) und
verwandle es (schrittweise) in ein flichengleiches Quadrat.
Uberpriife die Konstruktion durch Rechnung.

Einfachere Aufgaben

Fiir alle Bilder gilt: Dicke Strecken sind bekannt — gestrichelte Strecken sind gesucht.

1. Berechne die fehlenden Stiicke des bei C rechtwinkligen Dreiecks ABC.

a b ‘ c h qeilisp Inhalt F
o 7| 2] | A
b) T
c) 4 15 o
_ d) 3 e
ve) | s 5 4
) = | 2 8,5

2. Berechne die fehlenden Stiicke des gleichseitigen Dreiecks ABC.

a Inhalt
a) 6
b) |

l..'] ]

C] 15 1.,-
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9.

= 10.

11.

*12.

13.

14.

15.
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Berechne die fehlenden Stiicke des gleichschenkligen Dreiecks mit Spitze C.

a . | WS h. Inhalt F
2) ol 5 |
b) | 29 0 5
*c) 3 2 9

Berechne die Ldnge(n) der Diagonale(n) in

a) einem Quadrat mita=>35

b) einem Rechteck mita=8 und b=6

c) einer Raute mit a=15 und e:f=3:4

d) einem gleichschenkligen Trapez mit a=28, b=d =17 und ¢ =12

e) einem Parallelogramm mit a =28, b=15 und h, = 9.

Ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck hat den Umfang u = 30. Wie lang sind die

Seiten?

Welchen Umfang u hat ein gleichseitiges Dreieck vom Flidcheninhalt 757

In einem gleichschenkligen Dreieck seien Héhe und Basis gleich lang.

Wie lang ist die Basis, wenn der Umfang 68 ist?

In einem gleichschenkligen Dreieck sei die Basis halb so lang wie ein Schenkel.

Wie groB ist der Umfang, wenn der Flicheninhalt 1-“? betrigt?

Die Diagonalen einer Raute haben die Lingen 10 und 24.

Berechne die Seitenldinge und den Inkreisradius.

Ein Kreis ist Um- und Inkreis zweier

a) Quadrate

b) gleichseitiger Dreiecke.

Wie verhalten sich die Fldcheninhalte, die Umfinge? (groB:klein)

Zeige: Sind a und b Katheten, so gilt fiir die Hohe des rechtwinkligen Dreiecks
ab 1 1 1

> et eTw

Der Umkreis eines Rechtecks mit dem Umfang u = 34 hat den Radius r=6.5.

Wie lang sind die Seiten?

Die Punkte A(10|0), B(5[10) und C(2,5|4) bilden ein Dreieck. Wie lang sind die Sei-

ten?

Uberpriife durch Rechnung, ob das Dreieck ABC mit A(1|2), B(10|1) und C(5|6)
rechtwinklig ist, und gib den Flicheninhalt an.

Begriinde durch Rechnung: Die Punkte A(1|1), B(8,5|5), C(11|11) und D(3,5|7) bil-
den ein Parallelogramm. Wie lang sind die Diagonalen?

a) h=




16. a) Zeige: Die Punkte A(1|1), B(9|1) und C(2|8) liegen auf demselben Kreis um

17.

18.

22,

M(5 | 4).
b) Berechne die fehlenden Koordinaten der Kreispunkte D(? |5) und E(8 | ?).
¢) Liegt F(9,5|2) innerhalb, auBerhalb oder auf dem Kreis?
KREISPUNKTE?
Welche Punkte liegen auf dem Kreis, welche drinnen und welche drauBen?
Geht der Kreis durch den Ursprung?

Gi-93143)

K(-117134) El-39137]

HE=12117,

AA-1521-4) 0 F s B(31-6):
KREISPUNKTE?

ZI91-2Th

M{=TS1-40)

85
{S(-1571-82) D(61-66)/

w¥[-1501-80]
P{=TI-81)y

Y [-1261-108) C(-351-115)

LZIKZAK
Wie lang ist die Strecke [GD]? Wie lang ist der Streckenzug GRAD?

1%

punkt M und Radius r.

. Der Punkt A(3|5) liegt auf dem Kreis um M(4|3).

Welche Entfernung e hat der Punkt B(1|2,5) von diesem Kreis?

und B(2,5|6) jeweils dieselbe Entfernung haben.
Uberpriife das Ergebnis mit einer Zeichnung.

Welchen Abstand d hat P(1|2) von der Gerade durch A(9|1) und B(6|7)?
(Tip: Fldcheninhalt)

. Durch die Punkte A(3|3), B(0|9) und C(1,5|13,5) geht ein Kreis. Bestimme Mittel-

. Bestimme die Gleichung des geometrischen Orts der Punkte (P(x|y), die von A(6,5|0)
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24,

26.

27.

28.

120

23.

Wie hoch steht das Wasser maximal im Starnberger See iiber der geradlinigen Verbin-
dung (= 26 km) der Ufer von Starnberg und Seeshaupt? (Erdradius 6 370 km)

Zeichne ein Quadrat der Seitenldnge 12 und miB die Diagonallinge.
Warum ist der glatte MeBwert falsch?
Um wieviel % weicht er von der genauen Linge ab?

. GLEICHSEITIG?

Wenn man zum Beispiel fiir eine Planfigur schnell ein gleichseitiges Dreieck braucht,
dann tut’s eine praktische Ndherungsfigur. Um wieviel Prozent ist die lingere Seite
linger?

Wo ist ein Winkel groBer als 60°7

Berechne die Linge der Strecke, die die Karawane in der Kamelaufgabe auf Seite
zuriicklegt.

Geobold befindet sich auf hoher (ruhiger) See im Ausguck seiner Segeljacht 30 m

iiberm Wasser.

In welcher Entfernung (Luftlinie) sieht er frithestens

a) ein auf dem Wasser treibendes FloB?

b) die Flagge eines Piratenschiffs, die 20 m {iber der Wasseroberfliche weht? (Erdra-
dius 6370 km)

NEIGUNG-STEIGUNG

= s Steigung m=> -
~Meigungs-" I H3m
i e —

w

a) Wie groB ist die Steigung (in %) des Bodens im Schwimmbecken?

b) Von Scharnitz (964 m) aus fiihrt ein etwa 15 km langer Wanderweg zum Karwen-
delhaus (1790 m).
Mit welcher mittleren Steigung muB ein Wanderer rechnen?

¢) Wie groB ist die Steigung bei einem Neigungswinkel von 45°, 30°, 60°?

d) Von Unterbrodelbach nach Oberkrapfenstein fiihrt eine 4 km lange StraBe mit 20 %
Steigung.
Wieviel Meter liegt Oberkrapfenstein iiber Unterbrodelbach?




e29.

31.

. Berechne die Lingen der kiirzesten Wege bei einem

Ein Maurer stellt am Feierabend fest, daB er auf der Schwimmbad-Baustelle seinen
Hammer auf dem Sockel fiir den Sprungturm vergessen hat. Das Becken ist 5 m tief.
Die Leiter ist schon abtransportiert worden. Deshalb iliberlegt er, wie er mit zwei her-
umliegenden, 5 m langen Bohlen auf den Sockel hiniiberkommen kann; der Sockel ist
so hoch, wie das Becken tief ist.
Wie geht’s? (Mit Rechnung!)

2m
quadratisches
Becken

quadratischer Snekoel

2m

. DACHBESTEIGUNG

Ein Hausbesitzer will sich eine Leiter kaufen. Wie lang mul} sie mindestens sein,
wenn er aufs Dach steigen will?
Die Leiter soll in jedem Fall bis
zur Dachrinne D reichen.
Berechne die Mindestlinge.

QUADER 32. Gii.-’\l_)liS_PRlSMA
CM = MG DM = ME
ED =?EC="? Oberfliche = ? Volumen = ?
VE=72VM =2 CM=7? £
Al S
D‘f f:" -q-"'“"‘--.,_\__‘h.‘E
|
.:E | / W2
o <l .
/C %
A= 'E{ o T« =

Wiirfel der Kantenlinge a

a) auf der Oberfliche von H nach B, von T nach S
von H nach S, von T nach R
von H nach R, von T nach B

von H nach S, von T nach R
von H nach R, von T nach S
von T nach B

b) im Raum




36.

37.

38.

40.

122

iy ABCD ist ein
S Quadrat

BS=7 JI I\ AR=¥E-57

Flache{BCYX) =7 Oberflacha = 7

. Welchen Abstand haben die Ecken eines Wiirfels der Kantenldnge a von der Raum-

diagonale?

Eine Kugel (Radius r) rollt in eine rechtwinklige Ecke.

a) Welchen Abstand d hat der Kugelmittelpunkt von der Kante?
b) Welche Entfernung e haben die Beriihrpunkte?

In einen Trichter mit einem Offnungswinkel von 60° fillt ein Ball von 10 cm Durch-
messer.
Wie weit sind Trichterspitze und Ballmittelpunkt voneinander entfernt?
Wie tief sackt die Kugel ein?
39.

FORMATE
Aus den dick gezeichneten Quadraten entstehen Rechtecke.
Berechne die Seitenverhiltnisse (lang:kurz).

c) d)

a) b)




T R
I z |
[ B A | /E
<118 Y | S
-

45.

.

*47. a) Was fiir ein Viereck ist ABCD?
b) Berechne die Diagonallingen
c) Berechne x, z, b, d

15

1%

<80° 7

48, 49, 50.
a
¥
L5 i e
1k -y 5
d a " {a a l\ L a
e f o a
[ B =
a
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e51.

®52.

*53.

MANSARD-GIEBELDACH

Zeige: a) Q__sz_P
b) QU=p, PE=p

Fliche (PEUQ) = ?

Eine Wasserlilie ragt 3 cm aus dem Wasser. Ein Sturm driickt sie so zur Seite. daB sie

15 cm daneben die Wasseroberfliche beriihrt.

Wie tief ist das Wasser?

Schwierigere Berechnungen

Fir alle Bilder gilt: Dicke Strecken sind bekannt — gestrichelte Strecken sind gesucht.

1. bis 3. a ist das arithmetische Mittel
g ist das geometrische Mittel
h ist das harmonische Mittel
q ist das quadratische Mittel

- v+ w
1. Zeige: a=
2
2VW
h=——
VT W
g =vw
V2 + w2
4 2
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Zweier beliebiger
positiver Zahlen
v und w

—— W—




v+w

5, Teige w2 3. Zei h
. Zeige: h =— . Zeige: a= . =
& v+ w e 2
=]
h h
= W - y
. e
—W
D 20
4 c 5 o
X
5 i p 15 X
Y TN z
& 70 B

Von einer quadratischen Platte mit Kantenliinge a werden vier Dreiecke so abgesagt,

daB ein regelmiBiges Achteck entsteht.
Berechne die Seitenldnge b des Achtecks und seinen Flicheninhalt.

7. QuabprAaGoRrAs Die Quadratseite ist immer a.

a) b) 2c) ed) e)
'- A
3 r 5 - r'./ -
o = ; i /
i " I. ﬁ R -
2 B
M auf AB ?
f) °g) $h) i) i) k)
— By ; : ‘ - T
/ St e D CN
/ 5 Y Sk -
@ t & i , !
1) m) n) 20)
) : T 1L \
2 s A 2 . %
= -~ . 5 = t )
|
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8. Zeichne ein regelmiBiges Sechseck ABCDEF mit seinem Umkreis (Radius r).
Berechne in Abhingigkeit von r

a) den Inkreisradius b) den Fldcheninhalt
¢) den Inkreisradius vom Dreieck ACE
d) den Flicheninhalt vom Dreieck ACE.
9. Zeichne einen Kreis um M mit r=5 und einen Punkt A mit MA = 3. Konstruiere

durch A die Sehne s mit der kleinstméglichen Linge und begriinde die Konstruktion.
Wie lang ist s?

10. Zeige: v* + w2 =x? + y? 11.
=1
" » : y“.. -
a
Y W
12. BD=2a Inkreisradius =" 13. Ist VW Tangente?
D a oC l |43 JUaE LIRS
=1 a
A 5 B # ¥
14. a) b)
. /
£ N T
e 15. 16. Zeige: b? = v — w?
17. GLEICHSCHENKLIG
a) o8 b) c) d)
5 Sx . 2 :
y o P i
y o a
a a a




18. GLEICHSEITIG d)

a)

19. Zeige:r=b—q

$20. Zeige: c*=a-a,+b-b, e21. Zeige: a*+c?=b*+d*=4r’

C

22. SPITZBOGENFENSTER

NN B s A d)

23. RUNDBOGENFENSTER

a) b) i c)

ist ABCD en Quadrat 7



24. UMUNDINKREISE

a) & b) — i

c) : d)
P .
\\
I | . . r iz i
; il oy
9 { \
st g
25. 226.
3
; f \ K vy X RN
,.5..' B~ M+. el r

e l—g——

27. a) b)
b | $b
- a —-‘ e

b:a=?

28. CD schneidet die dritte Parallele in A. Berechne vom Dreieck ABC
in Abhéngigkeit von d
a) die Seitenldingen
b) die Hypotenusenabschnitte
c) die Seitenhalbierenden. N
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29. Berechne den Radius R des Kreises, der die Gerade a und die beiden Kreise (Radius r)
beriihrt.

30.

231. Zeige: Die Summe der Quadrate (ber den Seitenhalbierenden eines beliebigen Drei-
ecks betridgt % der Summe der Quadrate iiber den Seiten.
(Tip: Aufgabe 29)

232. Zeige: Die Quadrate iber den Seiten eines Parallelogramms sind zusammen so groB3
wie die Quadrate iiber den Diagonalen.

33. Von einem Dreieck ABC ist bekannt: CA = CB =s und y = 45°.
Berechne in Abhingigkeit von s

a) die Hohen b) die Basis c¢) die Seitenhalbierenden.

34. Zeige: Der Flichenunterschied bei den Kathetenquadraten ist so groBl wie der bei den
Quadraten {iber den Hypotenusenabschnitten.

35. Zeige: y* = 2x* 36. Zeige: v* +vV:+w=x’+y*+2z°

37. a) b)

129




38. Ze

2¢: s =2yR?— (r— m)?

ige
TR &
“
m
g |
R '

39. Weitere {_ifbm']e.mmgun_ zu Aufgabe 38

a)
b)
c)

d)

40. a)
b)

——

Gib eine Bedingung fiir R, r und m an, so daB die Formel s =2 yR? — (r — m)? gilt.

Gilt die Formel fur s auch dann, wenn die Kreise keinen Punkt gemeinsam haben?
Wie heilit die Formel fiir die entsprechende Sehne s’ im kleineren Kreis mit Ra-
dius r?

Wie lautet die Formel bei konzentrischen Kreisen und bei Kreisen, die sich innen
beriihren?

(m darf nicht vorkommen!)

Zeige: s =2 yh(h—R) (h- 1) (h — m)

Driicke m mit r und R aus, wenn die Sehne s am groBten ist.




44, Zeige: a) EL=CD

e43.
: b) EL ist Tangente
¢) ABEL ist Sehnenviereck
24
is
X

75 L

] ;
[~ 16 | g N\
2 R e AT

45. Die Gleichung x* + px + q = 0 kann man geometrisch so 16sen: In ein KOSY zeichnet
man die Punkte E(0|1) und F(—p|q). Der Thaleskreis iiber [EF] schneidet die x-Achse
in X;(x;]0) und X;(x,|0).

Zeige: x, und Xx, sind die Losungen der quadratischen Gleichung.
(Tip: Pythagoras fiirs Dreieck EFX, nur p, q und x verwenden!)
Uberpriife das Verfahren mit den Gleichungen:

a) x*+3x=0 b) ¥*+x—2=0

¢) *—x—12=0 d) xX*—4x+4=0

e) 2x2+x—10=0 f) *+x+1=0

46. Zeige: )+ @D =0 247, Zeige: a*q + b*q = ¢(d* + pq)
PAPPOS SATZ VON STEWART

249. Formuliere und beweise die Umkehrung des Pythagoras fiir allgemeine Dreiecke.

$50. Zeige: In jedem beliebigen Dreieck gilt s, =3 l,,"rl{u:: b —ee
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. Zeige: a) Ist x die senkrechte Projektion von s, auf ¢, so gilt x =

[a* =bi|l
2¢

b) Der geometrische Ort der Punkte, fiir die die Differenz der Quadrate der
Entfernungen von zwei Punkten A und B konstant ist, ist eine Gerade senk-
recht zu AB.

¢) Die Punkte gleicher Potenz beziiglich zweier Kreise liegen auf einer Gera-
den senkrecht zur Zentrale. (Vergleiche Aufgabe 15. und 16. von IV 4)

. HERON
) B et =
a) Zeige: c
) 1g B zc
b) Folgere aus h; = b? — ¢ mit Hilfe von a)
L 1 :
h: = 7 (a—b+c)atb—c)(—a+b+c)(a+b+c)
c) Folgere aus b) Fliche (ABC) = \,u"'ﬁts —a) (s —b) (s - c),
s ist der halbe Umfang.

[ ]
¢53. An einer Hauswand ist eine quadratische Garage mit :

Hdohe = Breite = 2,4 m angebaut. \\

Welchen héchsten 4

Punkt auf der Wand erreicht das obere Ende einer 5]

7m langen Leiter? N

b P
“\
A,
™,
— -Z.ﬁm- — \\\
N
2 54. PisADOMASS
............ u=? -
i i

132

35m




[ ]
255. APOLLONIOSSCHAR

Zeige: a) Wenn ein Kreis (k;) einen Durchmesser eines Kreises (k;) harmonisch teilt,
T dann schneiden sich die Kreise rechtwinklig.
- Es gilt auch die Umkehrung.
(Tip: Berechne M;M,?.)

b) Die Kreise durch A und B schneiden die Apollonioskreise zu [AB] senk-
recht.

133



6. Kapitel
Der Goldene Schnitt




Die Geometrie birgt zwei grofle Schiize: der eine ist der Satz von PYTHAGORAS, der andre ist der
Goldene Schnitt. Den ersten kinnen wir mit einem Scheffel Gold vergleichen, den zweiten diirfen wir
ein kostbares Juwel nennen.

(JouannNes KEPLER, deutscher Mathematiker und Astronom, Weil der Stadt 27. 12. 1571 bis
15. 11. 1630 Regensburg)

Kein Zahlenverhiltnis hat so viele Mathematiker, Maler, Baumeister und auch Laien so in
seinen Bann gezogen wie der Goldene Schnitt — und das schon seit iiber zweieinhalb Jahr-
tausenden! Werfen wir einen kleinen Blick in seine geheimnisvolle Welt.

Zeichnet man in ein regelmiBiges Fiinfeck die Diagonalen ein oder verlingert man die Sei-
ten eines regelmiBigen Fiinfecks, so entsteht ein fiinfzackiger Stern, kurz Finfstern ge-
nannt. Weil dieser Fiinfstern in Geometrie und Magie gleichermaBen bedeutsam ist, haben
sich fiir ihn noch einige Bezeichnungen eingebiirgert:

— Pentagramm: Fremdwort fiir Fiinfstern

— Pentalpha: Fremdwort fiir 5 A(lpha), die man im Fiinfstern erkennt

— Drudenfufl: Schutzzeichen gegen Hexen und Druden (nédchtliche Druckgeister)
— Albful}, Albkreuz: Schutzzeichen gegen den Alb (unterirdischer Naturgeist).

Seit der Antike ist der Fiinfstern ein Symbol fiir dunkle, unergriindliche Zusammenhénge.
Dem pythagoridischen Geheimbund diente er als Erkennungszeichen.

Pentagramm

Pentagramm im Pentagon

Ausgerechnet am Pentagramm hat Hippasos voN MEeTapoNT (um 450 v. Chr.) die folgen-
schwere Entdeckung gemacht, die der Lehre von PyrHacoras den Todesstol3 versetzte. Nach
dem pythagoriischen Weltbild beruhen alle Harmonien auf Verhiltnissen natirlicher Zah-
len, also auf rationalen Zahlen. Fiir je zwei Strecken mulB es demnach ein gemeinsames
MafB m geben, das in beide Strecken genau reinpaBt. In den sechs Fiinfecken sehen wir den
Versuch, fiir Seite und Diagonale ein gemeinsames MaB zu finden. Sind wir mit dem letzten
Versuch am Ziel? PaBt der 13.Teil der Diagonale genau achtmal in die Seite? Hat PyrHAGO-
RAS recht?

Hippasos hat nun nachgewiesen, daB das Verhiltnis von Seite und Diagonale des regelmiBi-
gen Fiinfecks irrational ist. Diese Entdeckung spaltete den Bund in Anhinger und Gegner
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der neuen Erkenntnis. Die Anhénger nannte man »Mathematikoi« (griech. Lernende), dar-
aus entstand das Wort Mathematiker. Die Gegner, Anhidnger der alten Lehre, nannte man
»Akusmatikoi« (griech. Horende).

gemeinsames Map ?

Dal Seite und Diagonale im regelmiBigen . D

Flnfeck kein gemeinsames MaB haben. S,

hat Hrepasos vermutlich so gezeigt: S T i
A\

Man verkettet regelmiBige Fiinfecke so, _
daB die Seite s, eines Fiinfecks die Diago- g g d .

nale d, ., des niichsten Fiinfecks wird. Dann gilt s 5
P ol
(R Sn und S§;.;=d,— Sp - ! o 5.
5 A = 5 = B
=5 -4
=5 T2 P oy 5
ANABD ~ ABTA Ha—
e d-s
S
d,
Sn i -' -.
‘3’\-1
ﬁl’l
Sn/tha
(fr-;-._ Sn . ;
sn.l_.":d.\ d, Sn

Spy (1 S




Hitten s, und d, ein gemeinsames MaB m, dann hitten es auch s, ; und d, . ;. Die Fiinfecke,
und damit auch ihre Seiten und Diagonalen, werden aber beliebig klein. Setzt man das Ver-
fahren fort, so stoBt man sicher auf ein Fiinfeck, dessen Seite kleiner ist als das angenom-
mene MaB m. Folglich haben Seite und Diagonale des regelmédBigen Fiinfecks kein gemein-
sames MaB. In die Algebra iibersetzt, bedeutet diese MaBfremdheit, daB die Verhaltnisse
Seite _ Diagonale

g=—————— und

: ; . irrationale Zahlen sind.
Diagonale Seite

Die Streckenverhiltnisse ¢ und 7 (= 1/¢) sind in der Geometrie auch in andren Zusam-
menhingen bekannt geworden. T teilt die Strecke d so, daB sich die ganze Strecke d zum
lingeren Abschnitt s genauso verhilt wie der groBere Abschnitt s zum kleineren Ab-
schnitt d —s. Man sagt: Der Punkt T teilt die Strecke stetig oder nach dem Goldenen
Schnitt.

T teilt [BD] stetig

EukLip (3. Jh. v. Chr.) hat in seinem Buch »Die Elemente« Aufgaben behandelt, in denen
das Verhéltnis ¢ vorkommt.

Pacior1 (Luca, italienischer Mathematiker 1445 bis 1514) veroffentlicht 1509 ein Buch mit
dem Titel »De divina proportione« (Uber die gottliche Proportion). Darin stellt er die Bedeu-
tung der stetigen Teilung fiir die Platonischen Korper dar. KEpLER nennt die stetige Teilung
wsectio divina« (goéttliche Teilung).

Luca Paciorr empfingt Besuch in seinem Biiro
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Der Name Goldener Schnitt entstand im letzten Jahrhundert wahrscheinlich aus einer Ver-
mischung von »sectio divina« (KEpLER) und »regula aurea« (goldene Regel) zu »sectio au-
rea«. Seit der Antike und vor allem in der Renaissance spielt der Goldene Schnitt in de
Kunst als ausgewogenes MaBverhiltnis eine bedeutende Rolle.

Die Bezeichnung »stetige Teilung« oder eigentlich »stete Teilung« stammt von einer wichti-
gen Eigenschaft: Trdgt man ndmlich den kleineren Abschnitt d —s einer stetig geteilten
Strecke d auf der groBeren Teilstrecke s ab, so wird diese Strecke s durch den neuen Teil-
punkt ebenfalls stetig geteilt, und dies 148t sich in gleicher Weise beliebig oft wiederholen.

=1

S O, d, Ts
stetige Teilungen —
Es gilt einerseits
S': d:: - hl:: {"ii =1
- =——— und andrerseits ===
5:'. | d“. I 5:: =1 d'.:
d-- {E 1 {__l., L n
und deshalb 7= == —— = ——
d. . d, d..
Die Rechtecke mit zusammengehdrendem d und s als Seiten sind also alle dhnlich:
d, dpsg
e ————
5:‘. Sn 1

Die kiirzere Seite des gréBeren Rechtecks ist immer die lingere Seite des néchst kleineren
Rechtecks. Die so entstehenden Rechtecke heiBen Goldene Rechtecke.

CGoldene Rechtecke

An Rechtecken ldBt sich die Suche nach dem gréBten gemeinsamen MaB der beiden Seiten
schon veranschaulichen. Dem groBten gemeinsamen Maf entspricht der grote gemeinsame
Teiler (ggT) der beiden Streckenldngen. Wir greifen auf ein Verfahren von Euki ID zuriick
auf den Euklid-Algorithmus, um den ggT zweier Zahlen zu finden.

Man subtrahiert von der gréBeren Zahl a die kleinere Zahl b. Der ggT von a und b ist dann
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auch ggT von b und a — b. Mit den Zahlen b und a — b verfihrt man genauso wie vorhin mit
den Zahlen a und b. Diesen Schritt wiederholt man so lange, bis gleich groie Zahlen tGbrig-
bleiben. Das ist dann der ggT.

g 3/3 6/3

ggT(15;9)=3

15/9 9/6

Entsprechend nimmt man beim Rechteck so lange ein Quadrat weg (Quadratseite = klei-
nere Rechteckseite), bis ein Quadrat {ibrig bleibt. Mit diesem Quadrat 1dBt sich dann das ur-
spriingliche Rechteck auspflastern; die Quadratseite ist das grofite gemeinsame Mal} der
Rechteckseiten.

23
b/4
' [ o] ] 4/1
ShLE
[ ] )2
1/1
9
geT(23:9)=1
23/9 14/9 9/5
2 || L] [ 1] 131
13 13
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Erscheint bei diesem Verfahren ein Rechteck, das dem urspriinglichen &hnlich ist, dann
kann kein Quadrat als Endfigur iibrigbleiben: die Rechteckseiten haben kein gemeinsames
MaB, ihr Verhiltnis ist irrational. Beim Goldenen Rechteck entsteht schon nach der ersten
Quadratwegnahme wieder ein Goldenes Rechteck, also ist 7 irrational. Beim DIN-Rechteck
(Verhiltnis \,-"3) entsteht nach der zweiten Wegnahme wieder ein DIN-Rechteck. also ist V2
irrational.

o T 0 0 1 T 12/2

12 12
Wir berechnen jetzt ¢ und z:
d
% = ﬁ ergibt umgeformt e _EI__]
s
1
das heil3t ES——m oder #*—7—-1=10
o oy ] 1,-*? :
Weil 7 positiv ist, folgt 7=- > (=1,618 ...)
: 1 1 _
Fiir o gilt dann ——-——-1=0, ¢?+e¢—1=0
g o
—1+45
a=-127"= r—1(=0,618 ...)

Auffillig an den Zahlen o und 7 ist, daB sich jede um 1 von ihrem Kehrwert unterscheidet.

Der Kehrwert von 7 ist um 1 kleiner als 7 (was man auch an der Gleichu ng 7= durch

Tl
Kehrwertbildung sieht).
Fur o und 7 gibt es noch mehr merkwiirdige Beziehungen:

Wurzelfolge fiir :

=147 und z7>0

— =
.

e —

r=yl+r=vVi+{l+r =VI+y1+1+7 =Vi+y1+1+1+ ..
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Kettenbruch fur o:

=g+ 0
1 1 1 1 1
—=g+1, a= - = byjus
a0 1+ 1 1 1
= 1+— 1+
1+ o 1 _ 1
1+ : pr— -
1+ o 1
1+ -
1
] +———

1

Mit diesem Kettenbruch berechnen wir der Reihe nach Niherungsbriiche fiir o:

1
L =—=1
S
1 1 1 1 1 2
o, = = =—, 0;= = =7
1+l 1+a; 2 {4 . LEre L d
P
1
= . Bk 5 g 13
T 52 g femaEileSng
o, = 0,619 ... ist schon ein ausgezeichneter Niiherungswert fiir = 0,618 ..., wie gut er ist,

sehen wir im Bild: das Auge erkennt keinen Unterschied mehr zwischen dem Rechteck mit
den Seiten 13 und 21 und dem Goldenen Rechteck mit den Seiten 13 und 137
Vergleich von Zihler und Nenner der Naherungsbriiche

Zihler 23S g 13
Nenner 2 R 8 ]

Man sieht. wie Zihler und Nenner entstehen: Der erste Bruch ist 1/1. Bei allen andern Bru-
chen ist der Zihler gleich dem Nenner des vorausgehenden Bruchs, und der Nenner ist die
Summe von Zihler und Nenner des vorausgehenden Bruchs. FiBonaAcci (LEONARDO VON
Pisa, italienischer Mathematiker um 1180 bis um 1250) hat 1202 solche Zahlenfolgen beim
Studium der Kaninchen-Vermehrung entdeckt. Die Fibonacci-Folgen haben viele verblif-
fende Eigenschaften. Die einfachste kann man zu ihrer Definition verwenden:

Von der dritten Zahl an ist jede Fibonacci-Zahl die Summe der beiden vorausgehenden:

rnzf‘n—l_i_fn 2

Startet man mit f, = f, = 1, so ergibt sich die Folge der Zihler der Ndherungsbriiche fur o
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Zum Schiup noch einige Konstruktionen

Stetige Teilung einer Strecke (nach HERON VON ALEXANDRIA, 1. Jh. n. Chr.)
Die Strecke [AB] soll von einem Punkt T im Goldenen Schnitt geteilt werden.

Begriindung: AT = ax

: a\* a , . _ 2
a*+ (_} } = kem = ﬁ) (PyrHAGORAS im Dreieck ABC)

l=x+x oder x*+x—1=0

das ist genau die Bestimmungsgleichung fiir o

AT:AB=oc¢a:a, also AT:AB-= O W.z. b,

Konstruktion von ¢ und 7

b3

A B

Begriindung: Nach PYTHAGORAS ist AC = /5. Die Winkelhalbierende w, teilt [AB] im Ver-

hiltnis der anliegenden Seiten. Mit PB = x ergibt sich

) —x = .-"ﬂ , dls0 yox=1 X
1'.
e 2 /5 1
(5 +1)=2, x=—=——=——=
"r'l~\' } |_ £

Q teilt [AB] auBen im selben Verhiltnis. Mit QB = v

ergibt sich

y —
e also [Ay=2+vy
TR LR T V-2 “ )
2y V5
. 2 541
\.(\,"\—]_}22 ¥ — - = 2 =T
Vs —1 2




Konstruktion eines Goldenen Rechtecks mit gegebener Seite a

D_ R TS
——
a
|
G % M E 0

* - i . — a = :
Begriindung: Im Quadrat GERD ist nach PYTHAGORAS MR = —-/5, also gilt

i

]

\ == .} =

f_J]'l

GO + -

o
(] | =]

GOLD ist deshalb ein Goldenes Rechteck, bei dem die gegebene Seite die klei-
nere ist.
REOL ist ebenfalls ein Goldenes Rechteck, denn

N we . A=
EO:RE (;‘f 2‘—!]41:% —1-s

Im Rechteck REOL ist die gegebene Seite die groBere.

Konstruktion eines regelmiBigen Fiinfecks mit gegebener Seite s

)

Begriindung: Im gleichschenkligen Dreieck ABC muB mit AC=d gelten d:s=7
Die Diagonale d = st konstruieren wir wie beim Goldenen Rechteck: das Drei-
eck ABC liegt fest. Kreise mit Radius s um A, C und D schneiden sich in den
fehlenden Fiinfeckpunkten.
Damit haben wir zugleich auch eine Moglichkeit, einen 36°-Winkel (<€ BAC)
zu konstruieren.
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Aufgaben

1. @) Zeichne die Strecke AB = 13 und teile sie stetig. Wie lang sind die Streckenab-

e 3,

* 8.
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schnitte?
b) Verlingere [AB] tiber B hinaus bis zum Punkt C so, daB B die Strecke [AC] stetig
teilt. Berechne AC.

T teilt [AB] stetig, B teilt [AC] stetig, und D teilt [AT] stetig.

Konstruiere die Punkte und berechne AT. AC und AD, wenn AB = 8 ist und der gro-
Bere Abschnitt jeweils bei A beginnt.

Gib eine Definition fiir die stetige Teilung einer Strecke mit Hilfe des Begriffs »geo-

metrisches Mittel«.
GOLDENER ZIRKEL

GOLDENER ZIRKEL z
Zeige: Teilt der Punkt P den Schenkel s des »Zirkels« stetig,
dann teilt T die Strecke [AB] stetig.
S/ I:'_‘-.‘_E;
" R
,{:' ; :-¥- / é
Konstruiere die Winkel '

a) 36° b) 18° c) 24° ed) 3° ee) 81°.

In einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC gilt: b = ¢, (senkrechte Projektion von a
auf c).

a) Zeige: Der HohenfuBpunkt H. teilt ¢ stetig.

b) Konstruiere das Dreieck fiir ¢ = 10.

Weil das Verhédltnis o= (d —s):s=s:d bei der stetigen Teilung von d 1rrdtmn¢] ist,

verwendet man als Ndherung rdimndle Verhiltnisse wie zum Beispiel o* =1, £, &, &
fr* —

oder %. Berechne jeweils den prozentualen Fehler f —— =

Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Basis ¢ und h.=c.
Zeige: Der Schnittpunkt S von Inkreis und h, teilt diese Hohe stetig.

Zeichne ein Rechteck ABCD mit a = 2b und konstruiere den Punkt T. der [AB] stetig
teilt (AT > TB). Die Gerade TD schneidet AC im Punkt §.

a) Zeige: S teilt [AC] stetig. b) Berechne AS und SC fiir a = 12.

BANDKNOTEN




10. Von einem Rechteck mit den Seiten a und b = xa wird ein moglichst groBes Quadrat
(schraffiert) abgeschnitten. Das Uberbleibsel soll dem urspriinglichen Rechteck dhn-
lich sein.

a) Bestimme das Seitenverhiltnis eines solchen Rechtecks.
b) Dem Rechteck mit den Seiten a und xa wird nun ein Rechteck der Breite ¢ = ya so
zugefiigt, daB ein Quadrat entsteht. Berechne y.

xXa-

)_ # —'. L)
= Quadrat 12. T Q : Ot_ =
1
."-,- D A
q:.
QUADrat
P a 0

13. Bei welchem Wert von s sind Quadrat und Rechteck flichengleich?
Was fiir ein besonderes Rechteck liegt dann vor?
Von welcher Art ist dann das umbeschriebene (gepiinktelte) Rechteck?

zu grofl
U ke |S

w

i

e14. Zeige: &= 36°




e15. a) Zeige: e=36°
b) Konstruiere ein regelmiBiges Fiinfeck mit der Diagonale d = 8.
¢) Konstruiere ein regelmidBiges Zehneck in einem Kreis mit Radius 8.
d) Zeige: Die Seite s eines regelmiiBigen Zehnecks mit dem Umkreisradius r ist ge-
nau so lang wie der grolere Abschnitt vom stetig geteilten Umkreisradius.

L
|
A
Flche(ATC) = Flache(TBS)

[\
B N sanan i

~
B
17. In einem rechtwinkligen Dreieck ist ein Hypotenusenabschnitt genauso lang wie eine

Kathete.
Wie verhalten sich die Hypotenusenabschnitte?

18.
5 t
¥
s:t=7

//\‘“
19. Konstruiere ein Fiinfeck nach DU/RER (ALBRECHT, > \\
deutscher Maler, Niirnberg 21. 5. 1471 bis 6. 4. 1528 \ /
4 \ . f'
; R

Nirnberg) und iiberpriife durch Nachmessen
(Nachrechnen?), ob es regelmiBig ist.
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20.

"
s:;n
ol
- 1
|
!
~J

o
m|
wl
([

21. Bei welchen Strecken findest du das Verhiltnis des Goldenen Schnitts?

,_' e 22. Zeige a) ABCD ist ein Goldenes Rechteck
A ¥ : —N ol W
| : b) AT:TB=71
(> o f— L
i o~ "ﬁ“
F".;/’ E
A b 1 2B
2
1

23. Zeipe: AT=17 TBR=@¢

Joppelauadrat B

25. In einem gleichschenkligen Trapez ist eine Basis so lang wie ein Schenkel, die andere
so lang wie eine Diagonale. Berechne das Lingenverhiltnis bei den Basen (lang:kurz).

26, Zeige: x=y=1
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28.

148

. Zeige: Die Seiten benachbarter Fiinfecke verhalten sich wie 7.

30.

. Nenne alle Goldenen Rechtecke, die im Quadrat ADG]J stecken.

J £ i 6
K a 0 F
1 zu 28.
L il . E
T
s 5
A it D

Einem Parallelogramm mit einem Eckwinkel von 60° werden zwei moglichst groBe
gleichseitige Dreiecke abgeschnitten. In welchem Verhiltnis (lang:kurz) stehen die
Langen von Nachbarseiten, wenn das Restparallelogramm dem urspriinglichen Paral-
lelogramm #hnlich sein soll?

PARTHENON

Der Parthenon-Tempel in Athen paBt mit seiner Westseite recht gut in ein Goldenes
Rechteck (rot); er ist 23,5 m breit.

a) Wie hoch muB der Giebel (im Bild rekonstruiert) iiber der untersten Stufe gewesen
sein?

b) Essieht so aus, als habe die gepiinktelte Waagrechte von der Rechteckseite und der
gestrichelten Waagrechte denselben Abstand. Ist das bloB eine Téuschung?




=~

PenTABOLD konstruiert ein Filinfeck




7. Kapitel
Die Pyramide
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7.1 Grundlagen

Vor rund 4000 Jahren lieBen sich einige Pharaonen im alten Agypten monumentale Grab-
stiitten bauen. Uber einer quadratischen Grundfliache schichtete man behauene Felsquader
zu einem Korper, den wir heute Pyramide nennen. In der dgyptischen Sprache bedeutete da-
mals £\ 4| (vermutliche Aussprache piremus) eine Abmessung der Pyramide, wahr-
scheinlich eine Kantenlinge. Die Griechen miBverstanden diesen Begriff und verwendeten
als Lehnwort »pyramis« zur Bezeichnung des ganzen Korpers.

In der Mathematik verallgemeinert man: S,SPITZE

8 GRUNDKANTE C

VIELECK-EBENE

Definition:

|
Verbindet man alle Punkte eines Vielecks mit einem Punkt S, der auBerhalb der Vieleck-

ebene liegt, so entsteht der Mantel einer Pyramide.

Die Vieleckfliche heiBt Grundfliche; zusammen mit der Mantelfliche bildet sie die Py-
ramide. S heiBt Spitze der Pyramide.

Mantel und Grundfliche bilden zusammen die Oberfliche der Pyramide.

Ist die Grundfliche ein n-Eck, so besteht der Mantel aus n Dreiecken (Seitenflichen); die
Pyramide heiBt dann n-seitig.

Das Lot (und auch seine Linge) von der Pyramidenspitze auf die Vieleckebene heilBt
Héhe h der Pyramide; der LotfuBpunkt heiit HéohenfuBpunkt F.

HOHE DRIN HOHE DRAUSSEN

HOHE DRAUF




Ein n-Eck heiBt regelmiBig (reguldr), wenn es lauter gleich lange Seiten und einen Um-
kreis hat.

3-SEITIG| /| 5-SEITIG| /[|}

Eine Pyramide heit regelmiBig (reguliir), wenn ihre Grundfliche ein regelmiéBiges n-Eck
ist und der HohenfuBpunkt mit dem Umkreismittelpunkt der Grundfliche zusammenfilit.

4-SEITIG 6-SEITIG

1
\h_ 25

L

Man sieht leicht ein, daB bei einer regelmaligen Pyramide auch die Seitenkanten alle gleich
lang sind: die Dreiecke AFS, BFS, CFS, ... sind nach dem SWS-Satz alle kongruent.

Kongruenz:
AFS = ABFS = ACFS = ADFS = AEFS
also gleich lange Seitenkanten:

ke

AS=BS=CS=DS=FES




Eine regelmidBige Pyramide mit lauter gleich langen Kanten nennen wir gleichkantig. Eine
gleichkantige Pyramide hat entweder drei oder vier oder fiinf Seitenflichen. Die gleichkan-
tige dreiseitige Pyramide ist etwas ganz Besonderes: bei ihr kann man die Grundfliche nicht
mehr von den Seitenflichen unterscheiden; wir nennen sie regelmidBiges Tetraeder.

Jede dreiseitige Pyramide ist auch ein Tetraeder. Umgekehrt ist jedes Tetraeder auch eine
Pyramide. Die regelmiBige dreiseitige Pyramide muBl aber noch lange kein regelméBiges Te-
traeder sein. Erst die gleichkantige dreiseitige Pyramide ist zugleich auch ein regelmiBiges
Tetraeder. Obacht: »regelmiBig« bedeutet bei Pyramiden etwas anderes als bei Tetraedern.

TETRAEDER
|\ TETRAEDER

regelmiBige
dreiseitige
Pyramide

dreiseitige Pyramide

gleichkantige regelmiBiges
dreiseitice TETRAEDER

Pyramide
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In zwei Beispielen machen wir uns mit den neuen Begriffen vertraut.
1. Gegeben ist eine gleichkantige 4seitige Pyramide der Kantenlinge a.

.
b

Wir berechnen:
Hohe h, einer Seitenfliche: Weil die Seitenflichen gleichseitige Dreiecke sind, ist

——

a |
h.=—43.
s= 5 ¥

Hohe h: Es gibt zwei Losungswege. Beide beruhen auf rechtwinkligen Hilfsdreiecken:

Dreieck AFS Dreieck FMS
[AF] ist die halbe Diagonale im Grundfli-
chenquadrat:
== ] — a
F=—4" —
7 V2 = 2
h’+ AF?=a h? + FM? = h?
h? = a? — AF? h? = h? — FM?
_a— 2 .8 a
] 4 4
d: ia .d'). : X a!
R =

d |l_ - - - - = =
h= o v2, F ist also von allen Pyramidenecken gleich weit entfernt.

Mantel M: Der Mantel besteht aus vier gleichseitigen Dreiecken.

4 ; ; 1 a — a* .
Fliche eines Dreiecks 7ay V3 = T V3
Mantelfliche M = 4 - 1— V3 =a’ \,?

Oberfliche S: Mantel und Grundfliiche ergeben zusammen

3 +a2=a2(y3 +1).

S=a* \,l"%
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Abstand d des HohenfuBpunkts F von einer Seitenfliche:
d = [FH] ist eine Hohe im Dreieck FMS. Wir berechnen den

Flicheninhalt A des Dreiecks
FMS auf zwei Arten:

A 1 1 a
’s — e T ——
2 2 o B d_uh
1 also d-hy=h-=, 7h,
A ?(i'h_\.
(- da -
h=—+2 und h,=-—+43 werden eingesetzt:
ai“_
o 2t ey LG /B werghae
AT T R T, AT
D=l
2

2. Hoéhe im regelmifBigen Tetraeder
Ein beliebiges Tetraeder 1dBt sich auf vier Arten als Pyramide deuten: je nachdem, wie
man es hinstellt, hat es vier verschiedene lange Hohen. Im regelméiBigen Tetraeder sind
alle vier Hohen gleich lang, man spricht deshalb von der Hohe des regelméBigen Tetra-
eders.
Wir berechnen die Linge der Hohe eines regelmiBigen Tetraeders mit der Kanten-
linge a. Die Grundfliche ABC ist ein gleichseitiges Dreieck mit F als Mittelpunkt. Also

ist F auch Schnittpunkt der Seitenhalbierenden und teilt deshalb [AM] im Verhiltnis 2:1.
Der Rest steht im Bild.

Pythagoras
h'=a' -AF’
8le22 5.2

=8 - % ==a =!—;21'

h= é‘,’\.ii : A

155




Aufgaben

"
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. Wie muBl man eine n-seitige Pyramide anschauen,

Eine Pyramide ist durch Spitze und Grundfliche festgelegt.
Welche Korper lassen sich auf verschiedene Arten als Pyramide deuten?

Kann man mit einem ebenen Schnitt von jedem Quader eine dreiseitige regelmiBige
Pyramide abtrennen? Worauf muB3 man achten?

Welche Lage hat eine Ebene,

a) die eine vierseitige Pyramide in zwei vierseitige Pyramiden zerschneidet?

b) die eine fiinfseitige Pyramide in zwei vierseitige Pyramiden zerschneidet?
Wieviel Kanten, Ecken und Flidchen hat eine n-seitige Pyramide, falls

a) n=3 b) n=35 c) n=16 d) n=100 e) n beliebig?

. a) Wieviel Seitenflichen hat eine 16-kantige Pyramide?

b) Wieviel Seitenflichen hat eine 32-eckige Pyramide?
¢) Wieviel Kanten hat eine 49-eckige Pyramide?

a) Warum gibt es keine Pyramide mit ungerader Kantenzahl?
b) Warum hat jede Pyramide so viele Ecken wie Flichen?

UMRIss

Zeichne den Umrif ab und vervollstindige ihn zum Bild

a) einer vierseitigen Pyramide @ 0200 At

b) ciner fiinfseitigen Pyramide.. . . .. .o ST

c) eines dreiseitigen Prismas.

a) um alle n Seitenflichen zu sehen
b) um n — 2 Seitenflichen zu sehen?
KEOPS ist eine Pyramide mit rechteckiger Grundfliche. L und M sind die Mitten der
Seitenkanten [KS] und [PS]. Eine Ebene durch LM zerschneidet die Pyramide in zwei
Teilkorper.

Zeichne KEOPS ab und die Schnittfliche ein. falls
a) die Schnittebene durch die Mitte von [ES] geht

b) die Schnittebene durch eine Ecke der Grund-
fliche geht

c¢) die Schnittebene durch die Mitte von [KE] geht. |




L&

¢ 10. »GERADE« PYRAMIDEN
Unter einer geraden Pyramide versteht man eine Pyramide mit lauter gleich langen

Seitenkanten.

a)
b)

c)

Begriinde: Der HohenfuBpunkt F einer geraden Pyramide ist der Umbkreismittel-
punkt der Grundfliche.

Die Pyramide MURKS hat eine Raute als Grundflache. Die Diagonalen haben die

Lingen 8 und 10, die Hohe ist 9. Der HohenfuBpunkt ist der Schnittpunkt der Dia-

gonalen.

Berechne die Lingen der Seitenkanten und zeige, daB die Pyramide nicht gerade

ist, obwohl sie gerade aussieht. b s i1

Die gerade Pyramide MIES hat als Grundfliche ein Dreieck mit IM = 4,5, E1=9,5

und EM = 7.3.

Warum sieht MIES nicht gerade aus?

: 5
gerade Pyramide 1‘

S B
gerade \
Pyramide A\

nicht gerade \

- . Pyramide
A Au
= U.': - N T E: 5
’ K
Ar
< T --_:J-.'
11. Berechne jeweils die fehlenden Stiicke einer regelmifligen vierseitigen Pyramide:
Seitenkante | Grundkante | Hdohe Mantelfldche
8 g h M
a) 3 4
b) 2\,"[5_'.'- 1."ré
c) 2 \."Iﬁ_z
d) 2 12
e) V7 2415
*f) 3 1242




12. Berechne jeweils die fehlenden Stiicke einer rege

miBigen sechsseitigen Pyramide:

‘ 5 ' g h ' M
a) 10 6
b) | 3.6 4.8
= | . |
c) 5 240

*13. Die Kugel, die durch alle Ecken einer Pyramide geht, heilt Umkugel.
Die Kugel, die alle Flichen beriihrt, heiBt Inkugel.
a) Berechne In- und Umkugelradius einer regelmaligen vierseitigen Pyramide mit der
Grundkante g =5 und der Héhe h = 10.

b) Berechne In- und Umkugelradius einer regelméiBigen sechsseitigen Pyramide mit
der Grundkante g = a und der Héhe h = 4a.

S
regelmiBige Pyramide AR Umkugelradien
mit Umkugel <

regelmalige Pyramide mit Inkugel

3

b Inkugelradien

14. Zwei kongruente gleichkantige vierseitige Pyramiden (Kantenlinge 5) werden so zu-
sammengesetzt, dall sich ihre Grundflichen decken.

a) Zeichne den Kérper.
b) Berechne seine Oberfliche.
¢) Berechne die Entfernung der beiden Pyramidenspitzen.
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a) b)

7.2 Winkel im Raum

Zwei Leitern lehnen an einer Wand. Welche ist steiler?
Dem Anschein nach ist es die rechte. Kann man die
Steilheit einer Leiter messen? Man verwendet dafiir als
MaB den Winkel zwischen Gerade und Ebene. Weil wir
bisher nur den Winkel zwischen zwei Geraden kennen,
brauchen wir eine passende zweite Gerade in der Ebene.

Definition:

Der Winkel @ zwischen einer Gerade g und einer Ebene F ist der Winkel zwischen der
Gerade g und ihrer senkrechten Projektion g’ in der Ebene. Symbolisch ¢ = 4(g, F)

SCHIEF



Zwei Sonderfille miissen eigens definiert werden:

Definition:

Ist die Gerade g parallel zur Ebene F, so ist der Winkel zwischen g und F gleich 0°.
Ist die Gerade g senkrecht zur Ebene F, so ist der Winkel zwischen g und F gleich 90°,

PARALLEL] g|F seENkrecHT]
) ip =g F) = 00

g

gLF

Der Winkel zwischen einer Gerade g und ihrer senkrechten Projektion g’ ist kleiner als jeder
Winkel zwischen g und einer andern Gerade h in F, die durch den Schnittpunkt S von g und

F geht,

h - o 0
{ WARUM 5T L LET = 90
-

Beweis: Fillt man von A das Lot auf h (LotfuBpunkt E) und zeichnet die rechtwinkligen
Dreiecke AST und ASE in wahrer GroBe wieder mit der gemeinsamen Hypotenuse
[AS], dann liegen E und T auf dem Thaleskreis iiber [AS].
[AE] ist Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck ETA und deshalb linger als die Ka-
thete [AT]. Also ist auch der Winkel y gréBer als der Winkel .

Dreiecke AST und ASE
in wahrer GroBe
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In einem Beispiel konstruieren wir den Winkel zwischen einer Seitenkante und der Grund-
fliche der Cheops-Pyramide. Die Grundfldche ist ein Quadrat von 227,5 m Seitenldnge. Die
Spitze liegt 137 m iiberm ‘Schmttpunkt der Diagonalen. Diesen Winkel finden wir im Drei-
eck AFS: wir konstruieren es aus AF = $AC, <F = 90° und SF = h. Die Zeichnung ergibt
40°, ein genauerer Wert ist 40,4°. Man sieht diesen Winkel in wahrer Grofe, wenn man in

Ric‘hlung der Grundflichen-Diagonale auf die Pyramide blickt.

I
F
r
i
|.
B
A
!
i
[
r

Erd
[ N

A
Dreieck ABC in wahrer Grole

‘B

/

r'\q}

B @k ACS in wahrer Gribe
-

Winkel zwischen Seitenkante und Grundfliche

Will man die Cheops-Pyramide auf geradlinigem Weg besteigen, dann ist der Weg auf einer
Kante linger und damit weniger steil als alle andern Wege (nach der Konstruktion miBt er
211 m). Der kiirzeste und damit steilste Weg (178 m) fithrt von der Mitte M einer Grund-
kante zur Spitze S lings der Hohe eines Seitendreiecks. Er bildet mit der Grundfliche den
Winkel & Den Winkel & sehen wir in wahrer GréBe, wenn wir in Richtung einer Grundkante
auf die Pyramide schauen. Man bezeichnet diesen Winkel als Winkel zwischen Seiten- und
Grundflidche. Seine beiden Schenkel [MF und [MS stehen senkrecht auf der Schnittgerade

BC von Grund- und Seitenfldache.
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J / Winkel zwischen Seitenfliiche und Grundfliche

Definition:

Der Winkel ¢ zwischen den Ebenen E und F ist der Winkel zwischen zwei Loten der
Schnittgerade; ein Lot liegt in E, das andere in F. Symbolisch ¢ = < (E, F)
Sind die Ebenen parallel, so ist der Winkel 0°.

SCHIEF

PARALLEL
ElF

e=<(EF =0°

— - "\\
N\ 2 E € =<(E,F) =90°
N 0° < € = (E,F) < 90° \ N\

<

Konstruieren wir den Winkel ¢ zwischen einer Seitenfliche und der Grundfliche der Che-
ops-Pyramide, so ergibt sich &= 50°
Aus der Definition fiir den Winkel zwischen zwei Ebenen folgt der

Satz:
Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist genauso groB wie der Winkel zwischen zwei
Loten der Ebenen.
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Eine wichtige Folgerung daraus ist der

Satz:

A I {lg, 1) = << (E,F)

a+8=90°= 8+

also =g

Zwei Ebenen stehen aufeinander senkrecht, wenn eine ein Lot der andern enthilt.

Aufgaben

e2.

.3,

Eine Pyramide hat ein Rechteck als Grundfldache, eine Seitenkante ist zugleich auch
Hobhe.

Zeige: Alle Seitenfldchen sind rechtwinklige Dreiecke.

Welche Flichen stehen aufeinander senkrecht?

FUCHS ist eine Pyramide mit rechteckiger Grundfldche; die Spitze S liegt senkrecht
iiberm Schnittpunkt der Diagonalen in FUCH. Es ist FU =6, UC = 8 und h = 12.

a) Konstruiere die Winkel zwischen zwei Kanten.

b) Konstruiere die Winkel zwischen Seitenkante und Grundfliche.

c¢) Konstruiere die Winkel zwischen Seiten- und Grundfliche.

Konstruiere und miB auf Grad genau den Winkel zwischen einer Seitenkante und der
Grundfliche

a) bei einer gleichkantigen dreiseitigen Pyramide

b) bei einer gleichkantigen vierseitigen Pyramide

¢) bei einer gleichkantigen fiinfseitigen Pyramide.

Konstruiere und mifB auf Grad genau die Winkel zwischen zwei Seitenflichen einer
gleichkantigen

a) dreiseitigen Pyramide b) vierseitigen Pyramide

¢) flinfseitigen Pyramide.
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ABCDS ist eine vierseitige Pyramide mit der Spitze S.

ABCD ist die Grundfliche eines Wiirfels mit der Kantenlinge a.

S ist ein Punkt in der Deckfliche des Wiirfels.

Berechne die Lingen der Seitenkanten, konstruiere und miB auf Grad genau die Win-
kel zwischen Seitenkanten und Grundfldche, falls

a) S Mitte von EFGH ist b) S Mitte von [EF] ist

c) S=E ist.

Eine regelmiBige vierseitige Pyramide hat die Grundkantenlinge 342 . Berechne die
Ho6he, wenn

a) eine Kante mit der Grundfliche einen 60°-Winkel bildet

b) eine Seitenfliche mit der Grundfliche einen 60°-Winkel bildet

¢) zwei benachbarte Seitenkanten einen 60°-Winkel bilden

d) zwei gegeniiberliegende Seitenkanten einen 60°-Winkel bilden

e) eine Seitenkante und eine Grundkante einen 60°-Winkel bilden

f) eine Seitenkante und eine Diagonale der Grundfliche einen 60°-Winkel bilden.

. In der regelméBigen Pyramide Mops mit der H5he 8 hat eine Grundkante die Linge 6.

a) Berechne die Oberfliche S.

b) Konstruiere und miB auf Grad genau den Winkel zwischen einer Seitenfliche und
der Grundfliche.

¢) Konstruiere und mi auf Grad genau den Winkel zwischen zwei Seitenflichen.

. ABCDEFGH ist ein Wiirfel mit der Kantenlidnge 10. In ihm schneiden sich zwei Eck-

flichen, es entsteht die Pyramide ELFI.

a) Berechne die Kantenlingen von ELFI.

b) Konstruiere den Abstand von LI und der Mitte M von [EF].
Konstruiere und mi auf Grad genau die Winkel zwischen

¢) den Kanten

d) Kanten und Flichen

e) den Flichen.

ABCDEFGH ist ein Wiirfel mit der Kantenlidnge 11. In ihm schneiden sich zwei Diago-
nalflichen, es entsteht eine Pyramide mit den Ecken B, E, F, G und H.

a) Beschreibe die Pyramide.

Konstruiere und mifl auf Grad genau die Winkel zwischen
b) Seiten- und Grundkanten

¢) Seiten- und Grundfliche

d) den Seitenflichen.




7.3 Das Netz einer Pyramide

Schneidet man eine Pyramide ldngs geeigneter Kanten so auf, daB sich die Oberfldche in der

s Ebene ausbreiten 1dBt, so entsteht ein Netz der Pyramide. Verlaufen die Schnitte nur lings
der Seitenkanten, so nennen wir das Netz Standardnetz. In einem Netz mul} jede Seitenfli-
che iiber eine Kante mit dem Rest verbunden sein.
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B Kein Netz!
anderes Netz in wahrer Grolie AL B,

Es ist nicht schwer, von einer gegebenen Pyramide ein Netz zu zeichnen. Umgekehrt ist aber
nicht alles, was wie ein Pyramidennetz aussieht, auch tatsdchlich das Netz einer Pyramide.
Wie zeichnet man zu einer gegebenen Grundfliche ein Standardnetz, das sich zu einer Py-
ramide falten 146t?

o

_,”: Grundfliche
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An die Grundkanten blol irgendwelche Dreiecke anzuhédngen, damit ist’s nicht getan. Auf
alle Fille miissen die Dreieckseiten gleich lang sein, die beim Hochklappen in einer Kante

zusammentreffen. Aber auch dann ist man beim Falten vor Uberraschungen nicht sicher.
Beobachtet man das Auffalten einer Pyramide genauer, dann merkt man, worauf man noch
Zzu achten hat. Beim Herunterklappen dreht sich eine Seitenfliche um eine Grundkante,
und die Spitze lduft auf einem Kreisbogen nach unten. Dieser Kreisbogen liegt in einer
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Ebene. die senkrecht ist zur Drehachse und damit senkrecht zur Grundebene. Die senk-
rechte Projektion der Spitze in der Grundebene wandert dabei auf dem Lot, das man von F
auf die Grundkante fillt. Das gilt fiir jedes Seitendreieck. Deshalb treffen sich in jedem
Standardnetz der Pyramide die Lote, die man von Sy, S,, ... auf die zugehodrigen Grundkan-
ten fallt, im HohenfuBpunki F der Pyramide.

Und auch dann kann’s immer noch schiefgehen! Wir miissen nimlich noch berticksichtigen,
daB die Hohe einer Seitenfliche (durch die Spitze) ldnger ist als ihre senkrechte Projektion
in der Grundebene.

Aufgaben

1. NETZE
Welche Figuren sind Pyramidennetze?

)/ AL B A A R )

e) 7 f) g) M h)

2. A(3|11), B(10|4), C(16|16), D(8|16) und S(1|1) bilden das unvollstindige 24
Netz einer Pyramide ABCDS, F(11|11) ist der HéhenfuBpunkt. 0019

a) Vervollstindige das Netz. 0

b) Konstruiere die Hohe der Pyramide und mif ihre Linge.
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3. Die Pyramide ABCDS hat als Grundfldche eine Raute mit der Seitenlinge 6.
Die Diagonale [AC] hat die Linge 6 y‘r.“a . Der Diagonalenschnittpunkt M ist HohenfuB-
punkt.
Die Hohe [MS] der Pyramide hat die Linge 3.

a) Wie groB sind die Innenwinkel der Raute ABCD? Begriindung!

b) Berechne die Ldngen der Seitenkanten und die Winkel zwischen Seitenkanten und
Grundfliche.

¢) Berechne den Inhalt der Oberfliche der Pyramide.
d) Konstruiere das Standardnetz.

4. Die Pyramide ABCDS hat als Grundfléiche ein Quadrat mit der Seitenlinge 4.
Von den Seitenkanten ist bekannt: CS=8, DS =5 und AS=7.

Konstruiere das Standardnetz der Pyramide und mifB die Linge BS. (Querformat, ganze
Seite, Quadrat in die Mitte!)

®5. AUFSCHNITT
Gleichkantige Pyramiden (Kantenldnge 4) werden entlang den dick gezeichneten Kan-
ten aufgeschnitten und auseinandergefaltet. Zeichne die Netze.

d)

7.4 Polyeder

Die Pyramiden sind Sonderfille von Polyedern. Das Polyeder (oder Vielflach) ist ein Korper,
der von ebenen Flichen begrenzt ist. Je nachdem, wieviel Flichen das Polyeder hat, heiB3t es
Tetraeder (Vierflach), Pentaeder (Fiinfflach), Hexaeder (Sechsflach) usw.

Dem Schweizer Mathematiker LEONHARD EULER (1707 bis 1783) verdanken wir die Wieder-
entdeckung eines Satzes, den vermutlich schon ARCHIMEDES (285 bis 212) gekannt hat:

Polyedersatz von Euler:

Hat ein konvexes Polyeder F Flichen, E Ecken und K Kanten, so gilt: F+ E—K =2,
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Bei konkaven Polyedern konnen sich fiir F + E — K auch Zahlen ergeben, die grofler sind als
zwei. Bin Beweis des Polyeder-Satzes steht am Ende des Kapitels.

Von isthetisch und mathematisch hohem Reiz sind die regelmdBigen Polyeder. Unter
einem regelméBigen Polyeder versteht man einen konvexen Korper: seine Flachen sind re-
gelmiBige Vielecke, in jeder Ecke laufen gleichviel Kanten zusammen. Es gibt zwar unend-
lich viele regelmiBige Vielecke, aber erstaunlicherweise nur fiinf regelmiBige Polyeder.

Durchblick?

Nach der Uberlieferung kennen schon PyrHAGORAs (=580 bis ~496) und seine Schiiler das
Tetraeder, den Wiirfel und das Dodekaeder.

THEAITETOS (=416 bis 369), Freund und Schiiler Platons, konstruiert diese Korper, entdeckt
das Oktaeder und Ikosaeder und beweist als erster, daB es nicht mehr als fiinf regelmiBige
Korper geben kann.

PLATON (427 bis 347) ist von den Gedanken des THEAITETOS so beeindruckt, daB er in seiner
Deutung der Natur auf die fiinf regelmiBigen Polyeder zuriickgreift. Grundlage bilden die
Lehre von EMPEDOKLES (=490 bis 430), wonach die Welt aus vier Elementen besteht, und
die Lehre von DEmMokrITos (=460 bis =370), wonach ein Stoff aus nicht teilbaren Baustei-
nen, den Atomen, zusammengesetzt ist. Nach Praton haben die Atome eines Elements die
Gestalt eines regelmédBigen Polyeders:
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Element Gestalt der Atome Deutung

Erde Wiirfel Quadrate fiir quaderhaft fest
Wasse [kosaeder | : LY TR
i nape Dreiecke fiir fliichtig,
Feuer Tetraeder feicht bawaalich
e reglic
Luft Oktaeder & :

Ubrig bleibt das Dodekaeder. Thm ordnet Praton das Weltall zu: Jeder der zwolf Seitenfli-
chen entspricht eines der zwdlf Sternbilder. Seitdem heiBen die fiinf regelmiiBigen Korper
auch Platonische Korper.

Die fiinf Platonischen Korper

6 B ¢

regelmiBiges Wiirfel regelmiiBiges
i Tetraeder 6 Fldchen Oktaeder

4 Flichen 8 Ecken 8 Flidchen

4 Ecken 12 Kanten 6 Ecken

6 Kanten 12 Kanten

regelmiBiges regelmiBiges
Tkosaeder Dodekaeder
20 Flichen 12 Flichen
12 Ecken 20 Ecken

30 Kanten 30 Kanten
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Der Beweis dafiir, daB es nicht mehr regelmiBige Korper als die fiinf Platonischen Korper
gibt, bildet den kronenden Abschlull des beriihmtesten Geometriebuchs »Die Elemente«
von Eukrip (um 300 v. Chr.).

Grundidee: Die Summe der Winkel, die zwischen den Kanten einer konvexen Ecke entste-
hen, ist immer kleiner als 360°.

apnddh

3:60° < 360° 4-60° < 3607 5-60°<360° 3-90° < 360° 3-108° < 360°

6 @

TETRAEDER OKTAEDER IKOSAEDER WURFEL DODEKAEDER

Weil an jeder Ecke mindestens drei regelmiBige Vielecke aneinanderstofen miissen, kom-
men nur in Frage: gleichseitige Dreiecke (Kantenwinkel 60°), Quadrate (Kantenwinkel 90°)
und regelmiBige Fiinfecke (Kantenwinkel 108°). Deshalb gibt es hochstens fiinf Méglichkei-
ten fiir eine »Platonische« Ecke.

/| Vier Platonische Kérper im Wiirfel
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* Die dreizehn Archimedischen Korper

Schneidet man von Platonischen Korpern Ecken oder Kanten so ab, daB Stiimpfe mit regel-
miBigen Vielecken als Grenzflichen entstehen, so ergeben sich die beriithmten 13 Archime-
dischen Korper. Wie bei den Platonischen Kérpern treffen sich in jeder Ecke gleichviel
Kanten so, daB3 die Ecken deckungsgleich sind, aber jetzt kommen zwei oder drei verschie-
dene regelmiBige Vielecke in einem Korper vor. Im Gegensatz zu PLATON hat ARCHIMEDES
die nach ihm benannten Korper selber gefunden.

Tetraederstumpf

Triakistetraeder

Wiirfelstumpf 1

'L::“) Kubooktaeder
Rhombendodekaeder

Wiirfelstumpf 2

Triakisoktaeder

4 Dreiecke
4 Sechsecke
8 Flichen

8 Dreiecke
6 Quadrate
14 Flichen

8 Dreiecke
6 Achtecke

14 Flichen

2 Ecken 12 Ecken 24 Ecken
18 Kanten 24 Kanten 36 Kanten
Wiirfelstumpf 3 Wiirfelstumpf 4 Wiirfelstumpf 5

kleines Rhombikubooktaeder

Trapezoidikositetraeder

groBes Rhombikubooktaeder
Hexakisoktaeder

kronrandiger Wiirfel
Pentagonalikositetraeder

y
i
7

8 Dreiecke
18 Quadrate
26 Fliachen
24 Ecken
48 Kanten

Quadrate
Sechsecke
Achtecke
Flichen
Ecken
Kanten

32 Dreiecke
6 Quadrate
38 Flichen
24 Ecken
60 Kanten
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Die Namen in der ersten Zeile sind keine allgemein iiblichen Bezeichnungen. Wir haben sie
gewihlt um zu erkldren, welcher Platonische Korper hier im Bild durch Abstumpfen in den
Archimedischen Korper iibergeht. AuBerdem kann man die deutschen Namen leichter be-
halten (und sprechen!) als die bizarren wissenschaftlichen Fremdwortungetiime in den Zei-
len darunter. Fiirs Abstumpfen gibts auch andre Wege: Der Wiirfelstumpf 1 zum Beispiel
entsteht auch, wenn man einem Oktaeder Pyramiden abschneidet, deren Kanten halb so
lang sind wie die des Oktaeders.

Oktaederstumpf

Tetrakishexaeder

Ikosaederstumpf 1

Ikosidodekaeder
Rhombentriakontaeder

Tkosaederstumpf 2

(FulBball)
Pentakisdodekaeder

6 Quadrate

& Sechsecke
14 Flichen, 24 Ecken, 36 Kanten

20 Dreiecke

32 Flichen, 30 Ecken, 60 Kanten

12 Finfecke

12 Fiinfecke
32 Flachen, 60 Ecken, 20 Kanten

20 Sechsecke

Dodekaederstumpf 1

Triakisikosaeder

Dodekaederstumpf 2

kleines
Rhombiikosidodekaeder
Pentakisdodekaeder
Trapezoidhexakontaeder

Dodekaederstumpf 3

grofles
Rhombiikosidodekaeder
Hexakisikosaeder

Dodekaederstumpf 4

kronrandiges Dodekaeder

Pentagonalhexakontaeder

20 Dreiecke
12 Zehnecke
32 Fldchen
60 Ecken

L 90 Kanten

20 Dreiecke
30 Quadrate
12 Fiinfecke
62 Flichen
60 Ecken
120 Kanten

30 Quadrate
20 Sechsecke
12 Zehnecke

62 Flichen
120 Ecken
180 Kanten

80 Dreiecke
12 Fiinfecke
92 Flichen
60 Ecken
150 Kanten
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* Die acht Dreieckkorper

Neben den Platonischen Kérpern gibt es noch viele andere konvexe Polyeder mit auffdlligen
RegelmiBigkeiten. Zum Beispiel die acht DreieckkoOrper: jeder ist von kongruenten gleich-
seitigen Dreiecken begrenzt.

b e

Tetraeder Oktaeder

4 Flichen 6 Flichen 8 Fldchen 10 Fldchen 12 Flichen
4 Ecken 5 Ecken 6 Ecken 7 Ecken 8 Ecken
6 Kanten 9 Kanten 12 Kanten 15 Kanten 18 Kanten

14 Fldchen 16 Flidchen 20 Flachen
= 9 Ecken 10 Ecken Ikosaeder 12 Ecken
21 Kanten 24 Kanten 30 Kanten

Aber auch kongruente Rauten oder Drachen kommen als Flichen vor.

6-Rauten-Flach 12-Rauten-Flach 24-Drachen-Flach 30-Rauten-Flach
6 Fldchen 24 Rauten 24 Fliachen 60 Flichen
8 Ecken 14 Ecken 26 Ecken 32 Ecken

12 Kanten 24 Kanten 48 Kanten 90 Kanten

174

A A
\ |




Und 14Bt man schlieBlich auch noch konkave Polyeder zu, so tut sich eine neue Vielfalt ein-
drucksvoller Formen auf: die Sternkérper. Das einfachste Exemplar ist ein achtzackiger
raumlicher Stern, die Stella Octangula. Man kann ihn deuten als zwei regelmiBige Tetra-
eder, die sich durchdringen, oder als regelmiBiges Oktaeder, auf dessen Seitenflichen regel-
miBige Tetraeder sitzen. Ein Stern mit 12 (20) Zacken entsteht, wenn man die Kanten eines
regelmiBigen Dodekaeders (Ikosaeders) bis zum Schnitt verlingert. Auch Archimedische
Korper taugen als Kerne fiir Sterne usw.

* Beweis des Polyedersatzes

Zur Vorbereitung untersuchen wir Streckenpléne. Streckenpline sind zusammenhangende
Gebilde, die aus Punkten und Verbindungsstrecken bestehen.

STRECKENPLANE

-\ —
F=0 F=0 = F=1
E=1 E=12 E=3 =0
K=0 K =4 K=3 K=7
F+E-K=1 FHE—K=1 F+E-K=1 E+-E=K=1

Die Zahl F + E — K hat fiir jeden Streckenplan den Wert 1. Das sieht man leicht ein, wenn

man sich iiberlegt, wie ein Streckenplan entsteht: Man beginnt mit einem Punkt, fiir ihn

stimmt die Behauptung.

Dann zeichnet man eine Strecke dazu, ohne eine schon vorhandene Strecke zu schneiden.

Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten:

(1) Man zeichnet einen neuen Punkt und verbindet ihn mit einem schon vorhandenen
Punkt: es entstehen eine neue Kante und eine neue Ecke, wiahrend die Flachenzahl F

gleichbleibt. s :
. 1. Moglichkeit: neuer Punkt
frad S
o -’.'I / "\-,_‘ }L = 6 + |_
v

=
= |
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(2 Man verbindet zwei vorhandene Punkte. Es entstehen eine neue Kante und eine neue
Fliache, wihrend die Eckenzahl E gleichbleibt.

2. Moglichkeit: neue Strecke

=16

]

L
a5

F+E—K=Q+1)+6—(7+1)=1

In beiden Fillen dndert sich die Zahl F + E — K nicht.

Das Kantenmodell eines konvexen Polyeders kann man immer so anschauen, daB man es
als Streckenplan sieht, der genauso viele Kanten und Ecken hat wie das Polyeder. Man muf
mit dem Auge nur nahe genug an eine Fliache herangehen. Ein solcher Streckenplan heiBt
auch Schlegel-Diagramm. In jedem Schlegel-Diagramm ist (wie oben gezeigt)F + E — K = 1.
Das Polyeder hat eine Fliche mehr als das Schlegel-Diagramm, nidmlich die, durch die das
Auge in den Korper blickt. Thr UmriB ist der UmriB8 des Schlegel-Diagramms. Deshalb gilt
fiir konvexe Polyeder F+E—-K=1+1=2.

Dodekaeder [kosaeder

* Polyedersatz von DESCARTES

Neben dem Satz von Euler gibt es noch einen genauso schonen und iiberraschenden Satz
uber konvexe Vielflache. Gefunden hat ihn der franzosische Mathematiker und Philosoph
RENE DESCARTES (1596 bis 1650). Zur Formulierung brauchen wir den Begriff »Restwinkel
einer Ecke«. Die Summe der Winkel zwischen den Kanten, die in einer konvexen Ecke zu-
sammenlaufen, ist immer kleiner als 360°; die Erginzung zu 360° nennen wir Restwinkel.
Zum Beispiel ist der Restwinkel einer Dodekaeder-Ecke gleich 36°, siehe auch Seite 137.

Polyedersatz von DESCARTES:

Bei jedem konvexen Polyeder ist die Summe der Restwinkel gleich 720°,
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Aufgaben

1.

Was ist jeweils die kleinst- bzw. groBtmogliche Eckenzahl im Umril eines Platoni-
schen Korpers?

Welche Gemeinsamkeit haben die Platonischen Korper

a) Tetraeder, Wiirfel und Dodekaeder

b) Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder?

3. Welche gleichkantigen Vielflache haben sechs Ecken?

a) Stelle von Wiirfel, Tetraeder und Oktaeder (beide regelmiBig) fest, wieviel Symme-
trieebenen und -achsen sie haben, und beschreibe deren Lage.

b) Welche Platonischen Korper sind punktsymmetrisch?

Verfahre mit den Dreieckkorpern, die keine Platonischen Kdrper sind, so wie in Auf-
gabe 4.

BLICKRICHTUNG

Die Bilder zeigen besondere Ansichten von Drahtmodellen Platonischer Korper.
Nenne jeweils den Korper und beschreibe die Projektionsrichtung.

Wo sieht man eine Kante in wahrer GroBe?

Welche Winkel (Kante—Kante, Kante—Fliche, Fliche—Fliche) sieht man in wahrer
GrolBe?
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7. DUAI

einbeschrieben ist.

Die Bilder zeigen jeweils einen Platonischen Korper, der einem Platonischen Korper
Partner vergleicht?

Warum l4Bt sich in jedem Paar die Rolle beider Korper vertauschen? (Duale Kérper!)
az)

Wo zeigt sich die Dualitit, wenn man die Flichen-, Ecken- und Kantenzahlen zweier
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o 8. Ein regelmiBiges Tetraeder hat die Kantenlinge a. Wie lang ist der kiirzeste Weg auf
der Oberfliche von der Mitte M einer Kante zur Mitte L der gegeniiberliegenden
Kante? (Netz!)
- e 9. Fin regelmiBiges Oktaeder hat die Kantenlinge a. Wie lang ist der kiirzeste Weg auf
der Oberfliche von einer Ecke zur gegeniiberliegenden Ecke? (Netz!)

10. Fille von den Enden einer Raumdiagonale eines Wiirfels die Lote auf eine andere

Raumdiagonale.
Zeige: Die LotfuBpunkte teilen die Raumdiagonale in gleich lange Teilstrecken.

®11. Fille von der Kantenmitte M von [AD] eines regelmédBigen Oktaeders ABCDEF die
Lote auf die Seitenflichen BCE und BCF.
a) Zeige: Ein LotfuBpunkt teilt die Hohe einer Seitenfliche im Verhaltnis 1:2.
b) Zeige: Die Lote schneiden aus der Raumdiagonale [EF] eine Teilstrecke aus, die
halb so lang ist wie die Raumdiagonale.
£12. Ein regelmiBiges Tetraeder hat die Kantenlinge a. Berechne

a) die Oberfliche S b) die Hohe h

¢) den Radius der Kugel, die durch alle 4 Ecken geht (Umkugelradius)

d) den Radius der Kugel, die alle 4 Seitenflichen beriihrt (Inkugelradius)
5 e) den Radius der Kugel, die alle 6 Kanten beriihrt (Kantenkugelradius)

f) die Entfernung der Mittelpunkte zweier windschiefer Kanten.

13. Uberpriife den Satz von DESCARTES an den Platonischen Korpern und den Dreieckkdor-
pern.
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7.5 Das Volumen der Pyramide

Die Volumenformel fiirs Prisma V = Gh. Wir haben sie gefunden, indem wir das Prisma mit
einem geeigneten Quader verglichen haben. Bei der Pyramide ist die Volumenbestimmung
schwieriger. Wir benutzen ein Verfahren, das der italienische Mathematiker BONAVENTURA
CAVALIERI (15987 bis 1647) entwickelt hat. Seine Uberlegung: Kérper miiBten gleiches Volu-
men haben, wenn sie in jeder Hohe gleich groBe Querschnittsflichen haben. Diese Idee hat
er 1635 in einem Geometriebuch veroffentlicht, sie ist heute unter dem Namen Cavalieri-
sches Prinzip bekannt:

Stehen zwei Korper auf derselben Ebene E und erzeugt jede zu E parallele Ebene bei
beiden Kdrpern gleich groBe Schnittflichen, dann haben beide Korper dasselbe Volu-
men.

CavaLIERT: volumengleiche Korper

Zum exakten Beweis muBB man die hohere Mathematik bemiihen. Deshalb kdnnen wir die-
ses Prinzip hier nur anschaulich verstindlich machen. Wir stellen uns vor, daBl zwei Koérper
mit gleich groBen Grundflichen und Héhen auf einer Ebene E stehen. Durch Ebenen, die
parallel sind zu E, schneiden wir sie in Scheiben der Dicke d. Die Scheiben sind niherungs-
weise Prismen mit paarweise gleich groBen Grundflichen und Hohen. Die Néherung ist um
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so besser, je diinner die Scheiben sind. Sehr diinne Scheiben in gleicher Hohe haben unge-
fihr dasselbe Volumen. Wenn zwei Korper aus paarweise volumengleichen Scheiben beste-
hen, dann haben sie dasselbe Volumen.

Mit dem Satz von CAVALIERI bestimmen wir jetzt das Volumen von Pyramiden. Wir untersu-
chen die Schnittflichen, die entstehen, wenn man eine Pyramide parallel zur Grundflache
schneidet. Fiir sie gilt:

Die Inhalte paralleler Schnittflichen einer Pyramide verhalten sich wie die Quadrate
der Abstinde der Flichen von der Spitze.

ABCDE ~A'BCD'E

Beweis: G’ entsteht aus G bei zentrischer Streckung mit dem Zentrum S und dem Streckfak-

’

tor m = e also gilt

| G’ s v
G'=m’G oder —=m*=—.
2 G h?
Deshalb haben zwei Pyramiden mit gleich groBen Grundflichen und gleichen Héhen in je-
der Hohe gleich groBe Schnittflichen. Mit CAvALIERI konnen wir dann sagen:

Pyramiden mit gleich groBen Grundflichen und gleichen Hohen haben dasselbe Vo-
lumen.
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Pyramide

Man muB also nur bei einer einzigen Pyramide wissen, wie sich das Volumen aus Grundfli-
che und Hohe errechnet. Wir nehmen ein gerades dreiseitiges Prisma ABCDEF und zer-
schneiden es in die dreiseitige Pyramide ABCD und in die vierseitige Pyramide BCDEF
(Spitze D). Mit einem zweiten Schnitt halbieren wir die vierseitige Pyramide; es entstehen
die beiden volumengleichen dreiseitigen Pyramiden BCDE und CDEF. das heilit V,=V..
Weil die Pyramiden (1) und (2) gleich groBe Grundflichen (Kongruenz!) und gleiche Hoéhen
(Seitenkanten!) haben, sind auch sie volumengleich: V; = V,. Also gilt fiir jede Pyramide:

| _
Volumen der Pyramide V=1 Glj

gleiches Volumen: V = 3Gh

Die Formel 14Bt sich auch noch anders herleiten. Dazu brauchen wir passende Stufenkdrper.
Wir schneiden die Pyramide parallel zur Grundfliche in gleichen Abstdnden durch. Auf die
Grundfldche und auf jede Schnittfliche stellen wir ein Prisma der Héhe d. Alle Prismen bil-
den zusammen einen Stufenkérper. Sein Volumen V, ist groBer als das Volumen V der Pyra-
mide. Dienen die Schnittflichen als Deckflichen von Prismen der Héhe d. so entsteht ein
anderer Stufenkorper. Sein Volumen V, ist kleiner als das Pyramidenvolumen V. Unabhiin-
gig von der Anzahl der Schnitte gilt V, <V < V,. Das Pyramidenvolumen wird um so ge-
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nauer eingegrenzt, je mehr Schnitte man macht. Man sieht das sofort, wenn man jeweils den
juBeren und inneren Stufenkorper vergleicht: der Unterschied ist das untere Prisma des gro-
Beren Stufenkdrpers. Macht man die Anzahl der Schnitte sehr groB, das heiBt d sehr klein,
dann wird auch der Unterschied V, — V, sehr klein und kann schlieBlich vernachlissigt wer-
den: dann ist V;=V =V,.

h

E ihre vier Grundfli-

Bei drei Schnitten ergeben sich vier duBere Prismen der Hohe d =
chen sind

N2 e N2 1
=(=L) G=(+) G==—
# (h) A (4__)(“ T

/

G, = (%)u g




Der duBere Stufenk&rper hat das Volumen

1 _1 4 h 9 h 16 .. ‘h Gh

=—G —+—G —+—G-—+—G - —=——(1+4+9+16)
fer e Gt G e s O e O o (L -
30 o
= H(_%h =0,46875Gh.
Der innere Stufenkorper hat das Volumen
Gh 14 _
V.=—(1+4+9=—Gh= SGh.
= e (1+4+9) 2 Gh=0,21875Gh

Damit ist das Pyramidenvolumen noch sehr ungenau eingegrenzt:
0,21875Gh <V < 0,46875Gh

Genauer wird’s, wenn wir die Anzahl der duBeren Prismen vergroBern:

Anzahlder| AuBenvolumen Innenvolumen Unterschied
duleren Vi V; Vi— Vi
Prismen

4 0,46875 Gh 0,21875 Gh 0,25 Gh
12 0,37615... Gh 0,29282... Gh %Gh
100 0,33835 Gh 0,32835 Gh 0,01 Gh
1000 | 0,3338335Gh 0,3328335 Gh 0,001 Gh
10000 0,333383335 Gh 0,333283335Gh 0,0001 Gh
n son [t 1) [ Laa o2y (1) L Gi
e I'._ n/ l" 20 | 53 | TR ] | % 2n ,.-l Tl |

Macht man n immer groBer, dann unterscheidet sich der Faktor hinter +Gh sowohl bei V, als
auch bei V; beliebig wenig von 1. Wieder ergibt sich

Volumen der Pyramide V = ! Gh. |
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Aufgaben
1.

10.

Berechne das Volumen folgender Pyramiden:

a) die Grundfliche ist ein Quadrat mit der Seitenldnge a = 6, die Hohe ist h = 24

b) die Grundfliche ist ein Rechteck mit den Seitenlingen a =12 und b =18, die
Hohe ist h = 60

¢) die Grundfliiche ist ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge a = 6, die Hohe
isth=26

d) die Grundfliche ist ein regelmiBiges Sechseck mit der Seitenldnge a = 2, die Hohe
ist h = 6.

Berechne Oberfliche und Volumen der Cheops-Pyramide.

(Grundkantenlinge 227,5 m, Héhe 137 m)

Der Mittelpunkt eines Wiirfels mit der Kantenliinge a ist mit den Ecken der Grundfla-
che verbunden. Berechne Oberfliche und Volumen dieser Pyramide.

Ein Zelt hat die Form einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide. Wieviel Zeltplane
braucht man fiir den Zeltmantel, wenn das Zelt 1,5 m hoch ist und ein Volumen von
2 m’ hat?

Ein quadratischer Turm mit der (Quadrat-)Seitenlinge 3 m ist mit dem Dach einer re-

gelmiBigen Pyramide abgeschlossen. Berechne das Dachvolumen, wenn die Seiten-
kante der Dachpyramide 5 m lang ist.

Ein Alaunkristall hat die Form eines regelmiBigen Oktaeders, die Kantenlinge sei
2,1 cm und die Masse 7,4 Gramm. Berechne die Dichte.

Ein Quarzkristall besteht aus einem regelméBigen geraden sechsseitigen Prisma und
zwei aufgesetzten regelmiBigen Pyramiden. Ein Exemplar habe 107 Gramm Masse,
die Prismenhohe sei 4,2 cm, und die Grundkante sei 1,6 cm lang; die Seitenkanten der
Pyramiden seien 3,2 cm lang. Berechne die Dichte von Quarz.

Berechne das Volumen eines

a) regelmiBigen Tetraeders der Kantenlénge a

b) regelmiBigen Oktaeders der Kantenlinge a.

In welchem Verhiltnis stehen die beiden Volumina?

Verbindet man die Endpunkte zweier windschiefer Flichendiagonalen in gegeniiber-
liegenden Wiirfelflichen, so entsteht ein regelmiiBiges Tetraeder.

a) Zeichne den Wiirfel mit dem einbeschriebenen regelméBigen Tetraeder.
Wieviel solcher Tetraeder gibt es in einem Wiirfel?

b) Berechne das Volumen des einbeschriebenen regelmifligen Tetraeders in Abhin-
gigkeit von der Wiirfelkante a. Welchen Bruchteil des Wiirfelvolumens nimmt er
ein?

Die beiden Tetraeder von Aufgabe 9. bilden zusammen einen Sternkdrper, die »Stella

Octangula«.

a) Zeichne einen Wiirfel und den einbeschriebenen Sternkorper.

b) Berechne das Volumen der Stella Octangula in Abhiingigkeit von der Wirfel-
kante a. Welchen Bruchteil des Wiirfelvolumens nimmt die Stella ein?
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*11. Die Cheops-Pyramide war urspriinglich etwa 147 m hoch und hatte eine Grundkanten-
linge von etwa 230 m.

a) Wieviel Prozent der Steine waren bis zur halben Hohe verbaut?
b) Gib die Hohe in Meter und in Prozent der Pyramidenhdhe an.
®]12. RAUTENZWOLFFLACH
Auf den Flichen eines Wiirfels der Kantenlinge a sitzen regelméBige Pyramiden der
Hohe a/2.
a) Zeige: 12 Rauten begrenzen den Korper.
b) Berechne Volumen und Oberfliache.

*13. GEDACHTER W{RFEL
Auf den Flichen eines Wiirfels der Kantenlidnge a sitzen gleichkantige Pyramiden.
a) Zeichne den Korper.
b) Berechne Volumen und Oberfliiche.

¢) Von welchem Korper sind die Pyramidenspitzen die Ecken? Berechne sein Volu-
men.

*14. Die Flichenmitten eines Wiirfels sind die Ecken eines regelmifBigen Oktaeders.
a) Zeichne einen Wiirfel und das einbeschriebene Oktaeder.

b) Berechne das Volumen des Oktaeders in Abhingigkeit von der Wiirfelkante a.
Welchen Bruchteil des Wiirfelvolumens nimmt das Oktaeder ein?
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*15.

¢ 16.

o17.

»18.

19.

Die Kantenmitten eines regelmiBigen Tetraeders sind die Ecken eines regelmiBigen

Oktaeders.

a) In welchem Verhiltnis steht das Oktaedervolumen zum Tetraedervolumen?

b) In welchem Verhiltnis stehen die beiden Oberflicheninhalte?

Die Flichenmitten eines regelmiBigen Tetraeders sind die Ecken eines regelmiBigen

Tetraeders.

a) In welchem Verhiltnis steht das kleine Tetraedervolumen zum grofien Tetraedervo-
lumen?

b) Welches Verhiltnis bilden die beiden Oberflicheninhalte?

a) Von welchem Korper sind die Ecken die Kantenmitten eines regelmédfBigen Okta-
eders?

b) Berechne das Verhiltnis von Oktaeder- und Korpervolumen.

¢) Berechne das Verhiltnis der Inhalte von Oktaeder- und Korperoberfliche.

a) Von welchem Korper sind die Ecken die Flichenmitten eines regelméBigen Okta-
eders?

b) Berechne das Verhiltnis von Oktaedervolumen und Kérpervolumen.

c) Berechne das Verhiltnis der Inhalte von Oktaeder- und Korperoberfliche.

DACHVOLUMEN

Berechne die Rauminhalte von

IFIF-_H-_—__“" u a) Satteldach T SR b) Walmdach

T c) Kriippelwalmdach ; d) Zeltdach

B P i%s,

Linge u. Breite 2e und Hohe h sind immer gleich:
h=6m

e=4m

u = 12 mrh
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220. WURFELFACETTIERUNG

Schneidet man die Ecken eines Wiirfels der Kantenldnge a so ab, daB Stiimpfe mit re-
gelmiBigen Vielecken als Grundflichen entstehen, so ergeben sich zwei Archimedi-
sche Korper:

Wiirfelstumpf 2 hat 6 Achtecke und 8 Dreiecke,

Wiirfelstumpf 1 hat 6 Quadrate und 8 Dreiecke.

a) Berechne die Kantenldngen der Wiirfelstiimpfe.

b) Berechne die Oberflichen.

¢) Berechne die Abstinde paralleler Dreieckflichen.

d) Berechne die Rauminhalte.

21. Wievielmal so groB wird die Oberfliche einer Pyramide, wenn man
a) alle Grundkanten und die Hohe verdoppelt?
b) alle Grundkanten und die Héhe k-mal so lang macht?

22. Wievielmal so groB wird das Volumen einer Pyramide, wenn man
a) alle Grundkanten beibehilt und die Hohe verdoppelt?
b) alle Grundkanten verdoppelt und die Hohe beibehilt?
¢) alle Grundkanten und die Hohe verdoppelt?
$23. Eine Flichenmitte eines Wiirfels der Kantenldnge a bildet zusammen mit den Ecken
der gegeniiberliegenden Fliache eine Pyramide. Wie groB ist

a) die Hohe b) das Volumen c) die Oberfliche
(Konstruktionen in d) bis j)!

d) der Winkel zwischen Seiten- und Grundkante

e) der Winkel zwischen Seitenkante und Grundfliche

f) der Winkel zwischen Seiten- und Grundfliche

g) der Winkel zwischen benachbarten Seitenkanten

h) der Winkel zwischen nicht benachbarten Seitenkanten
i) der Winkel zwischen benachbarten Seitenflichen

j) der Winkel zwischen nicht benachbarten Seitenflichen?
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$24. OKTAEDERWURFEL
Ein Wiirfel der Kantenlidnge a und ein Oktaeder durchdringen sich so, daB sie Kanten-
mitten gemeinsam haben. (Abb. 156/7e)
a) Berechne Oberfliche und Volumen des Korpers.
b) In welchem Verhiiltnis steht das Oktaedervolumen zum Wiirfelvolumen?

¢) In welchem Verhiltnis steht der Oberflicheninhalt des Oktaeders zu dem des Wiir-
fels?

d) Der Oktaederwiirfel hat 14 Spitzen. Von welchem Korper sind die 14 Spitzen die
Ecken?

225. Ein Wiirfel, ein regelmiBiges Tetraeder und ein regelmiBiges Oktaeder haben gleich
groBe Oberflichen. In welchem Verhiltnis stehen die Rauminhalte?

26. Eine regelmiBige quadratische Pyramide hat die Grundkante a und die Héhe h. Auf
ihrer Grundfliche steht ein Wiirfel der Kantenlinge x so, dafl seine vier oberen Ecken
auf den Hohen der Seitenfldchen liegen.

Berechne x in Abhédngigkeit von a und h.

27. Was fiir Vielfache erkennst du im Bild von Luca PacioLi auf Seite

* 7.6 Das Volumen des Pyramidenstumpfs

Trennt man von einer Pyramide durch einen Schnitt parallel zur Grundfldche die Spitze ab,
so bleibt ein Pyramidenstumpf iibrig.
Schon vor 4000 Jahren haben die Agypter fiir den Sonderfall der quadratischen Grundfli-
che das Volumen von Pyramidenstiimpfen berechnet. Sie kannten zwar noch nicht unsere
Formelschreibweise, dafiir aber als Text formulierte Verfahren. Ubersetzt sieht das Verfah-
ren fiir den Pyramidenstumpf so aus:

= }{a? + ab + b)h,
a und b sind die Kanten von Grund- und Deckflichenquadrat, h ist der Abstand von Grund-
und Deckfliche

Erst 1220 n. Chr. taucht die allgemeine Formel in der »Practica Geometriae« von LEONARDO
voN Pisa auf. Weil Variablen damals noch unbekannt waren, beschrieb auch er seine Formel
in Worten.

Ubersetzt lautet sie:

V=4(G + yGD + D)h,

G und D sind die Inhalte von Grund- und Deckfliche, h ist der Abstand von Grund- und
Deckfliche
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Mit der Formel fiirs Pyramidenvolumen leiten wir die letzte Formel her:
Der Stumpf entsteht durch Abschneiden einer Pyramide:

V=V

",

grobe Pyramide

LG(h +x) — DX

kleine Pyramide

= 1(Gh + Gx — Dx) = $[Gh + (G — D)x].

Weil x im Stumpf nicht vorkommt, eliminieren wir es; aus 7.5 wissen wir

D X : :

—=— Wurzel ziehen

G (x + h)*
;-'T X g it
— = | kreuzweise multiplizieren
\r(I x+h

X qf-"'I) th 1,5 X .,-"'('i_

h 1,|_) X ( \.n'fi = 1.1_):'

4 \,D ) . ) .
X=———7= | Wurzeln im Nenner beseitigen
VG - D
hyD  hyD (/G + D) _ JDG +D

h.

VG -yD (JG /D) (/G +4D) G-D

Den letzten Bruch setzen wir fiirs x oben ein

G=D

[ .. yDG +D
V= [{ihe- (G- D)X—r h}

nach Kiirzen mit (G — D) ergibt sich fiirs

Volumen des Pyramidenstumpfs =1(G +YGD +D)h
| =

Sind speziell Grund- und Deckfliche Quadrate mit den Seitenlingen a und b, so geht die
Formel iiber in

V=1(a?+ab+ b})h, also in die Formel der Agypter.
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Aufgaben

1. Berechne die fehlenden Stiicke eines Pyramidenstumpfs:

G D h | ¥
a) ‘ 22,5 25 | 24
— I = |
b) 16 | 6 74 |
2 S| |
| 12 3 9 |

|t Sl |

d) ‘ D + 24 10 | 130

2. Ein Papierkorb hat die Form eines Pyramidenstumpfs mit quadratischer Grundfliche.
Die Grundfliche hat eine Kantenlinge von 30 cm, die Deckfliche von 25 cm.
Welches Volumen hat der 50 cm hohe Papierkorb?

Welche Abmessungen haben die Seitenflichen?
23. OBELISK
In der Mathematik nennt man ein Vielflach einen Obelisken, wenn Grund- und Deck-
fliche parallele Rechtecke und auBerdem die Seitenflichen Trapeze sind.
Ein solcher mathematischer Obelisk hat das Volumen

V =¢(2ab + 2cd +ad + be) - h.
a) Zeige: Die Formel gilt auch dann, wenn der Obelisk zum Prisma, zur Pyramide
oder zum Pyramidenstumpf entartet.
b) Walm- und Satteldach sind ebenfalls Sonderformen des Obelisken. Man bezeichnet
sie auch als Keile. Bestimme die Volumenformel fiir den Keil aus der Obeliskenfor-
mel.

¢) Leite die Obeliskenformel her.
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4, Auf der Place de la Concorde in Paris steht ein dgyptischer Obelisk aus Luxor aus Gra-

192

nit.

Seine Form: Auf einem quadratischen Pyramidenstumpf steht eine Pyramide, deren
Grundfliche die Deckfliche des Stumpfs ist.

Berechne Volumen und Masse aus den Daten:

Grundkante 242 m
Deckkante 1,45m
Stumpfhohe 21,6 m
Gesamthohe 23m
Dichte 2,68 g/cm’.

. Als einfache Niherungsformel fiirs Volumen des Pyramidenstumpfs verwendet man ge-

legentlich
V' =4(G + D):h.

a) Vergleiche V' und V fiir einen Pyramidenstumpf mit G = 18, D=8 und h = 10.

b) In welchem Verhiltnis miissen G und D stehen, damit die Niherungsformel den
richtigen Wert ergibt?




8. Kapitel
Darstellende Geometrie
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8.1 Grund- und AufriBdarstellungen

8.1.1 Darstellung von Punkten; Normalrisse

Will man die Lage eines Punkts in der Ebene festlegen, so flihrt man gewOhnlich ein Koordi-
natensystem ein und gibt die Koordinaten des Punkts an. Man kommt zum Beispiel zum
Punkt A(2|4), indem man 2 Einheiten in x-Richtung und 4 Einheiten in y-Richtung geht.
Meistens stehen x- und y-Achse aufeinander senkrecht, meistens sind die MaBeinheiten auf
beiden Achsen gleich (Kartesisches Koordinatensystem).

A}’—Achsc ‘ z-AC ik

A(214)

2

x-Achse

Etwas schwieriger wirds im Raum. Hier braucht man ein dreidimensionales Koordinatensy-
stem. Es entsteht, wenn man das ebene x-y-System erweitert um eine z-Achse; diese steht
normalerweise senkrecht auf der x- und y-Achse und hat dieselbe MaBeinheit.

Zum Punkt B(2 |4|3) findet man, indem man 2 Einheiten in x-Richtung, 4 Einheiten in y-
Richtung und 3 Einheiten in z-Richtung geht. Auch im x-y-z-System heiBen die Zahlen 2, 4
und 3 Koordinaten:

2 ist die x-Koordinate oder der x-Wert, 4 ist die y-Koordinate oder der y-Wert, 3 ist die z-
Koordinate oder der z-Wert, von Punkt B.

Den Punkt A(2[4) im x-y-System schreibt man im x-y-z-System jetzt A(2|4]0).

Zwei Koordinatenachsen spannen eine Koordinatenebene auf. Die x-y-Ebene heiBit Grund-
ri-Ebene, alle ihre Punkte haben den z-Wert 0. Die y-z-Ebene heiBt AufriB-Ebene, alle
ihre Punkte haben den x-Wert 0. Die x-z-Ebene heit SeitenriB-Ebene, alle ihre Punkte ha-
ben den y-Wert 0.

Die eigenartige Bezeichnung Rif rithrt her von dem
alten Wort ritzen fiir Zeichnen oder Schreiben.
Diese Bedeutung lebt noch in Wdrtern wie Umrifs,
Abrif3, Verrif, Reiflzeug und Reif3brett sowie im Eng-
lischen fo write.




Die 3 (positiven) Koordinaten lassen sich auch deuten als Abstande von den RiB-Ebenen.
So liegt Punkt B(2|4|3) 2 Einheiten vor der AufriB-Ebene, 4 Einheiten vor der SeitenriB-
Ebene, 3 Einheiten iiber der GrundriB-Ebene.

Beleuchtet man den Punkt P mit Licht, das parallel zu einer RiBachse einfillt, also senk-
recht auf eine RiB-Ebene trifft, so entsteht in der Riflebene ein Schatten von P; er heilit
NormalriB des Punkts. Der NormalriB in der GrundriBebene heift GrundriB, wir kenn-
zeichnen ihn mit einem hochgestellten Strich. Punkt P(2|4|3) hat also den Grundril
P'(2|4|0) und entsprechend den AufriB P”(0|4|3) und den SeitenriB P"'(2|0]3).

In der Fachsprache heiBen Risse auch senkrechte Projektionen.

In dem rechts oben abgebildeten rdumlichen Koordinatensystem sieht man die Koordinaten
nicht in wahrer GroBe: die x-Einheit erscheint kleiner als die beiden andern Einheiten. Ein
maBtreues Bild der RiBebenen entsteht, wenn man sie um die RiBachsen in die Zeichen-
ebene klappt.

Die AufriBebene stellen wir uns schon in der Zeichenebene vor. Die Grundriebene klappen
wir um die y-Achse nach unten und die SeitenriBebene um die z-Achse nach links.

Die drei Risse des Punkts P(2|4|3) Seitenris +Z Aufrig
P'21013) 2 4 P1(01413)
T — —
3 3
1
. — - 3 L
X Y
3 2
| 1 4
Die RiBebenen = P21410)
sind in die Grundrif}
Zeichenebene
geklappt. Xv
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Die nidchsten beiden Bilder zeigen allgemein den Zusammenhang zwischen den Koordina-

ten p,, p, und p, eines Punkts und seinen Rissen P, P” und P
Z P7(p,10lp ;f':+ P(0ip,1p,)
}:nf< ."‘lf':-||-il!'| t} Ordner .-\.'.ll'rll',
Olp | -
¥ : px [Jl,
W B,) s
| ., :
(P P: P.
f '
i - =
f H“‘N = T
[ ]
P(p.Ip,Ip,)
’ P«
o=

(s
i -l /(_)I oy

X " Grundrily

Pip,Ip, 0}

P’ und P” liegen immer auf einer Gerade, die senkrecht ist zur y-Achse, P und P liegen
immer auf einer Senkrechten zur z-Achse. Solche Senkrechten heilen Ordner. Der Ordner
von P’ und P” schneidet die y-Achse in p,, der von P” und P’ die z-Achse in p,. Weil
Grund- und Aufril schon alle drei Koordinaten eines Punkts enthalten und damit seine
Lage festlegen, 1Bt man den Seitenril oft weg.

Um einen Korper in Grund- und Aufri darzustellen, projiziert man seine Ecken oder sonst
noch besondere Punkte von ihm in die Grund- und Aufrilebene.

Fdrars r o
\\. iirfel in 7 L‘----.._H"
Grund { T—
und Aufrifl { i AZ A D ey
| 1 T T
j [
1! Wiirfel- |
Aufrify [
' ! ! |
| O T T
Jib :
| D'aH
| oy
Wiirfel- / o
Grundrifi| / plie=t

X i - .E.I..{:l'
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Draufsicht hefert Grundrif}

f‘ Yy

'y Siehst du den Aufrill ein
) dann stell dir imme
| 1in waagrechter |
ing auf die Figur schaust

L | VO Vi

rich

Schneiden sich
AC und BD?

Mit Grund- und AufriB lassen sich schon
recht anspruchsvolle Aufgaben durch An-
schauen l6sen. Dazu ein Beispiel: Vier
Punkte A, B, C und D im Raum kdnnen ein
ebenes Viereck ABCD bilden oder die Ecken
einer dreiseitigen Pyramide ABCD sein. Eine
Moglichkeit, die beiden Félle zu unterschei-
den, besteht darin zu entscheiden, ob sich die
»Diagonalen« AC und BD schneiden oder
windschief sind. Schneiden sie sich, so ist
ABCD ein ebenes Viereck, andernfalls eine
dreiseitige Pyramide.

Liegen A, B, Cund D
in einer Ebene?

Zuerst untersuchen wir die Punkte A(6|2|1,5), B(6|6]|1), C(3|5]2,25) und D(3|3]2,25).
Die Grundrisse der Diagonalen schneiden sich in U’, die Aufrisse in V”. U’ und V” liegen
aber nicht auf einem Ordner, konnen also nicht Grund- und Aufrif eines Schnittpunkts
sein. Deshalb sind AC und BD windschief, und ABCD ist eine dreiseitige Pyramide.
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Ein Blick auf den Ordner durch U’ zeigt im AufriB die beiden {ibereinander liegenden
Punkte auf AC und BD: BD liegt iiber AC.

Ein Blick auf den Ordner durch V" zeigt im GrundriB die beiden zugehorigen Punkte auf
AC und BD: BD liegt vor AC.

Im zweiten Fall ersetzen wir Punkt D(3 |3 |2,25) durch E(3|3|2,5). Jetzt liegen S’ und S” auf
einem Ordner, sind also Grund- und Aufrif eines Punkts S, dem Schnittpunkt von AC und
BD ABCE ist ein ebenes Viereck mit dem Diagonalenschnittpunkt S(4|4|2).

AZ
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Veranschaulichung in Koordinatensystemen

Grund- und AufriB allein sind oft wenig an-
schaulich. Einen besseren Raumeindruck von
einer Figur liefern Normal- und Schrigbilder.
Fiirs Heft eignet sich besonders ein Koordinaten-
system im Schriigbild; es ist leicht zu zeichnen,
die Karolinien sind praktische Hilfslinien. Wir
empfehlen den Typ im Bild:

Die Punkte A, B, C, E und S vom letzten Bei-
spiel, die dort im Normalbild gezeichnet sind,
sehen im Schrigbild so aus:

Wiirfel & Kugel
im Normalbild:
Trimetrie

Aufgaben

1. Zeichne Grund- und AufriB von

Schrighild

'Y’
' 1 -
2
X
-

Wiirfel & Kugel
im Schrighbild

A(4]3]2), B(3|2|4), C(2|4|3), D(3|1]0), E(0|5]|2), F(0|6]0)

2. Zeichne Grund- und AufriB von
a) [AB] mit A(2|0|1), B(3|3|2)
b) [CD] mit C(2]4|3), D(4|4|1)
¢) [EF] mit E(0|7]2),F (4]|5]3)

3. Zeichne Grund- und AufriB des Dreiecks
a) ABC mit A(1|1]11), B(4]2]3), C(2|4|2)
b) DEF mit D(3|73), E(0|5|3), F(4|6]0)
¢) GHI mit G(1]7|0), H(4|9|3), I(1]9|0)
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4. Ermittle die Koordinaten der Punkte und zeichne die Strecken im Schrighild.

LY

b) Welche besondere Lage haben die Strecken im Koordinatensystem?

H .'|
A I | l
1 ) L | .
¥
i : s
1
S

Xy | 1 | | | i

a)




b) Welche besondere Lage hat das Dreieck im Koordinatensystem?

K c

z} T x

6. Zeichne Auf- und Grundrif der im Schrigbild gegebenen Dreiecke.
Gib die Koordinaten der Punkte an, sie sind ganzzahlig.
<

7. Untersuche, ob das Viereck ABCD eben ist, und lies gegebenenfalls den Schnittpunkt S
der Diagonalen ab.

G - . A'L!_—'i"- —r= T I._ —

d) A(3,5|1/2), B(1,5]2,5]0), C(0,5|5|0), D(3,5

4,5|4)

8. Bestimme die fehlende Koordinate so, dall das Viereck ABCD eben ist:
a) A(2|10|1), B(0|3,5|0), C(2]4,5|4), D(3,5|0]?)
b) A(0|0]0), B(1,5|2]2), C(3]1,5|3), D(0|?|2)
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8.1.2 Grund- und AufriB einfacher Korper

Bisher haben wir nur ebene Figuren in Grund- und Aufril untersucht. Sinn der darstellen-
den Geometrie ist es, Korper maBtreu abzubilden. Die Risse werden am einfachsten, wenn
moglichst viele Seitenflichen parallel zu Koordinatenebenen liegen, denn deren Strecken

und Winkel sieht man mabBtreu.

Wir beginnen mit dem einfachsten Korper, dem Wiirfel. Im ersten Bild sind alle Seitenfld-
chen parallel zu Koordinatenebenen: Grund- und AufriB sind Quadrate.

‘lz

Z

Vx

<Y

Wilrfel in Normalstellung

Im zweiten Bild ist derselbe Wiirfel gedreht, steht aber noch auf der xy-Ebene. Der Grundril3
ist das gedrehte Quadrat, der AufriB ist ein Rechteck, in dem die sichtbaren Kanten dick
und die hintere (verdeckte) Kante diinner gezeichnet sind.

) \\ K: _// 1

o
Gedrehter Wiirfel *Y




Im dritten Bild steht dieser Wiirfel auf einer Ecke. Jetzt ist keine Seitenfliche mehr parallel
zu einer Koordinatenebene: Grund- und AufriB sind Sechsecke.

3 >

-

. - ¥ '_.’-/' ]
Wiirfel auf der Spitze | [

Der zweite Korper hat ein H-Profil. Er ist zwar etwas komplizierter, aber seine Seitenflichen
sind alle parallel zu Koordinatenebenen.

H-Profil




Die nichsten Bilder zeigen Korper mit Seitenflichen, die keine rechten Winkel mehr bil-
den, aber immer noch eine Seitenfliche parallel zur GrundriBebene haben: eine Spule, ein
Spat, ein Sechsflach, eine vierseitige Pyramide und ein Gebédude, das aus Quadern und Pris-

men zusammengesetzt ist. Az

Z
= ' |
— i |
&) :
: | i g

"I 7z
1
1 o
v
1
Yx
‘ Z
1
-
1 y
1
Sechsflach
verschnittener Quader
Vx
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Vierseitige Pyramide

<Y

Gebdude
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Kennt man einen Korper und seine Lage im Koordinatensystem, dann liegt Grund- und
AufriB} eindeutig fest. Umgekehrt aber ist ein Kérper nicht immer aus Grund- und Aufrifl
eindeutig konstruierbar: Sind Grund- und Aufrill beispielsweise Rechtecke, dann lassen sich
daraus sieben rdumliche Figuren konstruieren. Diese Mehrdeutigkeit entsteht dadurch, daB
auf einem Ordner mehr als zwei Risse von Eckpunkten liegen.

Doch es gibt Mittel, die Eindeutigkeit zu retten: Oft tut’s ein zusitzlicher RiB}, zum Beispiel
der SeitenriBl. Immer aber klappt’s, indem man den Ecken Namen gibt.

)

“A
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Aufgaben
1. Welcher Korper K hat welchen GrundriB G und welchen Aufri A?

as| |

W
- '_____“".'_'f o K 4

A2

Al

G4

b) 7

3. Zeichne Grund- und AufriB des beschriebenen Koérpers (Alle Koordinaten sind nicht ne-
gativ!):
a) Eine Kugel mit Radius 3, die alle Koordinatenebenen bertihrt.
b) Einen Wiirfel auf der xy-Ebene mit den benachbarten Ecken (4|1(0) und (1[5]0).
¢) Eine gerade vierseitige Pyramide mit quadratischer Grundfliche steht auf der xy-
Ebene. sie hat die Hohe 5 und die benachbarten Ecken (2|2|0) und (3|7]0).
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4. Von einem Wiirfel der Kantenliinge 4 ist ein Stiick ab- und herausgeschnitten; Grund-
und AufriB zeigen den Restkorper. Zeichne ein moglichst einfaches Schrigbild des Rest-

korpers.
a) b) c)
‘z ‘z Lz
l
57 7 57
TK '}{ “'x
d) e) )
Az Az
zZ
57 v 5
X
‘X ' |




c) ‘z

5, Zeichne ein moglichst einfaches Schrigbild von:

a) h}“z
Az
'* e
V= [
Y Vs
d) )z se)hz | —
1
L » 1 >
; .
V.
<1
Iﬂ‘iﬂ i) og}‘z [ ] h]‘-ﬁ
|
2 2
2 e R i
2 2
Bl 4
=

<Y
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8.1.3 Darstellung von Geraden

Eine Gerade entsteht, wenn man eine Strecke grenzenlos iiber ihre Endpunkte hinaus ver-
langert.

Der Schnittpunkt von Gerade und Grundriflebene heiit 1. Spurpunkt G,, der Schnittpunkt
von Gerade und AufriBebene heiBt 2. Spurpunkt G, und der Schnittpunkt von Gerade und
Seitenrilebene heilit 3. Spurpunkt G;. Die Spurpunkte beschreiben besonders anschaulich
die Lage einer Gerade im Koordinatensystem.

Weil G, in der GrundriBebene liegt, gilt G} = G,; GY ist der Schnittpunkt von y-Achse und
GeradenaufriB k”.

Weil G, in der AufriBebene liegt, gilt G = G,; G; ist der Schnittpunkt von y-Achse und Ge-

radengrundriB} k'.
Gy (=21013) Spurpunkt

Q{6IR \

Auf einer Gerade liegen auch Punkte mit negativen Koordinaten.
Liegt zum Beispiel P hinter der AufriBebene, dann ist eine x-Koordinate negativ und sein
Grundril3 P’ liegt iiber der y-Achse.

2\ Liegt zum Beispiel Q unter der GrundriBebene,
~_Ponize | dann ist seine z-Koordinate negativ, und sein
Jerozizy | | | AufriB Q" liegt unter der y-Achse.

Im Grund-AufriBbild liegt also die negative z-
- Achse auf der positiven x-Achse und die nega-
G'(01610) tive x-Achse auf der positiven z-Achse.

-
¥y

i

Py 1i1i0) S

GL(01210) \_

L B 8
Q(OI8I=1)

G/(41610)

BN

™

x' Q |5:.-=|\\
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Sonderfille

Besondere Lagen von Geraden liegen vor, wenn ein Ril3 parallel oder senkrecht zur y-Achse
ist.

Der Aufrif3 ist parallel zur y-Achse.
[st k" parallel zur y-Achse im Abstand h, dann ist k parallel zur GrundriBebene in der
Hohe h. Eine solche Gerade heif3t Héhenlinie.

AufriB parallel zur y-Achse

&

1 c}'n.
2 |

G, ¥

k ist Hohenlinie ‘!"L

Der Grundrif3 ist parallel zur y-Achse.
Ist k' parallel zur y-Achse im Abstand d, dann ist k parallel zur AufriBebene im Abstand d.
Eine solche Gerade heit Frontlinie (oder Abstandlinie).

GrundriB parallel zur y-Achse

e

Der Grundrif$ ist senkrecht zur y-Achse, und der Aufrif ist ein Punkt.
k ist eine zur x-Achse parallele Hohenlinie.

Der Aufril ist ein Punkt

1?_
1 kl 1 (;,;I
h
s <4
g |y
k!
Ve




Der GrundriB ist ein Punkt

Grund- und Aufrif} sind senkrecht zur y-Achse.
k liegt in einer Ebene, die senkrecht ist zur y-Achse, also
Grund- und AufriB bestimmen die Lage der Gerade im Raum nicht eindeutig. Um die Ein-

deutigkeit zu retten, braucht
man noch den SeitenriBl
oder Grund- und Aufri
zweier Geradenpunkte, fiir
die sich am besten die Spur-
punkte eignen (wenn sie nicht
auf der y-Achse zusammenfal-
len.

Der Aufrif3 ist senkrecht zur y-Achse, und der
Grundrif? ist ein Punkt.
k ist eine senkrechte Frontlinie, also par-

‘z kf!
allel zur z-Achse.
G
[
¥y
d
3
G/ k'
Vx

parallel zur Seitenrifebene.

Grund- und AufriB senkrecht zur y-Achse

n i}

xa
k"

|

k'

Zwei Raumgeraden v und w konnen sich in einem Punkt S schneiden, sie konnen parallel

oder windschief sein.

Gibt es einen Schnittpunkt S, dann schneiden sich die Grundrisse v/ und w' in s’ und die
Aufrisse v und w" in S§” so, daB S’ und S” auf einem Ordner liegen.

212

Die Geraden v und w
schneiden sich in S.




Umgekehrt erkennt man die Existenz eines Schnittpunkts daran, dafl sich die Grundrisse
und die Aufrisse jeweils schneiden und ihre Schnittpunkte auf einem Ordner liegen.

Sind v und w parallel, dann gilt das auch fiir die Risse. Umgekehrt folgt aus der paarweisen
Parallelitit der Risse die Parallelitit der Raumgeraden v und w.

Die Geraden v und w
sind parallel. :-:'

In allen andern Fillen liegen die Geraden windschief.
Im AufriB erkennt man, welche Gerade iiber der andern liegt, im GrundriB erkennt man,
welche Gerade vor der andern liegt.

=Y

:{‘ I e

<Y

Die Geraden v und w sind windschief.
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Schattenwurf

Mit den Spurpunkten finden wir leicht den Schatten eines Korpers in einer der Rilebenen,
Wir konstruieren den Schatten, den ein Wiirfel in der AufriBebene hat, wenn der Wiirfel

— von parallelem Licht (Sonne)

— von einer punktformigen Lichtquelle (Taschenlampe)

beleuchtet ist.

Konstruktion: Wir legen durch eine Wiirfelecke eine Gerade
parallel zu den Lichtstrahlen
— durch die Lichtquelle L.
Der Spurpunkt dieser Gerade in der AufriBebene ist der gesuchte Schattenpunkt.

Schréghbild
H (
T

M u
"".LI_ S

‘{‘_ =In
Paralleles Licht -“r
beleuchtet einen Wiirfel. X
Z =
[
1 D 2 1 i > |
o e R |
| [ L
- f. "
\ \..__t._
B -
| Tl T
'\-—.._\_\___\_
L ey

Eine punktférmige Lichtquelle L
beleuchtet einen Wiirfel.




Aufgaben

1. Zeichne Grund- und AufriB der Gerade PQ und lies aus der Zeichnung die Koordinaten
der Spurpunkte G, und G, ab.
a) P(3|2|2), Q(=3|5]|-1)
b) P(2|5]|2), Q6|3|—2)
c) P(2|4|1), Q(2|4|4)
d) PA |31, QG 5] =1)
e) P(1|5]2), Q(2|7]2)
) P(1/3]1), Q(3]1]3)

2. Welche besondere Lage haben die Geraden im Koordinatensystem?

Az a) Az b) Az ©) Az d) Az @)
a’ b" |
¢ e
y y y a [
3> — I > > :
4] C ‘
y d" (=
¥x ¥ ¥x ¥ wx

LF¥]

. p sei die Parallele zu g durch A. Zeichne p in Grund- und Aufril und lies die Koordina-
ten der Spurpunkte ab.

-

hE A" a) A

¥

-f‘tl T A.I i l
¥ Y= b

4. Zeichne Grund- und AufriB der Gerade g, wenn gilt:
a) g steht in (0]2|3) senkrecht auf der AufriBebene.
b) g ist Hohenlinie durch A(1]2|2) und B(3|4|?).
c) g ist Frontlinie im Abstand 2 vor der Aufrifebene und geht durch B(?|2|1) und
G,(?7]0]0).
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5. Gegeben sind P und k in Grund- und AufriB. Zeichne Grund- und AufriB einer Gerade g
durch P, die k schneidet und parallel ist zur
a) AufriBebene
b) GrundriBebene
¢) SeitenriBebene

k"

rx

6. Untersuche, ob sich g und k schneiden, parallel oder windschief sind. Lies falls mdglich
die Koordinaten des Schnittpunkts ab; entscheide bei windschiefen Geraden, welche Ge-
rade vor, welche iiber der anderen liegt.

T" a)| Az b) A=z c)
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7. Gegeben ist ein parallel beleuchteter Wiirfel in Auf- und GrundriB. Konstruiere seinen
Schatten in der RiBebene, in der alle Schattenpunkte positive Koordinaten haben.

;] 0 2 i A2l ) |

Y

Y-

¥x ¥x

8. Gegeben ist eine punktférmige Lichtquelle L und ein Wiirfel in Auf- und Grundrif3. Kon-
struiere den Schatten in der RiBebene, in der alle Schattenpunkte positive Koordinaten

haben.
s A [ B | | i

¥Yes

125 IS [T i SRR :
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8.1.4 Darstellung von Ebenen

Eine Ebene ist in keiner Richtung begrenzt, sie 146t sich eigentlich — ebenso wie eine Ge-
rade — nicht zeichnen. So wie man eine Gerade mit zwei Punkten oder einer Strecke andeu-
tet, so verwendet man bei einer Ebene Figuren, die in ihr liegen und sie bestimmen: Paralle-
logramme, Dreiecke, sich schneidende oder parallele Geraden.

Wie eine Ebene im Koordinatensystem liegt, erkennt man am deutlichsten an ihren Spur-
geraden, kurz Spuren — das sind die Geraden, in denen sich die Ebene und die Rilebenen
schneiden. Gewohnlich bezeichnet man die Spur in der GrundriBebene mit s, und die in der
AufriBebene mit s,. Weil s, in der GrundriBebene liegt, stimmen s, und s iiberein. Weil s, in
der AufriBebene liegt, stimmen s, und s; {iberein. s; und s; fallen mit der y-Achse zusam-
men. Hohen- und Frontlinien verstirken den Raumeindruck.

Ebene mit Frontlinien

Ebene mit Héhenlinien
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Ist die Ebene nicht durch ihre Spuren, sondern durch andere Bestimmungsstiicke gegeben,
dann kennt man auf jeden Fall zwei Geraden g und h, die in ihr liegen. Haben diese Gera-
den Spurpunkte in der Grund- und AufriBebene, so hat man damit die Spuren der Ebene:
s; = G;H; und s, = G,H,.

£ und k spannen
eine Ebene auf.

Sonderfille
Besondere Lagen von Ebenen liegen vor, wenn eine Spur senkrecht oder parallel zur y-Achse
ist.

s, = &, ist senkrecht zur y-Achse.
Die Ebene steht senkrecht auf der GrundriBebene, sie ist parallel zur z-Achse.

i et
‘ Sonderfall: Ebene parallel zur z-Achse

i
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§; =&, ist senkrecht zur y-Achse.

Die Ebene steht senkrecht auf der AufriBebene, sie ist parallel zur x-Achse.

Z

Sonderfall: Ebene parallel zur x-Achse

&

xY
s, und ) sind senkrecht zur y-Achse.
Die Ebene steht senkrecht auf der y-Achse, sie ist parallel zur SeitenriBebene.

Sonderfall: Ebene senkrecht zur y-Achse

z A

5 2 g, 1"
N
. } =
® \.". _:J’J ¥
;-\*-—\R_\ Y
-, g - '
z S ]
xY
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s, und & sind parallel zur y-Achse.
Die Ebene ist parallel zur y-Achse.

Z Sonderfall: Ebene parallel zur y-Achse
A
= 1
3\ Sy
-
| ¥
L] / T
5 S,
xY
s, ist parallel zur y-Achse, und s, existiert nicht.
Die Ebene ist parallel zur Aufriebene.
Sonderfall: Ebene senkrecht zur x-Achse
Z i LL)
‘ A Ss gibts nicht
-
"".‘
54 s
xY
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s, ist parallel zur y-Achse, und s, existiert nicht.
Die Ebene ist parallel zur GrundriBebene.

Sonderfall: Ebene senkrecht zur z-Achse

Z & z)

(72}

<Y

x' 51 gibts nicht

8, und s, fallen mit der y-Achse zusammen.
Die Ebene enthilt die y-Achse. Damit liegt die Ebene noch nicht fest. Erst der SeitenriB
oder ein Punkt (nicht auf der y-Achse!) machen ihre Lage eindeutig.

Sonderfall: Ebene durch y-Achse

g\

Z
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Gerade in der Ebene

Gegeben ist eine Gerade g durch ihre Risse g’ und g” sowie eine Ebene E durch ihre Spuren
s; und s,. Um zu priifen, ob die Gerade in der Ebene liegt, untersucht man, ob sie die Spuren
der Ebene schneidet.

Eine Gerade liegt in einer Ebene, &
wenn sie zwei Ebenenspuren schneidet.

Wenn die Gerade beide Spuren schneidet, dann liegt sie in der Ebene. Zur Erinnerung:
Zwei Geraden schneiden sich, wenn die Schnittpunkte entsprechender Risse auf einem Ord-
ner liegen.

Wenn die Gerade bloB eine Spur schneidet und zur andern parallel ist, dann ist sie entweder
Hohen- oder Frontlinie, liegt also auch in der Ebene.

Anstelle der Spuren kann man natiirlich auch zwei beliebige Geraden verwenden, die in der
Ebene liegen.

Eine Gerade liegt in einer Ebene,
wenn sie zwei Geraden der Ebene schneidet.
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Zu den besonderen Geraden einer Ebene gehoren die Fall-Linien. Sie stehen senkrecht auf
den Hohenlinien und damit auch auf der GrundriBspur s,. Der Name riihrt daher, daB eine
Kugel auf einer Fall-Linie hinunterrollt, wenn die Schwerkraft (wie iiblich) senkrecht nach
unten gerichtet ist. Weil die Hohenlinien parallel zur GrundriBebene verlaufen, sieht man
den rechten Winkel zwischen Hohen- und Fall-Linie im GrundriB3 in wahrer GréBe. Deshalb
konstruiert man eine Fall-Linie zuerst im GrundriB als Senkrechte zur Spur s;.

Ist die Ebene senkrecht, also parallel zur z-Achse, dann sind auch alle Fall-Linien senk-
recht, also parallel zur z-Achse; ihre Grundrisse sind Punkte. Ist die Ebene waagerecht, also
senkrecht zur z-Achse, dann hat es keinen Sinn, von Héhen- und Fall-Linien zu spre-
chen.

“A

e ||
Hi’ihnnlinien ‘

e bt A b}

P}iH L mlen' : )

1
Ebene mit Hohen- und Fall-Linien ﬁ;”
LAY
A ]
[ 1
L J
4 =
(s =L
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Punkt und Ebene

Ist eine Ebene E durch ihre Spuren gegeben, so ldBt sich schnell entscheiden, ob ein
Punkt P in ihr liegt: Man zeichnet eine Hilfsgerade g, die so in E liegt, daB einer ihrer Risse
durch den entsprechenden Punktrill geht:

Ein Punkt liegt in einer Ebene,
wenn er auf einer Gerade der Ebene liegt.

gt}

b o

o' durch P’ im GrundriB oder g” durch P” im AufriB. Liegt dann der andere Punktrif auf
dem andern GeradenriB, so liegt der Punkt auf der Hilfsgerade und damit in der Ebene. Als
Hilfsgerade verwendet man gern eine Hohen- oder Frontlinie.

Ein Punkt liegt in einer Ebene,
wenn er auf einer Gerade der Ebene liegt.

.ﬂ-. 1
# Im Bild ist die Hilfslinie /
eine Hhenlinie, K'

225

e e —— e e R e e




Loterrichten

Eine Gerade, die senkrecht auf einer Ebene steht, heifit Lot dieser Ebene. Ein Lot 1 durch
den Ebenenpunkt P steht senkrecht auf jeder Gerade der Ebene, die durch P geht, also auch
auf der Hohenlinie h und der Frontlinie f durch P. Es gilt: Ist ein Schenkel eines 90°-Win-
kels parallel zu einer Rifiebene, dann ist auch der RiB in dieser Ebene ein 90°-Winkel: der

andere Schenkel darf freilich nicht senkrecht zur RiBebene stehen, er wiirde ja sonst als
Punkt abgebildet.

Senkrechte Projektion von 90°-Winkeln in die RiBebenen,
falls ein Winkelschenkel parallel zur RiBebene ist.

7

Z

Wegen 1 L h gilt I’ L h' und wegen 1. f gilt 1” o f”. Damit lassen sich die Risse des Lots |
konstruieren.

Das Lot einer Ebene steht senkrecht auf
giner Frontlinie f und einer Héhenlinie h.

226




Aufgaben

1. Gegeben sind die Risse zweier Geraden v und w. Konstruiere fiir den Fall, daB v und v
eine Ebene aufspannen, die Spuren dieser Ebene und lies die Punkte ab, in denen sich
diese Ebene und die Koordinatenachsen schneiden.

7 P / 2 | /1 3 .
T | \ a) 'II.."’: T" _\\\.I | b) 'f/I_ A ] (.-)
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. Gegeben sind die Risse Az \ [ [ PTa) AL T“ '
einer Gerade u und eines 65Tt | / I
Punkts P. Konstruiere fir | | Nul | | .P'/. | \F’
den Fall, daB u und P eine e ! - -
Ebene aufspannen, die Spu-
ren dieser Ebene und lies
die Punkte ab, in denen sich [ | i |
diese Ebene und die Koordi- =SEE P
natenachsen schneiden. /u el o | 4

¥
L O
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3. A, B und C spannen eine Ebene auf. Konstruiere die Spuren dieser Ebene.

a) A(3|2|6), B(2|6|4), C(1|4]|8)
b) A(6/4]0,5), B(1,5|2,5|2), C(3|2|1)
©) AR,5|1]1,5), B(7,5/4]0,5), C(1,5|2|2,5)

. Gegeben ist eine Ebene durch die Risse ihrer Spuren s, und s,.

a) P ist ein Punkt der Ebene. Konstruiere die Risse der Héhen-, Front- und Fall-Linie
durch P.

b) u ist eine Gerade in der Ebene. Konstruiere den Aufrifi u”.

c) u ist eine Gerade in der Ebene. Konstruiere den GrundriB u’.

d) P ist ein Punkt der Ebene. Konstruiere P'.

e) P ist ein Punkt der Ebene. Konstruiere P".

¥

=
¥
A %

Y

| ov RGN =]

5. Gegeben sind eine Ebene und eine Gerade g durch die Risse ihrer Spuren. Untersuche,

ob die Gerade in der Ebene liegt.

6. Gegeben ist eine Gerade AB und eine Ebene durch ihre Spuren SS, und SS,. Entscheide,
ob AB in dieser Ebene liegt.

a) A(4|5(1), B(O|7]|—1), S(0[2]0), S,(1]3]0), S,(0]4]1)

b) A2|2|1), B(1|3]|2), S(0|7]0), S;(3]1]0), S,(0|1]6)

©) A(2|2|4), B(2|6]4), S(0|6]0), S,(6|6]0), S,(0]1]5)
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7. Gegeben ist eine Ebene durch ihre Spuren SS; und 5SS, sowie einer ihrer Punkte P. Kon-
struiere die Hohenlinie h, die Frontlinie f und die Fall-Linie t, die durch P geht.
a) P(3|5|?), S(0]|4/0), S;(4|0]0), S,(0[6]1)
b) P(?]4|2), S(0]8]0), 5;(5]3]0), S,(0]|2]3)
¢) P(?]4]2), S(0]6]0), S;(5/1]0), S,(0|6]6)

8. A(4]2]3), B(3|4|1,5) und C(2|3|4,5) spannen die Ebene E auf.
a) Konstruiere die Spuren.
b) Bestimme x so, daB P(x|5|3) in E liegt, und zeichne die Hohenlinie h durch P.
c¢) p sei parallel zu AB und gehe durch C. Zeichne p.
d) Zeichne die Fall-Linie t durch A.

9. Die Parallelen AB und CD spannen die Ebene auf. Ermittle die fehlenden Koordinaten
der Ebenenpunkte P und Q. A(6|5]6), B(2|1|4), C(4[1]6), P(p|—1]4), Q2|3|a)

10. Gegeben ist eine Ebene durch die Risse ihrer Spuren s, und s,. Untersuche, ob der
Punkt P in der Ebene liegt. Liegt er nicht drin, so entscheide, ob er drunter oder driiber
liegt.

Az | [a) |
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11.

12,

13.

Gegeben ist eine Ebene durch ihre Spuren SS, und SS, sowie ein Punkt P in ihr. Priife,
ob die Gerade AB und KL parallel zur Ebene sind, indem du durch P eine Parallele zu
AB und KL legst.

S0]0]0), S,(9|6]0), S,(0|6(6), P(1,5|5(4),

A(6]0]0), B(3|2|4), K(0|3|0), L(3|5|2)

Gegeben ist eine Ebene durch die Punkte A, B und C sowie ein Punkt P in ihr:
AM9|1|4), B(7|8|1,5), C(1|5|6), P(5|4]|7).

Konstruiere das Lot von E durch P; in welchem Punkt Q trifft es die AufriBebene?
Gegeben sind die Spuren einer Ebene sowie ein Ebenenpunkt P. Konstruiere das Lot

von E durch P. In welchem Punkt Q trifft es die AufriBebene. in welchem Punkt R die
Grundriebene?

. Gegeben ist der Punkt P und das Lot | einer Ebene. Konstruiere die Spuren dieser
Ebene.

Zu 13. Zu 14,

xY

15. Gegeben ist ein Punkt P und eine Gerade g. Konstruiere die Ebene (Spuren!), die durch
P geht und senkrecht ist zu g.
&7
IP“
| >
! .
.. -g'
|
! P!
<Y
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8.2 Konstruktionen

8.2.1 Dreiecke in wahrer Grobe

Grund- und AufriB zeigen Strecken und Winkel im allgemeinen nicht in wahrer Grofe.
Liegt eine ebene Figur allerdings parallel zu einer Rillebene, so erscheint sie dort in wahrer
GroBe. Will man also die wahre GroBe einer Figur konstruieren, dann mull man sie so dre-
hen, daB sie parallel zu einer der beiden RiBebenen ist. Wir filhren das an einer quadrati-
schen Pyramide ABCDS vor, deren Grundfldche parallel ist zur Grundrilebene.
—~ Wie lang ist die Kante [AS]? >
— Wie groB ist der Winkel BSC? ‘& “A
~ Wie schaut die Seitenfliche BCS |

in wahrer GréBe aus? | |

<Y

Wahre Lidnge einer Strecke

Die Strecke [AS,] ist parallel zur GrundriBebene, S, liegt senkrecht unter S. AS,S heilit
Stiitzdreieck der Strecke [AS].

s S E

stiitz- | [

/ / dreieck |77 —

oy
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Die Kathete [AS,] ist parallel zur GrundriBebene, also haben [A'S)] und [AS,] dieselbe
Linge 1..

Die Kathete [SSo] ist parallel zur AufriBebene, also haben [S"S{] und [SS,] dieselbe
Linge 1,.

Weil der Winkel AS,S 90° miBt, 148t sich das Stiitzdreieck schnell in wahrer GroBe konstru-
ieren: Die Kathete 1, liegt im GrundriB, die Kathete 1, liegt im AufriB in wahrer Linge vor.
Man ergdnzt entweder die waagrechte Kathete zum Stiitzdreieck (Stiitzdreieck-Methode) oder
die senkrechte Kathete (MONGE-Konstruktion). Beide Konstruktionen lassen sich auch als
Drehung des Stiitzdreiecks um eine Kathete deuten.

Stiitzdreieck-Methode

Man stellt sich vor, das Stiitzdreieck wiirde um seine waagerechte Kathete [AS,] in eine
waagrechte Lage geklappt. Deshalb ist es iiblich, es gleich an die Strecke [A’S] zu hiingen
[A'S}] zeigt [AS] in wahrer Linge.

Das Stutzdreieck konnte man auch als Steigungsdreieck auffassen. Der Winkel ¢ ist dann
der Neigungswinkel der Kante [AS] gegen die Grundfliche ABCD.

Vierteldrehung des Stiitzdreiecks
um seine waagerechte Kathete :-c* i

Drehkonstruktion von MONGE

Dieses Verfahren geht zuriick auf den Erfinder der Darstellenden Geometrie und trigt des-
halb seinen Namen. Man dreht das Stiitzdreieck um seine senkrechte Kathete, bis es paral-
lel zur AufriBebene steht. Punkt A wandert dabei auf einem waagrechten Kreisbogen mit
Mittelpunkt S’ in die Lage Ap, bis [S'A})] parallel zur AufriBebene liegt: A” verschiebt sich
parallel zur y-Achse, bis es den Ordner von A’ in A}, trifft. [A}}S”] zeigt [AS] in wahrer Linge,
und auch der Neigungswinkel ¢ taucht wieder in wahrer GréBe auf.
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Konstruktion [~/ |/ 2] ™ ||/ wahrer
- _’:j' T £ Gribe
Y/ 5 5 s = Aok (els:
/ 1 — L = A
// Stiitz- T4 | e S S O O ) = 5
A‘.x;,f dreieck |7~

Drehung des Stiitzdreiecks %
um seine senkrechte Kathete,
bis es parallel zur AufriBebene steht <Y I

Wahre GroBe eines Dreiecks

Eine Seite ist parallel zur Grundrifiebene

Die Seitenfliche BCS der Pyramide ist ein Dreieck, dessen Seite [BC] parallel ist zur Grund-
riBebene; [BC] ist also im GrundriB in wahrer Linge sichtbar. Um das Dreieck BCS in wah-
rer GroBe im GrundriB zu sehen, drehen wir es um die Seite [BC], bis es parallel zur Grund-
riBebene ist. §

]

dp—_ z§ Stitzdreieck-)| | | | | “A MONGE- |8
| T “Methode |%| | [ | | Konstruktion |,

;S.il it

:.;* B'C'Sy zeigt BCS in wahrer Grafie :.-Y B'C'Si zeigt BCS in wahrer Grofe.
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Zuerst konstruieren wir die wahre Linge der Strecke [CS] (Stiitzdreieck-Methode oder
Monge-Konstruktion). Genauso konnte man jetzt auch die Linge von [BS] konstruieren und
dann das Dreieck B'C’'Sy, aus seinen drei Seiten. In der Praxis geht man so vor:

F ist FuBpunkt des Lots von S auf BC. Weil der rechte Winkel bei F beim Drehen um BC er-
halten bleibt, liegt S, auf dem Lot von S; auf B'C’. AuBerdem liegt S, auf dem Kreis um C
mit Radius [CS]. B'C’S;, ist der GrundriB des gedrehten Dreiecks BCS, er zeigt es, also seine
Seiten und Winkel, in wahrer GriBe.

Dreieck in allgemeiner Lage

)

Um das Dreieck ABC (mit A(4|1|1), B(1|8|4), C(7|10]|10)) in wahrer GréBe zu zeichnen,
wihlt man eine Hohenlinie h durch einen Eckpunkt so, daB sie die Gegenseite schneidet
(Schnittpunkt D). Im Teildreieck DBC ist die Seite [DB] parallel zur GrundriBebene; wir

N
L
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wenden das vorhin beschriebene Verfahren an (Stiitzdreieck BCC,) und konstruieren seine
wahre GroBe D'B'CY,. Die Ecke Ay, liegt

1. auf CiD’

2. auf dem Lot von A’ auf h'.

Aufgaben

1. Konstruiere die wahre Linge s der Strecke [AB] und ihren Neigungswinkel @ gegen die
GrundriBebene.
a) A(4]3]2), B(2|1]1)
b) A(1/0]0), B(3|3]6)
¢) A5|713%,B2|1]1)
d A(3|2|1), Q4]6]|9)

2. Konstruiere das Dreieck ABC in wahrer Grofle und miB alle Seiten und Winkel.
a) A9|7|7, B(1|1]7), C(3|4|1)
b) A2|0]3), B(8|6]|6), C(0|6]0)
¢) A(1|1|1), B(5|4]|1),C(3|3|2)
d) A5|1|1), B(8|5]6), C(4|8|1)
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3. Konstruiere das Dreieck ABC in wahrer GréBe und mif alle Seiten und Winkel.
a) A(0]0]0), B(6]3]6), C(2|3]6)
b) A(5|0]0), B(7|4|4), C(0|10|10)
c) A(1]|0]0), B(9|5|3), C(0|9]4)
d) A4|0]0), B(0|1]9), C(6|3|6)
4, Gegeben ist die Gerade und der Punkt P. Konstruiere die Geradenpunkte R und S, die
von P die Entfernung e haben, und lies ihre Koordinaten ab.

4*'a)e=8 - Az b)e=T
> o i
/'.__. + e
T i
L o Al B ) RS S I
¥ | ¥
— r
|| e e e e L B B e
| S | { I,
/ B
} ] | . o O I S A |
1"‘-.
Y R .5 Lok IS L ] AR I L __h\\\_
t/ “__ :

$5. Gegeben ist die Gerade und der Punkt P. Konstruiere die Geradenpunkte R und §, die
von P die Entfernung e haben, und lies ihre Koordinaten ab. MiBl den Abstand d von

Punkt und Gerade.

T l a) e=4,5 -"Il‘ b) e=9 P
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8.2.2 Schnitte von Ebenen und Geraden
Gerade und Gerade

Zwei Geraden g und k schneiden sich, wenn der Schnittpunkt U’ der Grundrisse und der
Schnittpunkt V" der Aufrisse auf einem Ordner liegen.
Fiir den Schnittpunkt S gilt dann S’ = U’ und S” = V" (siehe Abschnitt 3.)

Gerade und Ebene

Gegeben ist eine Gerade g und eine Ebene E durch ihre Spuren s; und s,. Gesucht ist der
Schnittpunkt S von Gerade g und Ebene E.

"
Ldsungsidee: :
Man arbeitet mit einer Hilfsgeraden h, die in der Ebene senkrecht unter (oder iiber) g ver-
lduft, deren GrundriB h' mit g" also zusammenfillt. Der Schnittpunkt von g und h liegt so-
wohl auf g als auch in E, ist folglich der gesuchte Schnittpunkt S.

PalBt die Konstruktion von Punkt A auf h nicht ‘~.‘

ins Bild, so versuche man es stattdessen mit der R
Konstruktion eines Punkts B mithilfe einer

- passenden Frontlinie f.
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Konstruktion:

GrundriB: h’ schneidet s} in U’ und s} in A’.

AufriB: U” und A” eintragen (U’ und A’ »raufordnen«), denn h"” = U”A"”. h” und g"” schnei-
den sich in S".

GrundriB: S" eintragen (S” »runterordnenc)

Als Hilfsgerade h kann man genau so gut die Gerade nehmen, die waagrecht hinter (oder
vor) g in der Ebene verlduft, deren AufriB h” mit g” also zusammenfillt.

Konstruktion:

AufriB: h” schneidet s; in P”. Der Schnittpunkt von h" und s} liegt zu weit abseits. Als Ersatz
schneiden wir h” mit dem RiB 6" einer geeigneten Hohenlinie und bekommen den Schnitt-
punkt Q".

P und Q bestimmen die Hilfslinie h. B
Q ist mit einer Hohenlinie 0 konstruiert. |

4

GrundriB: P’ und Q' eintragen (P” und Q" runterordnen!), denn h’ = K'L’. h’ und g schnei-
den sich in §'.

AufriB: S” eintragen (S’ raufordnen!).

Die Konstruktion ist auch méglich, wenn die Ebene statt durch ihre Spuren nun durch zwei
Geraden v und w gegeben ist. Allerdings enthilt die Zeichnung dann mehr Linien und wird
weniger iibersichtlich.

Konstruktion mit Hilfsgerade h unter (oder iiber) g:

GrundriB h’ schneidet v' in K’ und w' in L’.

AufriB: K” und L” eintragen (K’ und L’ raufordnen!), denn h” = K”L". Schnitt von h” und
g” ergibt S".

GrundriB: S’ eintragen (S” runterordnen!)

Konstruktion mit Hilfsgerade h hinter (oder vor) g:

AufriB: h” schneidet v in K” und w" in L".

GrundriB: K’ und L' eintragen (K” und L” runterordnen!), denn h' = K'L’. Schnitt von h’
und g’ ergibt S".

AufriBB: S” eintragen (S’ raufordnen!).
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Ebene und Ebene

Zwei nicht parallele Ebenen E und F schneiden sich in einer Gerade g; von dieser Schnittge-
rade konstruiert man zwei Punkte P und R.

Auch hier ist es besonders giinstig, wenn die Spuren der Ebenen gegeben sind. Sind s, und s,
die Spuren von E und t; und t, die Spuren von F, dann konstruiert man am besten P’ als
Schnitt von s} und t, und R” als Schnitt von s} und t7. Die Risse P” und R’ liegen auf der
y-Achse.

Sind die Spuren paarweise parallel, dann sind auch die Ebenen parallel und schneiden sich
nicht.

Ist jede Ebene durch zwei Geraden gegeben, zum Beispiel E durch a und b, so ergibt sich
ein Punkt der Schnittgerade als Schnittpunkt von Gerade a und Ebene F und der andere als
Schnittpunkt von Gerade b und Ebene F. Dabei entstehen so viele Linien, daB sich im ferti-
gen Liniendickicht nur noch auskennt, wer eigenhédndig konstruiert. Deshalb verzichten wir
auf die Vorfithrung dieser Zeichnung und raten dem Leser: erst Spurensuche und dann
Konstruktion wie oben.
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Schnittgerade g der Ebenen E und F Z

Wenn EIF, dann s/ |1t und &' 11t
Wenn s; |It; und ;' lIt), dann E|'F.
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Aufgaben

1.

Gegeben ist eine Gerade g und eine *4
Ebene E durch ihre Spuren. Konstru-
iere den Schnittpunkt T und lies
seine Koordinaten ab. Zeichne die
Gerade fett, wo sie nicht von der
Ebene verdeckt ist.

% Y

Gegeben ist eine Gerade g = PQ und eine Ebene E durch ihr Spurdreieck ABC. Kon-
struiere den Schnittpunkt T und lies seine Koordinaten ab.

a) P3|5|1), Q(7|11|-5), A(9|7|7), B(1]|1]|7), C(3|4|1)

b) P(1|6]2), Q(3|2]6), A(2|0|3), B(8|6]6), C(0|6]|4)

. Gegeben ist eine Ebene E durch A(8|0|0), B(0|8]0) und C(0|0|4).

a) Schneide E mit der Gerade a, die in P(2|4|0) senkrecht auf der Grundrilebene
steht: lies die Koordinaten des Schnittpunkts S ab.

b) Schneide E mit der Gerade b, die in Q(0|2|2) senkrecht auf der AufriBebene steht;
lies die Koordinaten des Schnittpunkts T ab.

¢) Schneide E mit der Ursprungsgerade ¢ durch R(9|3|6); lies die Koordinaten des
Schnittpunkts U ab.

d) Die Ebene F enthilt die y-Achse und den Punkt R(9|3|6). Konstruiere zwei Spur-
punkte der Schnittgerade t von E und F.

P(7|1]2), Q(3|5|4), A(6|2]|0), B(1,5|8|3), C(2|4]6).
Schneide die Gerade g = PQ mit der Ebene E durch A, B und C. Liegt der Schnitt-
punkt S auBerhalb oder innerhalb des Dreiecks ABC?

. Konstruiere die Schnittgerade t der Ebenen ABC und PQR.

a) A(2]6]0), B(0|10]0), C(0|6|4), P(0|0]0), Q(4]2|0), R(0|2|3)
b) A(4]|7]2), B(2|8]4), C(1|4|2), P(2]9]1,5), Q(1|7]3), R(4|6]2)

Durch A(6]0]0), B(0|6]|0) und C(0|0]|3) geht die Ebene E. Konstruiere die Schnittge-
rade t von E und der Ebene F, fiir die gilt

a) F steht senkrecht auf der GrundriBebene und geht durch O(0|0|0) und P(5|40).
b) F steht senkrecht auf der AufriBebene und geht durch U(3|2]0) und V(4|6|6).
¢) F enthilt die y-Achse und geht durch U(4|4|4).
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¢7. Gegeben sind die Dreiecke ABC und PQR. Konstruiere ihre Schnittstrecke; kenn-
zeichne die sichtbaren Dreieckteile.

$8. Gegeben sind die Geraden g und h und der Punkt P. Konstruiere die Gerade s, die
durch P geht und g und h schneidet, und lies die Koordinaten der Schnittpunkte ab.

Zu 8. Az \ [& /;

¥x

9, Abstand Punkt-Ebene S /
Gegeben sind die Spuren einer Ebene E und e¢in | |
Punkt P. Fille das Lot von P auf E. In welchem Ll
Punkt L trifft es die Ebene? Konstruiere die Strecke ;
[PL] in wahrer Linge; welchen Abstand d haben P
und E?

¢10. Abstand Punkt-Gerade
Gegeben ist ein Punkt P und eine Gerade g. Fille
das Lot von P auf g; in welchem Punkt L trifft es die
Gerade? Konstruiere die Strecke [PL] in wahrer
Linge: welchen Abstand d haben P und g?
Gehe so0 vor:
Konstruiere die Ebene (Spuren!), die durch P geht
und senkrecht ist zu g.
Der Schnittpunkt von g und E ist der LotfuB-

punkt L.
r'.“-
L |
¥ P,
&Pl
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8.2.3 Schnitte an Prismen und Pyramiden

Die Schnittprobleme Gerade-Ebene und Ebene-Ebene wenden wir an auf die Schnitte von
Korpern mit Geraden und Ebenen. Bei den Korpern beschriinken wir uns auf Prismen und
Pyramiden.

Schnitt von Gerade und Pyramide

Von Sonderfillen abgesehen trifft eine Gerade in zwei Punkten auf eine Pyramide (oder auf
ein Prisma). Man konstruiert diese DurchstoBpunkte als Schnitte von Gerade und Ebene.
Eine kleine Schwierigkeit besteht darin, die Seitenflichen zu finden, auf die die Gerade
trifft. Infrage kommen nur solche, die in Grund- und AufriB von der Gerade getroffen wer-
den. Diese Seitenfliichen liegen in Ebenen, die man mit der Gerade schneidet. Die gesuch-
ten Schnittpunkte miissen in den Seitenflichen liegen.

Schnitt von Gerade und Pyramide

Z

Zur Konstruktion:

Die Gerade g trifft im GrundriB nicht die Seitenflichen A’'S'E’ und S'D’E". Deshalb konstru-
ieren wir die Schnitte der Gerade mit den restlichen Seitenflichen: Die Hilfsgerade u liegt
in der Ebene SAB und schneidet g in P; P liegt auch in der Seitenflidche, ist also einer der
gesuchten DurchstoBBpunkte.

Die Hilfsgerade v liegt in der Ebene SCD und schneidet g in Q; Q liegt auch in der Seiten-
flache, ist also der zweite DurchstoBpunkt.

Die Hilfsgerade h (hier eine Hohenlinie) liegt in der Ebene SBC und schneidet in R; R liegt
in keiner Seitenfliche, ist also kein DurchstoBpunkt.

Schnitt von Ebene und Pyramide

Eine Pyramide (oder ein Prisma) schneidet eine Ebene — aufier in Sonderféllen — in einem
Vieleck. Seine Ecken ergeben sich als Schnitte von Ebene und Pyramidenkanten. Gewohn-
lich kann man weder im Grund- noch im AufriB erkennen, welche Kanten die Ebene trifft.
Man schneidet deshalb die Ebene mit den Geraden, auf denen Kanten liegen. Die gesuch-
ten Schnittpunkte miissen auf den Kanten liegen.
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T

Schnitt von Ebene und Pyramide

7
AI\.
T
| ™,
.
SRR

Zur Konstruktion:

Die Hilfsgeraden sind u, v, h (H6henlinie) und f (Frontlinie). Als niitzlich erweist sich der
Treffpunkt T dieser Hilfslinien, er liegt in der Ebene senkrecht unter der Pyramidenspitze S.
Weil in diesem Beispiel die Ebene jede Kante schneidet, die von der Spitze S ausgeht, kann
sie nicht mehr auf Kanten der Grundfldche treffen. Um die Zeichnung nicht zu iiberladen,
haben wir die Konstruktion der Schnittpunkte von Ebene und jenen Geraden weggelassen,
in denen die Kanten der Grundfldche liegen.

Aufgaben

1. Gegeben ist eine Gerade g und ein Quader ABCDEFGH. Konstruiere die Schnittpunkte
und lies die Koordinaten ab. Zeichne die Gerade fett, wo sie nicht vom Quader verdeckt
ist, und gestrichelt, wo sie im Quader liegt.

M|l gl a)]| mlg el gl b4 le T“ B |l wle gl

244




2. Gegeben ist eine Gerade g und eine Pyramide ABCDE. Konstruiere die Schnittpunkte
und lies die Koordinaten ab. Zeichne die Gerade fett, wo sie nicht von der Pyramide ver-

deckt ist, und gestrichelt, wo sie in der Pyramide liegt.

b 4]

A=D B e" A=D B" C"

3. Gegeben ist eine Ebene durch ihre Spuren und ein Quader ABCDEFGH. Konstruiere die
Schnittfliche und kennzeichne die sichtbaren Teile von Ebene und Quader.

b)




4. Gegeben ist eine Ebene durch ihre Spuren und eine Pyramide ABCD. Konstruiere die
Schnittfliche und kennzeichne die sichtbaren Teile von Ebene und Pyramide.

& [ [ o] [ | Ml by | | |p

Yx

A . L

5. Durch die Punkte A(2|8|1), B(8(8|1), C(8|2|1), D(2]2|1) und S(5|5|7) ist eine viersei-
tige Pyramide mit der Spitze S gegeben.

a)
b)

c)

6. Von einer 5cm hohen Pyramide ABCDE ist der
GrundriB gegeben. Die Punkte A, B, C und D liegen
1 cm tiber der GrundriBebene.

c)
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Zeichne Auf- und GrundriB. Welche Art von Pyramide ist dargestellt?

Eine zur GrundriBebene senkrechte Ebene E halbiert die Seitenkante [BS] und ist par-
allel zur Diagonale [AC] der Grundfldche. Zeichne die Spurgeraden e; und e, ein.
Zeichne die Schnittfigur von Ebene E und Pyramide in den Grund- und AufriB und
konstruiere die Schnittfigur in wahrer GroBe.

Zeichne den Aufril der Pyramide.

Zeichne die Spurgeraden g, beziehungsweise g, der durch die Punkte A, C und E be-
stimmten Ebene in der GrundriBbeziehungsweise Aufrifebene.

Konstruiere in Auf- und GrundriB die Schnittfigur, die entsteht, wenn die Pyramide
von einer Ebene in 2,5 cm Hohe iiber der GrundriBebene geschnitten wird.
Konstruiere den Winkel AEC in wahrer Grole.

Das Parallelogramm ABCD ist durch die Punkte A(2,5(/2|4), B(3,5/7|6) und
C(1|9|5) festgelegt. Zeichne es in Grund- und AufriB.

Gegeben sind noch die Punkte E(9|1|10) und F(12|5|7). Parallel zur Gerade EF fal-
len Sonnenstrahlen aufs Viereck ABCD. Konstruiere die Schattenfigur A;B;C,D,, die
in der GrundriBebene entsteht.

Unter welchem Winkel u fallen die Sonnenstrahlen von b) auf die GrundriBebene?
Konstruiere diesen Winkel in wahrer GroBe.




8.2.4 Durchdringungen

Haben zwei Figuren gemeinsame Punkte, dann sagt man: sie schneiden sich. Zwei Geraden
konnen sich in einem Punkt schneiden. Zwei Flichen in der Ebene konnen sich in einer
Flidche iiberlappen.

Schnittpunkt

Schnittfliche

Zwei Korper im Raum konnen sich durchdringen; dabei entstehen ein Schnittkorper und
zwei Restkdrper. Der Schnittkérper ergiinzt beide Restkorper jeweils zum urspriinglichen
Kérper. Seine Ecken findet man, indem man die Kanten des einen Korpers mit den Flachen
des andern Korpers zum Schnitt bringt (siehe voriges Kapitel).

Im ersten Bild durchdringen sich zwei Quader; der eine steht auf der GrundriBebene, der
andere ist verdreht.

Schnitt zweier Quader

Restkdrperverwertung

Restkérper — Restkorper Schnittkdrper
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Im zweiten Bild durchdringen sich eine fiinfseitige Pyramide und ein fiinfseitiges gerades
Prisma: beide Korper stehen auf der GrundriBebene.

Schnitt Prisma-Pyramide Z

e .

x|

Restkorperverwertung

—<7 Restkorper

\ )}
\ - /
\ |

\

Lr--"’\v
Restkorper

Schnittkorper
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Aufgabe des Prinzen von der Pfalz (1619 bis 1682):
Schiebe einen Wiirfel durch einen
gleich groBen hindurch.

o

Das Bild zeigt einen moglichen Schacht,
durch den der Wirfel gleiten kann.

Schnittkdrper Restkdrper

249




Aufgaben

Konstruiere das Schnitt-Vieleck der beiden Prismen. Zeichne verdeckte Figurteile ge-
strichelt.

A*

AJ’

]
Ln
=




2. Gegeben ist ein
Prisma ABCDEFGH
und eine Pyramide
PQRST. Konstruiere
das Schnitt-Vieleck.
Zeichne verdeckte
Figurteile gestrichelt.

¥x

A B D

D'=H'

B" R

R

@]

&|P"| |D[BR

B D'sH'

R




®3. Gegeben sind zwei Korper. Konstruiere das Schnitt-Vieleck. Zeichne verdeckte Figur-
teile gestrichelt.

¥x

5. Gegeben sind die Grund- und Aufrisse der Pyramide

SKLMN und des Quaders ABCDEFGH.

a) Die Deckfliche EFGH und die Grundfliche ABCD
des Quaders schneiden die Pyramide. Konstruiere
die Grundrisse der Schnittflichen.

b) Konstruiere die Grundriispur h, und die AufriBspur
h, der Ebene, die durch das Dreieck LMS bestimmt
15t.

c¢) Konstruiere die Spurpunkte der Gerade AG.

d) Konstruiere die GrundriBspur e; und die AufriB-

spur e, der Ebene, die durch die Geraden AB und

GH festgelegt ist.

; TR ) il il Q
ANa | | | M | b)
ol 1N/ T\pl
0 E C
R
s EN T O]
A
o ]
¥ B'

a) Konstruiere die Durchdringung einer quadrati-
schen Pyramide und eines dreiseitigen Prismas.

b) Konstruiere die wahre GroBe einer Schnittfli-
che von Prisma und Pyramide.




6. Ein Quader ABCDEFGH mit quadratischer Grundflidche steht auf der Grundrilebene
und vor der AufriBebene. Die Kantenlinge der Grundfliche miBt 5 cm, die Hohe des
Quaders ist 6 cm. Die Verlingerung der Kante [AB] schlieBt mit der RiBachse einen
Winkel von 60° ein. Der Punkt A liegt 3,5 cm vor der AufriBebene. Der Punkt D des
Grundquadrats liegt der RiBachse am néchsten.

a) Konstruiere den Grund- und AufriB des Quaders.

b) Der Quader wird von der Ebene Y geschnitten, die durch die Ecke E geht, auf der
AufriBebene senkrecht steht und unter 30° gegen die GrundriBebene geneigt ist.
Trage den AufriB der Schnittfigur sowie den Auf- und Grundri8 des Schnittpunkts K
der Ebene und der Kante [CG] ein.

¢) Konstruiere den Auf- und GrundriB des Schnittpunkts S der Raumdiagonale [BH]
und der Ebene Y.

d) Von H aus wird ein Lot auf die Ebene Y gefillt. Konstruiere den Auf- und Grundril3
des LotfuBpunkts R.

e) Konstruiere den Neigungswinkel p der Raumdiagonale [BH] gegen die Ebene Y in
wahrer GroBe.

BED 9 AUF WIEDERSEH'N,
ICH HAB' FREI BIS GED 10
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Griechisches Alphabet

A a A _\];:?1-.1, M N v Ny
B3 B 8 Beta z {6 .

fr_ J" 'y Gamma I'/,:] 0 0o Omikron
Ad" A48 Dela Tk Hn Pi

E £ E & Epsilon P.J B Rho

/ i Z & Zeta 26 2 o Sigma
H ] H 7 Eta T T Tau
Ov & &  Theta Yoar & Ypsilon
[t I [ota @{_j} @@ Phi
Kur Kx Kappa X ¥ Xy Ch

A i Lambda :"E.IW ¥y Psi
Mu My My {lwo Qv Omeg
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Wortkunde: Griechisch

| Stamm
afiopa  Wertschidtzung,
axioma Forderung

I

appoviae Verbindung;
harmonia Ebenenn

Fuge, Gelenk

It mit
14 und rarmat
Gerate, Waffen))

|'.'.'|‘||_|\.3 - 151 VETWEDN

yAT

fios Schritt, Fulb

basis Grundlage

viil Erde, Feld

ga Land, Grund

YEW- (Vorsilbe)

geo

' ypapewy  (ein)ritzen, schreiben

grafein  zeichnen

vpappo  Buchstabe, (In)Schrift

gramma Geschriebenes,
Zeichnung

(ypauwperv ist verwandt mit
rkerbeny)

yovia Winkel(maB), Ecke

gonia

(yeovia ist verwandt mit »Knie)

Al durch, zwischen,

dia auseinander

enthalten in

| Axiom (das)

Harmonie
Harmonika

Harmonium
|

Basis
basieren auf
|

li= 2
Geometrie

i Geografie
I Ceologie

geozentrisch
Grafik

Griffel

| Fotografie

Geografie
Paragraf
| Parallelogramm
Programm

Pentagramm
Diagramm
Telegraf, -gramm

Gon
Goniometrie
Polygon (das)

Diagonale

Pentagon (das)

wirtlich dbersetzt

Schritt

[Landmessu

Erdbeschreibung
Erdwissenschafl

erdmittelpunktig

Schreib-, Zeichenkunst

Lichizeichnung

Erdbeschreibung
Danebengeschricbenes
Nebeneinandergeschriebenes
Vorhergeschriebenes

Fiinfzeichnung
Fernschreiber, -schreiben
Winkel

Winkelmessung

Vieleck

Durcheck

Fiinfeck

Bedeutung

Grundvoraussetzung

Musikinstr

I FCTT S o
1Istkinstrument

. -flache, -zahl

h griinden aufl

von den ebenen und

Erdkunde

Lehre von Entstehung und

Bau der Erde |
auf die Erde als Mittelpunkt bezo-

gen

Sammelbegriff fiir Holzschnitt,
Kupferstich, Lithografie und |
Handzeichnung

Schreib-, Zeichenstift

n zur Herstellung von Bil
dern, die durch Licht erzeugt wer-|
den

Erdkunde

mit § numerierter kleiner Ab-
schnitt

fen Seiten
- Veran-

Viereck mil par:
festgelegter Ablauf ex
staltung, von Befehlen (Computer
Programmierung)

fiinfzackiger Stern, Drudenfuld
zeichnerische Veranschaulichung
Fernschreiber, Fernschreiben

Gradmall des Winkels:

100 Gon = 90

Rechnung mit Winkelfunktionen
Vieleck

Strecke durch (nicht benachbarte)
Ecken

Fiinfeck, amerikanisches Vertei-
digungsmimsterium (fiinfeckiger
Grundrill)

Trigonometrie Dreiecksmessung Drelecksberechnung, -messung |
Diagonale Durcheck Strecke durch (nicht
benachbarte) Ecken
Diagramm zeichnerische Veranschaulichung
I. Diapositiv durchsichtiges Positiv eines Fotos
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Wortkunde: Griechisch

Stamm
£dpa Sitz(-platz, -Riche);
hedra Tempel

guvedprov Sitzung; Rat:
synedrion Gerichishol

kabebpa Lehrstuhl
katedra
éninebov Ebene, Fliche

epipedon

KT (her)unter, nieder
kata

kpioic  (Unter-, Ent-)
krisis Scheidung, Urteil

kpitijprov Kennzeichnen
kritirion

peEtpov  Mab

metron

-ueTpio  -messung
-metria

I
oferdc  (Brat)Spieb;
‘ obelos Spitzsiule
opaog aufrecht, gerade
ortos recht, richtig
napa (da)neben,
para vorbel, gegen
TOAD viel

poly
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| enthalten in
Polyeder (das)

Tetracder (das).
Oktaeder (das)

Dodekaeder (das),

Ikosaeder (das)
Sanhedrin (der)

Katheder (der, das)

Kathedrale

Parallelepided

Katheten
Katheter (der)
| Kathode
i!\'riw

; Kriterium
[ Kritik
kritisch

Meter
| Geometrie
|
| Planimetrie
| Stereometrie
fe.
| Symmetrie

| Obelisk (der)

orthogonal
Orthogon (das)
Orthografie
parallel
Parallelogramm

| Parallelprojektion
Parabel
Paragraf

paradox

Polygon
Polyeder
Polynom
Polygamie

wiirtlich dbersetzt

Viclsitz

Heruntersitz

Parallelflach

Herabhangende

Hin

S5CT

Ausgang, Heimkehr

Mal
Landmessung

Flachmessu ng
Raummessung

Ebenmal

Bedeutung

Vielflach, von ebenen Flichen
izter Korper

Vierflach.
Achtflach,
Zwolfflach,
20-Flach

1 udischer Gerichishof

beg

Pult {eines Lehrers)

Bischofskirche

Parallelflach:
Kérper mit sechs paarweise
parallelen Seitenfléichen

Dreieckseiten, die einen

rechten Winkel bilden
Rdéhrchen, das in Korperorgane
eingefihrt wird

negative Elektrode

Entscheidungssituation, Héhe-,
Wendepunkit

entscheidendes Kennzeichen
Beurteilung, (oft) Tadel

streng priifend, tadelnd, bedenk-
lich

Lingeneinheit

Lehre von den ebenen und rdum-
lichen Figuren

Lehre von den ebenen Figuren
Lehre von den raumlichen Figu-
ren

EbenmaB, Spiegelungsgleichheit

rechtwinklig

nebeneinander
Nebeneinandergeschricbenes

Danebenwurf
Danebengeschricbenes

gegen die Meinung

Vieleck
Vielfliche
Vielausdruck
Vielheirat

freistehender Spitzpfeiler

rechtwinklig, senkrecht
Rechteck
Rechtschreibung
gleichlaufend

Viereck mit parallelen Seiten
durch parallele Strahlen verur-
sachter Schatten

Wurflinie

mil § numerierter kleiner Ab-
schnitt

scheinbar widersinnig

Vieleck

Vielflach, Vielfldchner
mehrgliedriger Rechenausdruck
Vielehe




Wortkunde: Griechisch

| Stamm

{ —— =
npiewv Zersagen
priein

| Omo unter, unterhalb
hypo
tpanela  Tisch

lrapeza
|

LOpéT| Darm, Darmseite
chorda
(yopdi ist verwandt mit

' Kord, Kordel, Garn)

Hypotenuse

enthalten in

Prisma

Hypothese

'|.!'E|pl."1. Tisch

Chordale

waortlich iibersetzt

Daruntergespannte

Unterlage, Unterstellung

Bedeutung

ebenflichiger Korper,
dessen Deck- und Grundfidche
parallel-kongruent sind

Strecke runtere, g
dem rechten Wink
unbewiesene Annahme

Viereck mit zwei parallelen
Seiten

Gerade durch die Schnitt-
punkte zweier Kreise

Wortkunde: Latein

Stamm ienlhahon in wirtlich iibersetzt Bedeutung
associgre  vereinigen, | assoziieren Vorstellungen verbinden mit
verbinden Assoziativgesetz Klammerregel:
| {(a+b)+c=a+(b+c)
{ab)c = a(bc)
cavea Haohle, Kifig konkav hohl nach innen gewolbt
—1- — - —
circus Kreis, Ring Zirkus Zirkus, Rennbahn Zirkus
zirka ringsherum ungefihr
zirkulieren kreisen im Umlauf sein
Zirkel Gerit zum Kreiszeichnen und
Streckenabtragen
Zirkelschlufl sich im Kreis Beweis, bei dem die Behauptung
drehender Bewels in der Voraussetzung steckt
commutare verandern, Kommutativgesetz Vertauschungsregel:
vertauschen at+tb=b+a
ab = ba
congruens Ubereinstimmend kongruent iibereinstimmend deckungsgleich
contra gegen Kontraposition Ableitung einer negativen
Aussage aus einer positiven
facies (dulleres) Aussechen |Facette geschliffene Vieleckfliche
' Gesicht | bei Edelsteinen
Fassade Stirn-, Vorderseite
Fasson (die) Muster; (Zu)Schnitt
finis Grenze, Ende | Finale SchluBsatz, -teil, Endrunde
Finish letzter Schliff, Endkampf
definieren abgrenzen begrifflich bestimmen
definitiv

endgiltig
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Wortkunde: Latein

Stamm

interve Zwischenraum

inueriere umdrehen,
umkehren

Ii¥ Faden, Linie

(linea ist verwandt mit Leine)

A o1
EeHSHEG Viessen

ordo Reihenfolge
{(An)Ordnung
Rang

Passus Schritt

voll, vollstindig

¢ fordern

{das Stammworl 151 poscere:
fordern poscere ist verwandt
mit forschen)

s

hin{aus)werfen
nach vorn werfen

praoicere

proportic Verhiltnis

]
Ln
o0

Bedeutung

enthalten in wiirtlich iibersetzt

Intervall (d:

15 ) 1d, yL':i\i}‘IIIIIC.
1en- oder
mac gender Tone
invers umgekehrt
Linie Linie Linie
Lineal Geerdt zum Zeichnen gerader Li-
nien
linear geradlinig
kommensurabel mit gleichem Mall meBbar
Orden Ehrenzeichen
ordnen ordnen
Order Befehl, Auftrag
ordinr Entwicklung: ordentlich — gewohnlich — niedrig — gemein
» vulgar
Ordinalzahl Ordnungszahl: 1. 2. 3. usw.
Ordinate y-Wert eines Punkts im Koordina-
tensystem
koordinieren beiordnen inander abstimmen
Koordinaten ing bezogene Zah-
Pal amtlicher Passierschein
passieren vorbeigehen, auf die andre
Seite gehen
Passant
Passante ide, die mit einem Kreis
keinen Punkt gemeinsam hat
Plenum Volles Vollversammlung des Parlaments
komplett vollstindig
komplementir achend erginzend

Komplementwinkel Winkel, die sich zu 90 erginzen
Supplement Erginzungsband, -teil

Supplementwinkel Winkel, die sich zu 180° erginzen

Postulat Forderung logische und notwendige
Annahme, die unbewiesen,
aber glaubhaft ist

postulieren fordern

ein Postulat aufstellen

projizieren Korper in einer Ebene abbilden

Projekt groBangelegie Uniernechmung
Projekiil Geschol

Proportion Verhilinisgleichung
proportional verhéltnisgleich




Wortkunde: Latein

atamim

guadrum

Berechnung:
Verhaltnis

rota Rad. Scheibe

(rota ist verwandt mit Rad)
sealae Treppe, Leiter
recare {ab)schneiden
sIruere schichten, aufbauen

(struere ist verwandt mil
streuen)

fangere beriihren

hiniibertragen,
verschiehen

transferre

enthalten in
Quader
Quadrat

Quadrant

Ration

rationale Zahlen
irrationale Zahlen

rotieren
Rotation
Rotor

Skala
Skalar (der)
eskalieren
Sckte

Sekante
Insekt

Struktur
konstruieren

konstruktiv
| instruieren
instruktiv
Instrument
Tango
Tangente
Takt
Kontakt

Transfer

Translation

wortlich iibersetzt

rechneter An

kreisformig drehen

Eingesch

Geflige, Bauwerk
aufschichten, (er)bauen

unterrichten, ausriisten

ich beriihre

Bertihrende

Ubertrag

Ubertragung, Verschiebung

Bedeutung

Karper mit lauter rechteckigen

Flachen

N Sellen

s der vier Felder im Koordi-

Zahlen, dic nicht als Briiche

arstellbar sind

umlaufen, sich um emne
Achse drehen
Drehung

P 3 > {are Teaq ¥ - slalf
sich drehender Teil einer elekin
schen Maschine

Maleinteilung in Me
1en reellen Zahlen-
nmte Grobe
gern

werl D

sich stulenwelse stet

kleine Gilaubensgemeinschafl

die sich von einer grolleren
abgespalten hat

Gerade, die einen Kreis schneidet
Kerbtier: Tier mit meist

drei deutlich voneinander
abgesetzien Kdrperteilen
(Kopf-Brust-Hinterleib)

Aufbau, innere Gliederung

eine Figur zeichnerisch darstellen,
die Bauart einer Maschine, eines
Gebiudes entwerfen

aufbauend

in Kenntnis setzen, anleiten
lehrreich
Geriil
aus der Habanera entstandener
spanisch-kubanischer Volkstanz |
Gerade, die einen Kreis berithrt |
Ablauf von Ténen und
Bewegungen nach einem
bestimmten Zeitmall

Verbindung (durch Berithrung),
Filihlungsnahme

Zahlu ns Ausland in fremder
Wihrung

Verschiebung

2
L]
O




Stamm

~ I
triplus

vehere

260

dreifach

fahren, tragen

enthalten in

Tripel (das)
Tripelkonzert

Tripelfuge

Vehikel

vehement
Vektor
konvex

wiirtlich iibersetzt

Dreifaches

Fahrzeug
auffahrend
Fahrer, Trager

Zusammengelragen

Bedeutung

mathematische GrobBe aus
drei Elementen

Konzert fiir drei Solo-
instrumente und Orchester
Fuge mit drei selbstindigen
Themen

klappriges, altmodisches Fahrzeug|
stirmisch

gerichtete Grofe |
nach auben gewolbt, erhaben
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Ahnlichkeitsabbildung 74
Ahnlichkeitskonstruktion 86
Ahnlichkeitssitze 75
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ArRcHIMEDES 79, 172
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duBere Teilung 36

BArRAVALLE 101
Buaskara 100
BRAHMAGUPTA 97
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Daumensprung 23
DEMOKRITOS 169
DESARGUES 65
DESCARTES 176
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Dodekaeder 170
Drachenflach 174
Dreieckkorper 17
Dreiklang 39
Drittelung eines Vierecks 34
Drudenfull 135
duale Korper 178
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EpsTEIN 114
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GARFIELD 113
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gerade Pyramide 157
GERGONNE-Punkt 45
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Goldener Schnitt 135
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harmonische Teilung 37/47
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Platonischer Korper 170
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Proportionale, mittlere 103

ProLEMAIOS 92

Pyramide 151

Pyramide, gerade 157

Pyramide, regelmaBige 152

Pyramide, Volumen 180

Pyramidenstumpf 189

pythagoriisches Tripel 103, 116

PyTHAGORAS 12, 99, 116, 135
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Quadratur einer Figur 109
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Rautenflach 174
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Sekantensatz 91

Skalar 70
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Spurpunkt 210
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Starnberger See 120
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Sternkorper 175

stetige Teilung 137

STEwWART 131
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Strahlensatz,
Strahler
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ster 9, 23

satz, Flichenbeweis 22

Strahlensétze, Umkehrung der 27

Streckenplan 175
Streckung, zentrische
STRODE 89
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N
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Teilpunkt, innerer, Auberer 36
Teilung, harm sche 37
Teilung, innere, dullere 36
Teilung, stetige 137
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Tet
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Umkugel 158

V-Figur 6
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110

Vielflach 175

Viereckdrittelung 34

Vierstreckensatz 9

Volumen der Pyramide 180

Volumen des Pyramidenstumpfs
189

Wansing 115

Winkel Gerade—Ebene 159
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Winkelhalbierende, Satz 47
Wurzelschnecke 108
Wurzelziehen, geometrisches 108
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