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1.Kapitel

Aufgaben zu 1.1 Grundlagen

14/1.

14/2.

14/3.

14/4.

14/5.

14/6.

14/7.

14/8.

15/9.

15/10.
15/11.

15/12.

n=2k+1, (k=21)
n = 2k, (k> 2); in M schneiden sich 3 Diagonalen.

a) (12 - 2)-180° = 1800 b) n = 100, o9 = 176,4°

a) 60° b) 90° e) 108° d) 156° e) 37‘;'?__“ ~ 158.8

f) 22 ~1729°'g 22 ~1758 h) £ ~1786°1) = ~178,6

a) by

a) o, =22 -180° b) (n-2)180° e¢) 360° d)

1

a)d= = nn-3) b) n—2

1
2
a) Ein regelméifliges n-Eck hat n Symmetrieachsen. Ist n gerade,
so sind die "/ Mittelsenkrechten und die "/ Winkelhalbierenden
Symmetrieachsen. Ist n ungerade, so fallen die Mittelsenkrechten
mit den Winkelhalbierenden zusammen.
b) n-Ecke mit geradem n sind punktsymmetrisch.

a) GB:n=17 c¢) GB: Raute d) GB: Rechteck
f) GB: Dreieck und Quadrat

a) 3 b) 3 c) 7 d) 2 e) 19

Ein regelmilliges p-Eck entsteht, wenn man die Ecke p mit der Ecke k
verbindet, wobei p und k teilerfremd sind. Weil es p—1 solcher Zahlen k
gibt und die Verbindung von p und k zum selben p-Eck fiithrt wie die

von p und p — k, gibt es _'7(;3 — 1) regelméllige p-Ecke.

Bemerkung: Fiir jedes n t‘xlsli;n.‘n so viele verschiedene (einander nicht dhnliche) regelméaliige

Stern-n-Ecke, wie es ganze Zahlen k mit 1<k<™/2 gibt, die zu n teilerfremd sind.

a) n=50 b) n=200




Aufgaben zu 1.2 Konstruktionen

d) 17408 = 21017 e) H:asﬁﬁxh;594==2[2f*+ 1)

15/2. a) 192=2°3 b) 512=274 ¢) 1920=2"15

il 36 2 360 360 36( ~. 360 a. 360
15/3.  zuin Beigpiel: 2L, = 2000 oo g0l _igus00 o 880
al 17 3 85 17 o
15/4, a) Weil alle regelméfligen n-Ecke mit derselben Eckenzahl dhnlich

sind, kann man aus einem n-Eck mit der Seite s' durch zentrische
Streckung (m = 8/g') das n-Eck mit der Seite s konstruieren.

15/5. Vergleiche 4. a)

Aufgaben zu 1.3 Berechnungen

16-‘!]_. Cg =1 ‘\J{ﬁ ’ f.’-.'; =T, Sas= 1 ﬁ

16/2. Das Achteck hat einen Umkreis, die Seiten haben die Linge
b atn"\ﬁ — 1); deshalb ist das Achteck regelmiBig.

16/3. S17= 3,3

16;4. ﬂ_) 5‘3,;:@ b) f'_l— 2 L])\—,\/z{\/)—r,\/)—\fzb /11-

S1o8 = =0,049..
17/5 a) n=5 n==6
P
’ \\
oy N
/ N
/ .\\ //
Wi sty
AABD ~ ABWA: fl = 5= Das kleine Sechseck entartet
= d? - qd —-52=0 zu einem Punkt.

Sd = _— wfl+\F}

=d-2(d-s)=2s-d= L s(3-45)



he

n=_8
Pythagoras fiir AABC:
(s + a) = 28°

= a=s2 —-1)

Fy g2
h){.—" = —5 = %r?+:a B )

= 3+ 242

17/6 ANeE. il sle D Aus der Kongruenz des Bestimmungs-
P dreiecks ABM und des Dreiecks DEC
%) (WSW-Satz) ergibt sich:

i / C\‘-:’ .‘\.S j g o

AN Xx=r'= = = V3

<. Gy i B Fa =9

b

£

| B¢
rol

[ S |

15

= 205

Fio . 2F s+ 5sx e 10-2V5
I41:‘: 3 F:’a & b9 '\f_; + 1
V5

}.'1 12

d) == =5 — FEQ =




17/9.

Umfangswinkelsatz:

o=

AH
(AA

90

180° Jmorsn ot 907 g /=
e 60, y= 5 45 ﬁ'ﬁﬂ;‘ A
— B == 15) /
1 ;

HB ist ein halbes - H-\

gleichseitiges Dreieck.), \ \

CH

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

= HB (gleichschenklig) \

- 1V2 + 16 =12 +V6)  \

Pythagor as:

L2 , HB = 6 R

L
-
z_‘hl

2 _|V3-1 ‘JF+|

o T

IBAC =<2DBA = 7 = 4 e
(Umfangswinkelsatz) | = o Me

> XASB = 90 \ e

Il
g
] |

- Q‘_

9 :
S ol . i05v3 .
AL / - : ~
— i L A2 ’ \\, ,’f

ADSN ist gleichschenklig- A,,f

rechtwinklig = DN =NS = 1_J “\\ ¥3 | :

' = b 0.5
o =457+ 30* =75 = _E__
p=106", y=0= 105

5= C1o% = 2

ra..zxﬁf &
4 =

- 10— 24/5

(_1“ \|| _H|r] E ]+‘ 2
Cgp = \/2 -+ \||2 + \fZ + Cip 880 =

Pgo = V1 — (8g0/2 i

= .\f4_{(:||']z—2}2 = '\!4-':4-— -"5“]2—2,]2

4 —cgy* =0,0785...

g e

1 ; . b "III ...l
I~ i) ,-:

. _...'_;\" 5 B

=0,9992... d) sgo =1r0,0785...



1711 a) uz=3\3 us=6, up=12V2-+3 ,

F_‘gz _:\'E ; F{i: %‘\;E ’ FI'.‘_’:B

b) ‘*":,*:{-%\‘Fg , &"¢;=4\f§ , Vig=24(2 - \/75 1L
Gy=3VY3, Ge=23, Gy3=122-V3)

1?4"‘12. Ll][\ - 1(]] \f le =t ( ]. |[‘r Z 2_ '\1(5
]61"\[2—2\12 2—2 "E‘;Hi: 812 2_2 2‘\’5_2

17138. Es gilt: ABAP ~ AACC'. Wv;‘:(‘n CC'" =2r und BA =r folgt

aus der Ahnlichkeit BP = L C'A = %,-'\H ~Byg>
Wegen < ACP = 30° und < C AP 60°ist
AAPC ein halbes gleichseitiges Dreieck.

= PC =h= ‘\/‘ AC = 1438 5y.
s],.-:PB S POV= S AT —_5 3 s10

L lr-,w—i\f 5-1)
W T @ |

Vi6

| M_»-" o I'l'
C<aa NG et
18/14. b) s5=2,5710-245 =587..., \ e =)
s=*=4/34 =5,83
18/15. a) LSM;M; = 1200 = SMs=s4
b) XSM;M, = 60° = SMy=sq
c) ¥M,TM, = 150° (Umfangswinkelsatz fiir den Kreis um M)
— XM,TM; = 75° = <IM;M;T = 15" = < SMT =45
— RS =s3=rV2-2




18/16.

19/17.

19/18.

19/19.

d) XM;M;T=30" = M;T =sip=r

e) YM,M;R=15" = MR = s,

b) Wegen LC =LD gilt mit MD =: x im Dreieck LMC:
LC 2= 1M 2+ MC 2,(/yr + x)2

-

9 ¢ 1 RN o
= X +-—ri=0= x= = r(\5 -
Mit DC =y gilt: y2=12+s,,2
Lo Ll Bl e SRS et |
=% A= E | g E O I = ¥ = E

¢) Pythagoras im Dreieck MDC liefert:

a) Ist M der Kreismittelpunkt, so gilt:
(Pythagoras in AAMD)

a=*tanh

MD = 15 a
— LGP ]E'\/IS A==

W

k

]l::‘."-\](].

r V10 — 24/5 |

« - J 7]
=r?+(lfs1)*

1),/also x = 8y5.

also y = s;5.

e 2 s
S~ = 8g” + Syp° -

b) UD =-[a?+La’y5-1? (Pythagoras in AUAD)
= UD =1 av10-2y5 =s;.

Wegen s.%= 4-c¢2, so.2 = ¢

. Q [y £
giltih 85.0= (4 — e N4 — cop? .

Fiir die rechte Seite gilt:

¢ 2 ¢ p 2
qzt'-"'.ﬂn t 8Bn) S4pn” = (2 \.I'I —Con™ +

—] (2.\/1 = (.".2112 + 4 — 'f‘--'-jjl_z -2 ) )(4 == cf“'J =

+ Con\4 — o2 N2 — o) = (4 - c5,2)

9
d=a on

Mit AB =s, gilt: AE = L s,

’\H‘ = 1-n

1
R A A Son {El'zn
a) AANR ~ AGNE = = = 7
738 5 So
2 Pn P

Multiplikation mit 4n? ergibt:
U'ﬁﬂz = 11511‘2”1-2[1 ’

)
also ug,” = u,'va,

= Ug, =




19/20.

19/21.

b) AA,GA ~ AARM = AM :RM =AG :

:-:'I';tll

GA = tg, =

E 2 HIIJ+ tl'l
AABM ~ AABM = MN : MR = t,:s;,
t _]—}["L'I.I— ton)
— ‘ - ) 2
wegen MN =AM folgt: == = —3p7—
°n 51321
5 2ns,t,'n 2u,v,
= 4Rlgn = (8p+ th)n T YamT ey
M |
R:. N : _“. ’é
A‘, N .B‘.

Es sei AB = s,. Zeichnet man durch den Mittelpunkt Ny von [M ]N] die

Parallele zu AB, so ist AA;B;M; das Bestimmungs-

dreieck des 2n-Ecks mit gleichem
Umfang, denn ABe ;s“

und <A;M;B; = L L AMB
(Umfangswinkelsatz).

Damit gilt:

NiM; =ro,= 5 NM,

Wegen NM, =r,+R,

folgt o= L(ry + Ry). Avf
Wegen AM; =2R,,

und NM; =2ry, / )
liefert der Katheten- Ra

satz fiir AAEM;: el
AR, 2 = 2R 21, N

1 N
— I\‘zn = \IRnrzn

M1

T

M2n :

.._B.:

M

Ist M Mittelpunkt des groen Kreises, N M ittelpunkt des kleinen Kreises
und T Beriithrpunkt auf NC, so liefert Pythagoras mit PC=BC=:x%

(lfor +x)2 =r2+(/21)? = x= :

XBMA = 60°— 36° = 24° = AB=s;5.

r(vV5 — 1), also x = sy . (Aufgabe 16.b)

9




2.Kapitel

Aufgaben zu 2.1 Umfang

36/1.

36/2.

36/3.

37/5.

37/7.

37/10.

37/11.

37/13.

37/15.

38/16.

38/17.

38/18.

10

a) u=60, f=-45% b) u=628, f=-01% ¢) u=62857. f=0.0%

10}

a) d= == f=4,7% b) d~3,1847, f=0,1%c) d=3,1818. f=0.0%

2

V= —:—_ ~ 1115 km/h 4. v = 107589 km/h
m= 3,2 f= 19 6. ©=3,125 f=-5°/
T =3,162... =7 8. n=3,132... f=-3°,

m=3,160... f=6/

Die Dreiecke sind dhnlich: halber U mfang = 4. {— )°, 31 = 4- ( ] P = =

n~8,1462... f=1° L \B -2
m~3,1446... f=1"/ 12. n=3,1428... f=0°/
m~3,1426... f=0°/, 14. n~3,14166... f=0°/,

n=v,141533... f=07/
Konstruktion: MB = 1. BK

3 1

2
we=4 + {.3) — 3 )_' T

m=3,14164... f=0°/,

Konstruktion: n=d + z

d ist der Durchmesser des Kreises mit r = 1.2

z 1st die Seite des regelmiBigen 10-Ecks, das dem Kreis einbeschrieben
ist.

m=3,14164... f=0/ce M=u=N12%2406%4+12+006 =418 + 1,8

n=23,1416 f=0%/00



38/19. 1 =3,1415919... f=0°/,, Konstruktion: a=v1,46, =~ - T =

38/20. =n=3,1415932... 1=0"/

8 -4 B 30 - i) Y 2 =2 [y
Konstruktion: m= = +14/229 , wobei Y229 *=15°+ 2e

16 395

38/21. = =3,14159292... fi= il k=3+= ==

» P - . r ARIT ‘ FOOOEOr
Beriicksichtigung von d: k = 3 + = = 1 =3,1415926530...

43102

38/22. VIETE: 3,12144... WALLIS: 2,92571... NEWTON: 3,14151...
GREGORY: 3.33968... EULER: 2,92261..., 3,06139..., 3,13899..., 3,14134...

Aufgaben zu 2.2 Bogen und Bogenmal

39/1. a)z; 1,57 b) & ; 026 ¢ 7 ; 0,79 d) & ; 052
E 2 497 = i

e L ;105 s ;0028 7 n; 3470 h) —3n; -942 |
) — 2 1 ; — 3491 i) Ln?; 247 n: 1,32 |
39/2. a) 1146° b) 180,1° e¢) 458°d) 28,6 :
e) 5730 f) -15,4 g) 58,3’'h) 57,3
|
|
39/3. a)b=g3 b)b=5 c) b= —' xr d) u=02 e p=1 |:
f) |L1=l'::'{ gl r=1 h) r=_~'_|‘ o =15 !

39/4. Minutenzeiger: 26,829m; 0,447m;0,00745m

Stundenzeiger: 1,44m; 0,024m;0,00040m
2 .Tf\f§+-'l- i
39/5. q= e e i
39/5 d= e 2 _a ,
39/6. a) rp = 6366 km, 1y = 1735 km, rg = 695507 km ?

b) Entfernung Erde-Sonne: 1,5:10° km, vg = 29,9 km/s |
¢) d=1,1810" km i

39/17. Mit den Ndherungen b = 1,435 m fiir den Bogen und d = r
fiir den Abstand gilt: d = 4933 m.




40/9. a) Dreieck ABC ist gleichseitig mit a=4 und h = _)'vri 4 b) u=4n

40/10. a) 2r(36.5m + 0.05m + x) + 2.84.39m = 400m = x =25 cm

b) 25:2r m = 157m

40/11. u=2n(1 +2 )

40/12. a) ADBC , ADFC sind gleichschenklig = <BDC = <DCB = <CFD =: ¢
Winkelsumme in ADBC = & = 90°— L[%, (p=<«B),

= 4<DCF = 180°-2¢ =B = <4 DCE = €« FCB,
denn <ACB = = Bogen(DE) = Bogen(FG).

b) Begriindung analog a) /LC -
. .-// \

// H

B2 \

¢) Begriindung analog a) C\

d)B=7v=36" = A=T, [—! = } (Goldener Schnitt)
40/13. e' = 101010 m 14. u= 6,28 m 15. d = 3,18 mm

40/16. ) gleich schnell, 1 = 4arn + 36a

B) 2 mal so schnell, 1= 4,:3\@ an + 6a\2




y) 6 mal so schnell, 1= 6an + 17a
& 7 mal so schnell, 1= '—\E an + ('S;-l\jr‘é

g) 8 mal so schnell, 1= 725ar + 9a

40/17. u = 800km-50 = 40 000 km, b = 2ri— = r=6364 km

o

Aufgaben zu 2.3 Fliche

] 2n T s n
f) r=2E g) r= % h) 1 1: D-p= T
42/2. a) EJ:%.F:%} b) ,LL:!—)_,I':I ¢c) u=1, b=2

disr = P:‘ér el = i:{—_ b= W%\f_j

p ez gl Pbl,E=s  H) r=1, F= 5

i) = Z.h:\E 3 r':\f‘_z;.hz 2n
49/3. @) F~300, f=—45% b) F=314, f=—0,1%¢) F=3143, £=0,0%
49/  a) d~365 f=23% b) d=357, £=0,0% c) d=357, f=0,0%

S S 1 e i 1 A; 1
42"5 f'-l '"—— = —(}.:_)r.-'r G. i-l) T = 0 l)] T = T

42/7. Beide Male gilt: A, = 212,9 cm®

42/8. a)d=165¢m, u=>52ecm, A=2,1 cm?
b)d=215¢cm, u=68cm, A=36 em?

e) d=290em, u=91lcm, A=66 cm?

13




42/9.

42/10.

43/11.

43/12.

43/13,

43/14.

43/15.

43/16.

43/117.

43/19,

44/20.

44/21.

14

"\](\';-i__- E ]H"; 1\”1'

(3 = - — O s il i
Uk pais = ‘)'ET: = uL|'J;|Ll:':|‘: == "]'Tu\,r: =% ]'l."(\"lfll'l"( = 3r\2n

280 2 o 1,197y 0

Uguadrat = JEs

q rechteck

Erster Tag: r; = 4

¢ 9 2
2 T —Th 1" =

N
1 1= T

'n1 — Vp = f.\l,; \n — E )Ty

Bedingung fiir den n-ten Tag (n >

Verldngerung am n-ten Tag: v, =r

n n

u = 2R +r), F = n(R® - r?),

diese Formeln gelten auch fiir nicht konzentrische Kreise.

a) F=n b) E=3n ¢) F=n3

Fgr (R ) Tr R

— , deshalb ist die Aussage falsch.

Wegen < r-2rm=r*n stimmt die Aussage.

1
2

10,67 DM beziehungsweise 24 DM

=2 18. u=4

a7 B 2 /9
,"U_L_\C_ - 68.6% p) L9

1_.f_| re T

2 66T
Ir'“mb6

2 e a2 9y
e (a8 —3) N re /4 o <
) _"""‘“\J_;— = 64 6% d) 55— =50%
/3 r®m r’ /2
Pythagoras: R 2=r*+R? = R2n-R2n =r’n

a) 2x%2 =1r’nt = x=r\r/2

b) 3

(Quadratfliche = Kreisflache)

2rx= = ¥t = x =1/

]

(Dreieckfliche = Halbkreisfliache)

c) 2x3+4-§ x\2 (2r — ';NE} =r’n = x= ];\E T
(Sternfliche = Kreisfldche)



44/22. ]“|‘-I‘1'I'£'~.€‘ = II\ + TIH\ ax F‘I]I\II\ I'H\L =

(wegen a“ + b* =c°)

44/23. Man zeichnet das rechtwinklige Dreieck mit dem groBBen Durchmesse:
als Hypotenuse ¢ und dem \\ eil} ge ze 1Lhnwr£ n Dll]th]l](“ﬁ{‘r a]« Hohe h

- : 1 1
eI s = %fT-J,} A ‘K — = § ‘= L nl(r+s)?
Dp.0g Fh \2
= rsm= L= =(3 )n

T
v [ ('S [ - 2 = - S
wegen ¢/2 =r + s und 2r-2s = h= (Hohensatz).

2 D 1 v Ly
21 = ab wegen 1r%=3(a®+b?)

44/24. F=ab+; a’n+

45/25. a) F;=2.(; a’n
\ . ‘ 1
F IT (2a) ’n— z a“n-

el ]
N
e
—

b

b) Beide Flichenstiicke sind halb so grofl wie in a)

45/26. a) u=56n, F=2rx h) Bi =m=FE>
¢) Man verbindet die linke untere Quadratecke mit dem Mittelpunkt

des groBen Halbkreises; die ( Gerade schneidet diesen Halbkreis in S.
. 80 halbiert MS den Umfang.

[st M der Mittelpunkt des Vollkreises

|
—
—
2
-
u]
3
=
="
T
e
Il
—
o
e
o
[
A

45/27. a) F=6a?t b) F=1%a’n+2a™\3 c) F=

a’n—3a%f3 f) F=40a’n g) F=8a%1+n

o=

e) F=

46/28. a) r =10 h) x=2 ¢) 6%+ 42 = r? (Pythagoras)

d) 62 =4” +r* (Pythagoras)

46/29. a) R®> =r-3r b) RZ=2r2r ¢) R*>=
(Konstruktion zum Beispiel mit dem Hoéhensatz)




46/30.

46/31.

46/32.

46/33.

46/34.

48/35.

16

a) r =4 (Aufgabe 20.!)

b) Man verwandelt den Kreis aus a) in den Kreissektor:

'— Re =r4 = R? = 2r-3r (Hohensatz)

a) R=142 r (halbe Quadratdiagonale)

b) R1*= = r® (Hohensatz), Ro? = 2 r2 (Hshensatz)

b) ré= 2

a) Ry? = 2r? (Hohensatz) Ry* (Hohensatz)

R =42 | Quadratdiagonale)

) - ; S BB e

a) u=4dan, F=a’g b) u=2an, F= = ety
e) u=3\2 an, F = 8a2 d) u=2an, F= 2 a?g
e) u-= G\fz am, F = 8a*n ) u= —l an, F=L 4 5,1;-_4%

2
i

:-_ .l O ) 2} . - g 9 o
g) u= -'1\fo arn, F = 8a“ + 4ax h) u=4an, F=4a?+ a?n
e V2 an, F = 3a2n + 3a2— 2a*2 1t
J) u=6an, F=4a% + 3a%n k) u= % an, F= £ aZp— 2a%
[ ) [»)

1) u=3an-+ V"_E an , F =3a’t — a2— a%\/2 nt
m) u=22 arn, F=8a2_2a2n n) u=v2 an, F=a’r— 252
0) u=4an, F=a’n + 4a2 p) u=2an, F=2a%t - 4a2

q) u= l\E an, F = 10a’r — 842 r)

s) u=4an,F = 1232 — 2532

a) u=2n, F= 143 a®2+1 a%t b) u=an, F=+v3 a2 L a’n
it 3 T ahin g = ~ ; 9 5 ‘

¢) u= zV3an, F= 543 a°+ zand) u=56an, F=v3 a?+2 a’n
3 : 2

] ~ , | Qi Fe o 5 g
e) u= = an, F=+3 a? e arr s A u=em+_—~i\ﬁi am, F= 2 a%r-343 a



g u= arnt + 10a, F = -'-1-\,1,.‘_§ a2 asn

- : 9 : o ‘ - " ¢ 2]
h) u=3arx, F= _—,‘\f"} a2+ L a2x i) u=6an, F=4Y3 a°

49/36. a) u=4a + 2arn, F = 4a® b) u= -'-1;-1\;@%1 + 1) . F=16a°

¢) u=8all +m), F=236a°- 8a’n d) u= --l;-L\Et",Z +1m ., F

e) u= 242 an+ 10y2 a, F=8a*+ 2 a°n

Ol 1 2. o I ¢ 0 l
49/37. Fapcp = ]T Fd b TR 1= 2T + !‘\fr'5 + = T

"\ 2 ¥ : 5 | s
FArFE = '— re + J—I g nu=2r+mry2 + s rn
N 1 2. 3 1. .2 P 2
Fapug = 3 P"J\'E § s =g = TR
=
L5 )
o
49/38. a) ug = 16a, Uk = 2;-1\1% T, ug < ug, f=_19229
Fq = 1682, Fy = ba2n, Fg < Fg, f=—1,8%
b) u, = 4a(l+ \V2), u c=8am, i< Uy, f=—-2.4%
Fl‘i = 2.23-:!{12]'?. [‘1;\ = TET‘J l“__\ < Il"|;L. { []{:}n‘“‘sff

50/39. Alle Teilfiguren (ob weifl oder schwarz) haben denselben Fliacheninhalt.
Es sind 47 Teilfiguren: 24 schwarze und 23 weilie.

Also sind schwarz f = 51.05%

R Ny LR e D S e
re + & )" + 7 o LEy="=

50/40. F.ilinon

(re? + 4ryrs + 4112 + 15% — 2r1%) =

T(2re? + 4riTy + 2r1%) = 7lry + ry )¥ = nrg” = Fpk

I
ol ol et Ll ] g

344 060M41. Fy= 6r’4f3 — r2n, Fg = 6r\3 + 3rn — 4r'n = 6r24f3 — rln

17




3.Kapitel 60

Aufgaben zu 3.1 Zylinder

60
59/1. a)| b c) d | e | g | h i)
Pl 10 4 0,1 2 10 2 2 L2

: - : < | . 61
et 24 10 g 4.9 5 0,4 5 -2

21 110007 T 0,049z | 20x | 40%x | 207 1 : \,2 T 61
1 )
O T 28n | 208x | 287 |1 +8n 27

S [6m|400%| 32,57 i
M |47 |200n| # 098r |20m | 8n |20 | 1 | =

59/2. a) V,:V, =2:1 M,:M, =1 S, : Sy =2:1

1l

b) Vi:Vy= 242 M, :M, =1 S,:8, = =

e VN M, : M, =1 R A
: ' Xy + x°

=0/t : T T iy S LT
98:d. | a) V.t Vo= 12 Sy 18y = 77— 6

bl W oy =D S, :8 = 15 +3+45

c) \r:_: H \r = \l ,L‘\ C ,L\ = —r

> Z
e 3 SV VS A
60/4. a) x=y=14100 b) x=8 €) x= N s '\/ {
nV, - v,

60/35. r=399 em, F= 18r“n = 9m?, man braucht also etwa 0,9 kg Farbe.
60/6. a) V,=nhr2=1181 b) m=~ 106 kg

s VAT B e 3 9 S o : = -
60/7. a) V= 21 S= =t a‘g b) V=2 ar, S=aZz (1+42 )

60/8. a=nlr, V,:V, =2 1139




60/9.

60/10.

61/13.

61/16.

61/17.

a) 5= lr_ﬂ_l, Tt 17—}'\[_; ]n[_'|1*!'.:f

b) my = {) T+ —'\f'_?r ).15-7.9 kg = 5,67 kg, myp

h = 2,04 mm 11

1l =625,2m 14,

a) V=1232n
b) V = 6264n
c¢) V=240n
d) V =208n
e) V = 1096x

f) V

= Zda’n

g) V = 2304n

Zeichnet man Innen-
so liefert Pythagoras

= H12.5 cm?2

3.64 kg

d =505 cm 12. a:d=:

d = 0,103 ecm 15. d =6,1-10 mm
S = 504n A =152

S = 2088n A = 198

S5 = Z288mn A =20

= =438n A=28

o e 1 8 [ A =68

S = h8an A =178

S =1312n A =192

und Aullenmantel,
als kiirzesten Weg 5.

62/18. Zur Volumenberechnung betrachtet
man zundchst ein Viertel des Qua-
- | y . = P 5 5 : .

ders, dem der Zylinder einbeschrie-

ben ist. Fiir den Restkorper ABCDE

A des Quaderachtels gilt (nach den
e Schnitten entlang dem Zylinder-
mantel und der Ebene BCD):
| AT
| T
| - Ny
E I e |
= v
\ ,// ’\
\. e /
k- ey S E I il
\_\\ \\\\ /}r \ “
> :_'_‘_:/ \ {
\ |
N II
\
\ :




AN Frontsicht
D \ x"“: . \ Strahlensatz
\ h _2r Draufsicht
[T T
h=2(r-y) Sekanten-Tangenten-Satz
x?=zy(2r-y)
C % —
X X
f=Y A r
=Y Dy 2;“_‘—)1

Fiir die dunkle Trapezflache im Abstand x von D gilt:

)

F =r2

Nach Cavalieri ist der Restkorper vo
I

.l_. (r—y) “

~(r—y)h = r2 = 27y

% \' = x<

lumengleich einer Pyramide,

die eine quadratische Grundfliche (Seite r) und die Hohe r hat.

=N \v,.l st = = r*
\.ﬂ isel = V zylinder "1'\jfl'l;l-:;c-r;::'l:-l: =41 rest) =
=2r3n — 43 - 1 p8) = ZI'ET'.z_% T
‘ : ‘ ot : ; 8 § m 16 rhm
62/19. a) A =2rrh + 2r2x = 2rrh(1 + /) = 2rnh- & = 2xh. 2 = = Al
i i - {
prn P
m m . m
enn wege = = = L T= ;
d egen p=y = 5 gilt 1 il
b) A = 2.2rrth + 4r2n = rah(4 + l—' )=rrh(4 + 2)=rxh- & =
30 m 30 mih
= N = 5
[ ZPTN i P D)
denn wegen p= = = =2 _ it r=
i= P g 2rzgh ®© =
c) A; =1,903 m2, As =1,432 m2, A;=1899 m2.




Aufgaben zu

62/1.

62/2.

63/3.

63/4.

63/5.

63/6.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

i)

a)

a)

a)

c)

a)

m = 13
mi= HJ\J"_;’
h = 3

v ],_J?‘\,l']_:'i T B
h=1, ®=290

l 7 . . 5
'}i, = EF,- , © ist stumpf b) =
]]— - ,l = @ ist spitz

: 1 £ o=t

m 4 b) m 2

3.2 Kegel

V = 100n
V = &'. T

V = 16%

m= =181

W

m = \61l
m= 2
ms= 8

b=
5
i
-
—_
=

S = 100(1 + 2 )«

S = 367

S= w=(I81+9 M=

S = 6r(/61 +
V= 245

M = 6or
M = 100\/2 &
M = 20n

1 —
2t o T
IIK".\J{Il ]. L

661 T

6) M

S =0,96n

o h = 10:3
S re e i
Dy Dy = ;{——\lr[vi
e e
h_\'_h.\.:

TS|
b) ,e) wegenh >rgilt 3

\E

m < 45

= o ist spitz

d) lT =5 pist o =90
_ Vv ny3
Ty 5= S

— (@ ist spitz




63/8.

63/9.

63/10.

63/11.

64/12,

64/13.

64/14.

64/16.

64/17.

65/18.

Aus .];

v 1 P ] - s
a) V= \f_i a5, S= =%

c) V-

mrit =

16

a) x = h(l

a) V=

b) hj =L \ft cm

e e ?\E cm
B2 1 cm?

\-v.? =

D,

b) r =R/

a) V=

| b2

=

"].-—

3257

m? -

r

4T, Tl= \J{r'""

cm® = 17.7 em®

= Ziolem

hq
b)) =

h-_}'

7,3 m3

i

3 adm, S=2/3 arn

11,9 em

50 em?

. = - H
a) V= 3 R? nH — '— remr §

]

L

b) V= %a3r S= \f,_i a°m

b) x = h(l

b) V=

8 H ‘ ; sy
- r*'nH-r g )= 5 tHR? - 3r? 4 2r/

b) V=

c)

24

B

S

3V2)

3 = 70,7 cm?

- 10,6 em

m- = 4.2 m3

=5 2 A 3 o0
+h? und % r2gh =100 folgt h = \/?m




65/20. @) V.= & n S, = (48 + 32\2 )
Vp= 22 Sy = (112 + 3242 )n

V. = 832N2 o S, = (80 + 1162 )n

B) V,=1ladn S, = 10a2\3
Vy, = 13a3sm = 1-‘ini\;"§ T

V. = Vapcp + Vasr — VDCE
T B el e PR T | JBd eon D B S e
= _|:_ \ e - 3aZ + = El\/rg J } }_I'\[E + P E.-l‘] =4 bl _‘] a2m- s B =% Sy a4 5 a

: T8 5 27 375 A € a8
= Lgag(B 4 48 4 24 98 _ =2 ) = 24,6an
o a iy g L /

h‘. = 95 3 ';127[

65/21. a) V
c) V
e) V=

12187 S = 4067 b) V=317 +4) S=2Tn
S=(85+713 nd) V=L 1 S=(5V26 + 13)m

1207 f) V=3 a’n S =(5+ -'%'\E Jta

I
o=
bo
|

|
b
o0
A
7y
I

65/22. V= L\bZ-(c—a) mnlcZ+ ac + a?) M= (a+ c)nb

Mydten -3

22 16y
66/23. e

24. R=57cm, r =28 cm, h=285cm

66/25. V =257 m? 26. V = 231t cm? = 72 cm? o == =T




66/28.

67/29.

a) V=23238n

‘el
-
]

a)

b)

= 1814 &t

23 000 &

1 360 666 *
432 1

22 458 1

144 ot

s = 30m em =

r= 10 m,

m:%\/r_i I =

by

HU\E =

S=40867r+ 7925 =

S =350 1+ 10813 7 + 60\10 &
S =3600n

S = 25400 7 + 2 400 V13 7 + 5 60(

94.2 em

m = 60 m

52m:h =1 h,. =535 m

A =414

A=1500

) \w.'._ﬁ m, A=19 000 8

14 8 m

kein kiirzester Weg existiert, wenn der Mantelwinkel ¢ = 90° ist.



4. Kapitel

Aufgaben zu 4.1 Volumen und 4.2 Oberfliche

88/11.

a) | b ¢) d) e) e e e
R T R 6370 AE e e Ls | 145
4m 4 2N B
alol 20| 002 | 12740 | 25 |22 | 2V4 | = | 2
i \.:
V|4 |%%r|%r106(1,08:102| 20m 1 | 225n | == | ¥n
3 ") ] ﬁ"‘\,_ I
S | an | 400% | 47104 | 5,10-108 |4n 225 | V36 |18nV2 [ 1 o
a) V=
e) S=

a) S=785mm?, V=654mm’b) S=1539 em2 . V=179.6 cm?

¢) S=458cm?2, V=292cm® b) S=286,5 em? . V = 455,9 cm®

4 — - 2 T Eraney i)
e) S=1559.7cm*, V=5T792,2 em

p = 1,24 g/em? 5. p = 5,54 glem?® 6. 70,89%

Q

S; = 5,1121158.10™ m?, Sy = 5,0949492:10" m? = =0,337%

V; = 1,0868631.102! m* , Vy = 1,0813931-10°" m”, \‘—\ = 0,506%

Es laufen 497.4 em® heraus.

d = 0,197 em 88/10. d = 44.8 mm

tn
s
D

a) 8 b) 64 c) !

o
o




88/12.

88/13.

88/16.

88/17.

88/19.

89/20.

89/21.

89/22.

89/23.

89/24.

26

a) 52.4% b) 52.49% ¢) 52.4%

m = p-V=p-A.d= 7566 g 14. d =2,5-10

Der Oltropfen zerflieBt zu einem Zylinder.

r = 6,5cm = 6,5:102 m und die Hohe h.
einanderliegen, dann ist h zugleich auch der gesuchte Durchmesser:
Vi = 0,01lmm® = 0,01(102m)? = 0.01-10° m

Wenn die Molekiile neben-

2 mm

d) 524%

15. m = 635 g

Dieser hat den Radius

B L Vi sl 'm 10 "'-m_
PARTE Y = AN Tesl10%s -
% W - ) -".\l I
a) A=qm° b) A =0,75n° 18. Ao e
i \iﬁl
a)r=3 b) r=3/5 e) r=3/,

9 =101 m?

= 7.53-107%9m

d) —,‘ ~ |]_ = Die kleine Kugel kiihlt schneller aus.

Fs kd/3nr? 1 3e
I‘]} (‘r“f‘l‘c I k
= ] 4
Vi + \3 == == LK
Il 3
4 - 4 i 1 4
= TR+ = xn(@x—R)3 = S s nT

9 9

= R“—1R + l ré(1-1mn)=0

—'>I"i’|_3:.|—}l"_l|—]] E—:')’
Absténde: d; = R; Lm(l ds = R»

kleinstes Volumen:
X L

o und damit —  mull moglichst
klein sein:
12 : I
— =3 =2 n=4und Ri=Rs= = r.
n 2

Ay 8 Vi 16vn
2= 5 L) ¥, = 3
e B
AR, T e LS T

(Konstanten:

k, )

B



s —e i i — Aie > Agy

89/27. h=4r, m =1

89/28. a) R=3r b) > 29. V. =565 cm®, A= 141 cm®

2=|
|
o|¢

1 . v ; A
89/30. Tetraeder: 1, = —\Jrh a T — ~') 6 a T = —\E a
L9
Wiirfel: = LJ3 a = ]E a T = E\E a
* : B
Oktaeder: r,;= ]—\fi a == l'] 6 a rk = 5 4
Tetraeder: a) 27_: 1 :J%\J'.'_} : b) 9:1:3
Wiirfel: a) 333 :1:2y2  b) 8:1:2
Oktaeder: a) 3V3 :1 . 0756 b) 3:1:1

: g, — = = c)
9{} 1'31 . a :' \' W = 4 l) ) h‘.\' :_)r

,.
<
..-l-'-l
J

&

t"‘
bo
&

U
[N [V
i =]
-
3 3
|
2
e
)
gs
—

(‘}%.—: e

/’.l E_' N,
Vw 9 L"‘ W 3 A I / N
k) Vo = 246 Y Bl 4 i % e N
90/32. 1. 2nR? + 2Rrh = 2nr” |
: EY | = |

4
=
}
- o
I

—

o b
+

|

b e
=

t

 pu)

e B AR

)
g : 1 ) | = g N\ /
in II eingesetzt ergibt R= Vb 1 ) 7

15} \ ///

]
=1




90/33.

90/34.

90/35.

90/37.

[: m =\R*+ hL?
II: mRr + R’r = 2x
III: h(2 — h) = I

= R* (Sehnensatz)
I und IIT m l eingesetzt ergibt:
\f?h = +h - N2h —h% +2h —h2-9
U lﬂh!_(‘”f.‘!] und Quadrieren ergibt:
0 =h*-2h% 4+ 4h2- 8h + 4

Losungen: h; = 0,6787, hs =~ 1,632

a) R = r'\,.,l'rf_ o I— r‘\[m
b) R=nZ; = L nf6 |
R=1nf3 86. Vz:Vug:Vike=3:2:1 ‘
a) =45 RAR2 —v.= R=| 2 -1r

Vki= 2 n(y2 -13r3

Vsi= £ (W2 —Dr [r2+ (3=2V2 )r2 + (3— 25 2 2]

Via 2

Var = 1

Weil jede Kugel 2/7 des Volumens

des zugehorigen Stumpfs ausfiillt.
ist das gesuchte Verhiltnis /7.

© = 60"
entsprechende i{mhimnw
fiihrt zum Verhiltnis 6/,

Q'
L43%)
b) ¢ =45";
Sk1 =4n (V2 - 1) r2
Mgi =1t [r + r(3 — 24/2 )]- (4 ~ 22 )r
SOV S 1
das Verhiltnis ist Ms: = 2

¢ = 60"

entsprechende Rechnung fithrt zum Verhiltnis 3/4.

= AT

ges

c) @ = £ YRe==prig. S = I— My

Ves= =48 r°x, " S.. s rin

60°;

P =




91/38. a) V=2 a%-2.2 a%t= % adn, S=4a’nt+ 212 a’n

¥ Ly 9 L (]
b) V=a-n2a S a'm— - a*ma=a’n

S = 2am-2a + 2a’n + a\2 ma = 6a’n + V2 a’n

d®n— % d-2n4d?® +2d%+d?) = % d°r,
91/39. V = 2n’ar?® S = 4n“ra

91/40. V= % 43 -6:2n:5 = 120V3 m S =343 2n:5=120§3 1

91/41. Mit zwei Rotationen, zum Beispiel um x =4 und y = 0, ergibt sich:

a) Vi=24n= % 432nd; = d1=2 = x,=2

9
Vg = 28n = T 4.32ndy = do= £ = ys= I S Es)
b) Ay =48n = 12:2n.dy = d; =2 — i)
.-'\: =601 = ]2'2,’1'(11{ — (]-_: =25 = Va = 25 = S(21.2:5)
91/42. a) A=4nr?=nr2nd = d=2t/y
4 1 . <
b) V=2 fir® =3 ‘n2nd = d =/,
91/4: r ‘ 1 9 ) . rh + r2 . .
91/43. V =rh2r 5 r=rrh A = (2r + h)-2n 5 — 5= = 2rmh + 201

92/44. Das Bild von Durer (links) ist korrekt.
Schaut man so auf eine Kugel, daf} sich die Breitenkreise als Ellipsen
zeigen, dann kann in einem (korrekten) Normalbild der Pol unmdoglich
aufm Umril} liegen!




Aufgaben zu 4.3 Kugelteile

92/1.

92/2,

92/3.

92/4.

92/5,

93/6.

93/7.

93/8.

93/9.

93/10.

93/12.

93/13.

a) F

a)

a)

a) =

a)

d)

a)

a),

a)

b)

a) F=n/

r=13ecm _ V=%

a) h=1/s

b)

b)

b) V-

b)

b)

e)

l'f- |}: ).

F =

11. Vg = 50%-Vig

40} S
T CIM

Vs = 25%-Vik

= ZHH,';_.-".{ SORT =

m(p< + h?)

F = 2rn(r +

fiir h > r gilt das Pluszeichen.

b) h=16r, (h=2r), Vs = 80% Vg

93/

93

93.

23

94

9



10-5V3
93/14. a) F =250n -[fJnmﬁ” = |
V=20 (10 53) \ 5 7 ,_f
L ,':[2—V'EJ ' 53/ . 05V2
| fon A0
b) F =21 — 0.5m\/2 :

93/15. r=+2Rh , h=R, rmax =2R
93/16. d = 1/3

93/17. a) Von den vier Stiicken sind /~’ Vi 5 B
jeweils zwei gleich. 5/3 b

7 1250) 3 %7 2750 3

Vi= == mem?®, Vo= “2= mem

1 5 ."I:- V? 5
1

-

\' = E E = __._.,-;.-,____.___1.0._.._....I

b) ‘-w = ]'.H":?r: L‘l'ﬂ: T}U t‘m: \ V,
S9 = 2761 cm” = 864 cm~

93/18. a) V=4189] b) V=30091

94/19. a) V=2 nr3(1-143) b) heg= "2, V=1 mr3

LA

94/20. a)

o

(dhnliche

b) -

r
Dreiecke)
s e=({V5-1)cm =~ 1,24 cm

e+r o

i

3
r,=25cm, h,=5cm
i 1 ' &)

r'= - h' (Strahlensatz)

0 TP 7 ]
c) e 3 T Tkir” + 3 To mh,

3% S = 3
\ 1612 + 4r,” h

h'

3
h'=+v16 + 125 em = 5,20 cm

31




94/21.

94/22.

32

¥s =

d) Das Saftvolumen ergibt sich
als Differenz der Volumina
von Kegel und Kugelsegment:;

m = 2cm  (Pythagoras)
EaRE . WY
sle+T)p= 3

= p= 5\/3 em

——

h:=e+y="Ym? - p?

:\f— em = 445 em

\\':Il—!—lwﬁ ) cm

V = 4206 em?

F = 1309 em?

Schwerpunkt S(x;|y;)
Xs =0 (Symmetrie)
Mke Yke + MkyVku

mr (Dreieckfliche)

TH

M s

Das Weiberl] bleibt in der jeweiligen Position stehen. |

b) Der Schwerpunkt muB in der Halbkugel liegen, es muf} also sein:

1 . b= 3 :
= r—r[h-pk..-'—l h < s B0z v = h<ar ‘\[5




94/23.

94/24.

94/25.

94/26.

95/217.

a) 2R-h = r? (Kathetensatz) = h = R

¥ 7] A / \
p“ =r<—h* (Pythagoras)

p = 4ecm, h = 2em sl
Bedingung: Auftrieb = Kugelgewicht
= L - 2% 2 =
|--"-,~,'\ unten — |.‘i|'\ll\2!2;i;-:
(2R — h)°r . ;
P e 3 (R + h) = Ph* L, tR”
pw - (2R — h)? (R + h) = py- 4R?
ph = 0,896 g/cm”

R =(R + HI(R —h) (Kathetensatz)
B HHW
RS R

/M
— F = 4xR2. 2 N

3R + H) A
a) 80 km? b) 4002 km? ¢) 120 014 km? /{("' i h
o i S

(3r fo) = L wrA

3 A 12

2 |



Vergleiche Aufgabe 27.: r = 3cm, h = 1,5cm, p = 0,513 = 2,6em

a) F =p?n = 21,2 cm?
b) F =22ralr + h) = 169.6 cm?

¢) V=2-2(r+h)*r 2 r=191 cm?

o e S | L
95/29. T = 4nR=. SR+ (siehe Aufeabe 25.)
i | N / e

a) H=1cm, R=10cm, F =57 cm?2

b) H=10em, F =314 em? b) H=990cm, F =622 cm?

95/30. p?+ x2=800
p? + (x +20)% = 2000
s xo= 20, p =20

2,481 em?
— m=2pV=124 ¢

\ ~20V5 = r,




5.Kapitel

Aufgaben zu 5.1 Tangens

112/1.
o ) e |: 1 |s9,9]225°| 15" | 75° | 36 fosai = |
tana | 0.268( 0,017 |2\S}- 10-% | 573 \'2. —1{2— i| 24+ j\\.’rﬁ_z_:;;}\ 1-— 2 1)\2!
112/2.

x | 1 | 01 |00123 | ®o | w4 _2_.}” 100 | 1,507 | 157 |
tanx |1,56 | 0,100 [ 0,0123 | 0,325 | 0,666 | 1,55741| 2 | 1990

112/3. a) 0.1003346 (0.1003346) b) 19151373 (1,9647597)
c) 0.9884664 (0.9992039) d) 05773421 (0,5773502)
112/4. a) 0.4998604 (0,499767) b) 00996686 (0,0996686)
c) 1.9171714 (1.2490458) d) 28734579 (1.2626273)
Fiir x > 1 klappt die Ndherung nicht.
118/5. a) —0,2504 b) -1.601-10* ¢) —1,595-10°7
d) 0,7899 e) 0.9981 ) 1.000
118/6. a) V3/3 b) nicht definiert c) 43
1137. a) 75 b) 13 c) 14 d) 23 e) 53 f) 37
113/8. a) 45 b) 30 c) 60 d) 0°: 60 e) 0°; 45
f) 0; 60 g) 30 60° h) —45°; —60
113/9. PaBstralle: 16,7° * Nebenstrafle: 11,3 Auto-, Eisenbahn: 1,7
[I-. 85-Bahn: 5.7 Kabelbahn: 11.3 Zahnradbahn: 14.0°(25.,6°)
Standseilbahn: 42,0° Drahtseilbahn: 45
113/10. a) 56 b) V3 e¢) 36,9°d) 53,1 e) 0,017 ) 57,3
g) 14° h) 76° i) 66 Jj) 66 k) 66 1) 66




11311. b = 24em 113/12. o = 12 114/13. h = 21m

114/14. Beispiel Miinchen: ¢ = 48,1
nax =54 m lwin = 0,82 m
Bei ¢ = 23,5° ist die Schattenldnge am 21. Juni gleich null.

114/15. a) 26.6 b) 634 16. h =d-tan

11517. a) By = 51° — 10° = 41 b) B = 41,4° + 10° = 51,4

115/18. 702 m 19. 44 m 20. tan 0. =22/3 = =170

115/21. 24 22. 6,7cm

115/23. a) 39,8 b) 78,2 c) 45,2

115/24. 22,6° und 67.4 25. 26° und 154 26. e =42 f=48"
116/27. o =35 116/28. F; =3280 F, = 13786

116/29. a) ¢ = 70,5°(Seitenverhiltnis \E )

=

b) ¢ =63.4 (Seitenverhiltnis t = 12Y5 )
116/30. F = 520 31. 80 32. ¢ =10

116/33. tan o = h"n; tan 3 = |‘~.-"'], = tan & tanf = |‘-"J.-"_,.”{ =1 (Ho6hensatz)

116/34. h = \fﬁ (Hohensatz) , tan o = ]'-"'}1 o \[(lf_,]

=% 1 1
116/35. a) = s, = {am% Un = sy =2tan 3 U,
: u, n-tan 5 Hn
Un = n:8p = 2n-tan = L, = 5 = >
9 ! 27 s
_ F n-tan =,
- 1 n e
Fo=n : 1. 5, = n-tan 5 Mn S =N
) ZiEn e It
! - (8 B S - i Us :
n=138 H3=120° - =165 n=9o: Us=72°, 5= =1,16
&0 : 470
_ ) g i
n==_8: lg=45°, S 1,05
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116/36.

116/37.

116/38.

117/39.

117/40.

117/41.

117/42.

b)

(9}
5

Ahnlich wie in a) ergibt sich:
1145 gt
= [_1 !»I-i._- — .3"; . _)—1__ = 1“{]1“2|’“‘:
i
; g ’ "
n=90), ugp=4, O 17 1.0004064
H|t-.|_: e =
n=180, ptia0=2, Tt - 1.,0001016
it
= U3a0 - e
n = 360, Lsgn = i 2? 1.,0000254
s hﬂ,*} ('}',l'_' = Tl{i Bta = ﬁhq 0y = 'l"-)
= 37.9 O = 26,6 oy = 11,3

Hat die gegebene Gerade die Steigung m,
so haben ihre Lote die Steigung —1/m.

a)

a)

b)

a)

b)

a)

d)

e)

26.6 b) 36,9 ¢) 59.0°d) 31,0 e) 63,4 f) 45

26,6 b) 31 c) 26,6°d) 45 e) 71,6 f) 59,0
I b=23= = ¢=2b-a
10 Bo= 20 52
b2=(2h—a)*—a* = b= '|<'*-";;
tan o = = T > =369, B
[ Db“=¢ca
Il |J.J + }’;ll - [.:
G O e {—' C
tan o = |_I Sgict e \f = Vr;-) - = a=382"= =518
) V’I c 2
o = 36,9 B =266 v = 63,4 &= 716
e =184 [ =266 =634 =531
o = 63,4 B =634 vi= 65,1 o =45
£ =634 =115 nN="7L56 = 108,4
¢ti= 71,6 b) B =236,9 c) y= 53,1
Wire das Achteck regelmiBig, so miilite jeder Innenwinkel 135

haben. Dies ist nicht der Fall, weil zum Beispiel der Winkel mit
dem am hochsten liegenden Scheitel etwa 126.9° milit.

8 = 53,1°; nicht regelmiBig, denn der Winkel, dessen Scheitel
dem Scheitel von & am nichsten liegt, milit etwa 126,9".




118/43. a) tanl o

b

tanz o= ‘5= . Ow =63,4°, oy =46.8 Ol 3,2

[

V7200

¢) tan ;':_, = 5 , 0w =806, oy =559 ol 9.7

Jeim Normalobjektiv stimmen Seh- und Aufnahmewinkel etwa
E S ar T
LDerein.

120/44. a) Die Projektion der Raumdiagonale ist
immer eine Flichendiagonale: ¢ = 35,3 b) ¢ =170,5

120/45. a) ¢ = 70,5 b) f= 1094

120/46. o = 35.3 B =60 e TR 5 o0 =101,5

121/47. a=~547 B=508 y=90 5i=195

121/48. a) ¢ = 35,3 b) ¢=45

121/49. a) o) AH: 45 BH: 35,3 CH: 45 DH: 90
B) AM: 41.8 BM: 41,8 CM: 63.4 DM: 63,4
Y AM: 26.6 BM: 19,5 CM: 26,6 DM: 90
o) AM: 24 1 BM: 24.1 CM: 45 DM: 45

b) ) ADH: 90 ABH: 45 BCH: 45 DCH: 90

B) ABM: 45 BCM: 63,4 DCM: 90 ADM: 63,4
Y) ADM: 90 ABM: 26.6 BCM: 26.6 DCM: 90
d) ABM: 26.6 BCM: 45 DCM: 90 ADM: 45

¢) Winkel zwischen den beiden Pyramidenflachen mit der
gemein- samen Kante:

o) AH: 90 BH: 120 CH: 90 DH: 90
B) AM: 1084 BM: 108 4 CM: 90 DM: 90
Y) AM: 90 BM: 143.1 CM: 90 DM: 90
) AM: 129 2 BM: 1292 CM: 90 DM: 90




121/580. hi = x-tan 50°, '
hs = x-tan 45 l
— hi = ho-tan 50° 1
[1 h; h-; = 140 m

h=hs + 70 m = 800 m

Aufgaben zu 5.2 Sinus

122/1.
o N ] N o 36 | n. def.
sin o | 0,259 | 0,602 | 0,017 [ 2.91-10° | Itmw‘ 10+2 |\f|l| 2/ \.J' L\J w’_
122/2.
x| 1] 01 |00128]| w0 | ™4 |W |{) 196 | 0,903 |n. de
sin x| 0,841/0,0998 | 0,0123 | 0,309 | 0,707 | 1| Yo | 5
122/3. a) 0,0998334 (0,0998334) b) 0,8912074 0.8912073)
¢) 0, 7068251 (0,7068251) d) 0.5 (0,58)
122/4, a) 0,5775447 (0,5775822) b) 0,1001674 (0,1001674)
c) 0,3046926 (0,3046926)
122/5. a) 0,07598 b) 7,97-10°° ¢) 7,97-107°
d) 1.099 e) 1,0009 f) 1,000009
122/6. a) 1-V3/ b) V2 -1 ) 23
122/7. a) o= 18 b) = 27 c) o= 25 dis =115
122/8. a) o= 30 b) o= 60 c) o=45 d a=0
e) o.=0" oder =90 f) o=0" oder o= 30
g) a=30" oder o= 90 h) keine Losung



Il
=
B
o
-,
I

123/9, a) c =58 b) = 36,9 d) ¢c=573

m
-
o
=
~—
2
I
b
| ]

g) oa=11 h) o =60 o= 15

123/10. o = 64,2 11.

= 5,85m 12. o= 1,34, h=16¢cm

123/13. a) DH =HB =c-sinl o <
ABDC: ——— -

Ze- sin = o

b = c—hb
sins o= 5

b) analog a).

a7 a ; 1 1
123/14. 5, =2 sin '— Hn Up =N:8p= 2n-sin z Uy

Fr =n- & sy 5in(90° — £ Uy) = - sin = Ly-sin(90° — — L)

)

T

L

1T
It

up, n- sin illi,: F, n- sin 5 Un s1in(90° — ,J_—'_!Ll. )
T

—
=

-[
i1

a) 5 0.827 0k b) 5. =~ 0,935 == 0,757
FAE & /L

g F_L. =0 1'1‘.~;|.

0,974 7= 0,900 d - =09999 —— = (0.9998

o
= |
[ S
=

123/15. p=27 F=292 16 c=62 B =855 17. s=15,2

123/18, a) tanl y=2 = v=126.9 _ 05

b) s=25

o) d=95 Ty M .-|

123/19. 10.6 und 22.7

=2
/

.
/

99 s ol S i et ] el S| U
123/20. u = m ~0607, sin s @ = =7 =85 @ =z

a) 29° 607, 972 b) 180°, 254.6: - 311,8
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(= |
()
e

124/21. a) 60 b) ! 292, 4. Micm

124/23. &= Bhda— wind = 3847201 kM e ds - sonne = L,49:10" km

S1n o

124/24. a) e: Entfernung Erde-Sonne
R: Radius der Sonne

X X+ e .. e —— Sonne
— = —x— (Strahlensatz) N/ e
1 . e .
= X= g7 = 1 376 289 km i\ Erde
. X | N e

v g vl Ulae S : =0 e o o ittt latebt bt
sing = - = O 0,53 Y/
Kathetensatz: N
ré=xy = y=29.>5 km, S il

1 Ao O =4
h=x—-y= 1376 260 km ~

b) ahnlich wie in a) ergibt sich: x = 371 398 km

re—Xxy = v.=.8 km; h=x-y= 371390 km

124/25. a) 19,5 b) 35,3

Aufgaben zu 5.3 Kosinus

125/1.

R 1 Ul i 6 1 (T o O sl R

[J}}H.t):%‘ 1,00 ‘ 1,75:107™ "T\/'lmzxﬁ I%\fm—zwﬁ 1243 N_]H 44/5 |

0,799

COs 0 ‘ (0.966

125/2.
x| 1] 01 |o0123| o | s [ma| 1,25 | 0,667 |n.def
cos x| 0,540 0,095 | 0,0999 | 0,951 | 0,707 | 0 | Wi | ™a | ™

125/3. a) 0,9950041 (0,9950041) b) 0,4535968 (0,4535961)

e) 0,7073882 (0,7073882) d) 0,8660254 (0,8660254)
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125/4. a) 0,9932516 (0,993214) b) 1,4706289 (1,4706289)

c) 1,2661037 (1,2661037)
125/5. a) 1,163 b) 1,002 c¢) 1,000

d) 2,809 e) 2,006 f) 2,000
125/6. a) \3 -1/ b) V2 c) 23
125/7. a) o="172 b) o =18 e) o=5 d) =75
125/8. a) o= 60 b) o= 30 c) o= 4b d) o=290

e) a=90" oder =0 f) o.=90" oder o= 60

g) 0=60" oder =0 h) keine Liosung
126/9. o|15°|60°58,1°| 1° [89° |68 | 79° | 30 S e

A B O 1 | 1 [239] 191 | 489 061 ‘ 560 123

c|155] 1| 5 |1,0002|57,3 | 638 | 1001 | 564 719 | 579 882 |
126/10/ - a) BF = FB = csicona/s =

: 2 | |
AEBC: 5 : + 2 — = c0S 0y ! ;
4C oS Yo o Yo
— oS f{__.-"i =3 'IQ—..;_}] .i - =
2c LN

b) analog a) Es
126/11. o = 56,3 h=6 a=108 p=9
126/12. AABC ~ ABFH, denn B ist gemeinsamer

Winkel und = = LM} = b’ ' =b cos

a acos
analog: a'=acoso. ¢ =ccosy
u 2r- cos 50°. T 2
126/13. p = r- cos 50°, ot L L(:‘—]-—T =~ (0.643
g 2rn
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126/14.

126/15.

126/16.

126/17.

126/18.

a) p=48075km b=7384km (u=2388)

b) >~ =sin 44" = s=6679 km c) u=632 e=7030 km
2p

A = 311m?2

1.Fall: B<90": i N
c1= bceosa b\
=T \ \
o = a Ccos | ¢ 1)
K _f. C - 15” ‘ l- o I l::/_&\ I:(;' o B‘I\l
= C= a Cos |] + DCOs O C E7 |
-
~ ¢ 1 il
2.Fall: B=90": c= becosa=acosp+ bcosua A

: / al |
3.Fall: B> 90": ) I

c = c+Ci—Cj //

-~ f
A a el 1RO ] T Al
= b cos oo — a cos(180" — B) 5/({: (B
= b cos o+ acosf ! = g
ebensogilt: b= ccoso +acosy a= beosy+ccosp
a) AT /2 = cos @, AT =2cos a=0,7167... h, =sin &
Flache(ATC) = 1 AT h, = sin o cos oo = 0,3345...

2}

b) wenn Fliache(ABC) = 2.Fliche(ATC) ist, dann mul} sein AB = 2.AT

h gin o 1
3 e e L = P =41

ke BiE = ; =
| 3/o AT 3 cos o 3

Bogenlidnge(CEA) = R(nt + 20, Bogenlange(BFD) = r(n + 20
AB =D =GM>; =acese
| =2AB + Bogen(CEA) + Bogen(BFD) = (R + r)(n + 20) + 2a cos o
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127/19.

a) Die zur Bildebene parallele Seite sei a, die andere b.

a =a b' = beos o
— A'=a'bh'= A cos o

b)c =ch = hcos o
= A'=Acos ¢

¢) Ergianzung zum Rechteck
liefert nach a) und b):
Arrgu=A1+As + As + A
A'EFGH = AEFGH - €OS O
= '.-‘\.g +As+ Ag+ A) cos @

A iAo AL
= A'=Acoso

HR——

| \
X
.. ‘\
|

|

b

A1€08 @ + Agcos @ + Agcos @ + Acos @ é‘h

127/20. Liegt die senkrechte Projektion S' der Spitze S in der Grundfliche
oder auf dem Rand, so ergibt sich die Behauptung direkt aus

Aufgabe 19.

Liegt S' auflerhalb der Grundfliche, weil zum Beispiel A stumpf ist,

so gilt:

G = Fags + F asc — Frsc

= K- cos k + M- cos u — L- cos(180°

i)
= K. cos k + L cos A + M- cos L /
i
y
/
i
// -’ 3
AL =
Aufgaben zu 5.1/5.2/5.3
128/1. a. | b c h p q F o B
a) (12| 5 [ 13 ] & | & [*B 30 |67.4° | 22,6
b) (0,88 | 1,05 [ 1,37 | & | 4L | 19% | 469 | 40 50
¢ [V13 (2413 | 6,5 3 A 7 52 9,75 | 33,7 | 56:8
d)[6 (VB le2s| 1 |os]| 2 1,25 | 26,6° | 63,4
e) | 2,5 (1,875(3,125| 1,56 | 2 |1,125| 2,34375| 53.1° | 36.9
f) 13V10 |¥10 | 10 3 9 1 15 71,6° | 18,4
g | 24 |143,4(145,4|23,67| 3,96 [141,5| 17208 | 9.5 80,5
S5 S e v D B s B I 150 |36,87° | 53.13




128/2. a c h, hi; r Iy
a) | V468 | 24 20 18 | 13 | 56.3°
b | V200! 149 | 160 | 12 | 83 | 583
¢) |4+13| 24 j“‘ V13 | 8 S [ 1o
| 20 24 192 | 16 | 125 | 53,18
e | 89 16 7.2 4 10 | 26,57

128/3. h, 143 c=5,42 a=5,19 h 1.62
I tan € tan g
128/4., a) v=a-cose u=a-tanec W =a = X=a
tan @ sin M
b { a a a
) u=a-taneg u= - e A
ad e CoS £ tan e sin &
¢) s=a-cose t=a.-sine¢ v =12 tan g u=a-tane-sine¢
tan € tan € .
el = v =raT Ccos X=2a-tan e sin o
tan @ ¢ tan @
tan € ;
W =a;—— sin w
tan @
d) v=a cos ® Zz = a-sin o y=a sinw®-sin ¢
X = Q- Sin ® - oS € 11 = a- COS M- CoS £ W =4 CoS (- Sin €
e) u=a4a-cos Vv = a- Sin ®
w= =(u-tan€—a- sin ®) = ]—j alcos - tan € — sin @)
L ( sin o
v = lacos@—a=——r
. aes tan ¢
! W 1 (08 m-tan € sin @ ] cos M sin
e - z = = d4d . G = = g — .
sin € P sin € sin € 2 COoSs € sin €
u cos @ sin @

) =—— —x= + al ; B
COS £ 2 COS ¢ Sin ¢

129/5. u= %243, a=60°, p=120

3 ' = Pvrm-he == : Z
6. F = 2rr-h 30 63 m
129/7. =— =sin@® = r= et
2 2 sin @
20
Bogen(AB) = 2rn(1 — 256 )
s ¢ 20
T osin® 360
ﬂ:‘\]g E[j
sin @ 360



129/8.

130/10.

130/11.

130/13.

131/14.

131/15.

131/16.

132/17.

h =529 m 9. p =82 s=694km
a) 344 m b) 2.9 em c) 4933 m

1,47-10° km 12. 1,35-10°% km

a) 4,04-10'° km b) 1,93-10'° km ¢) 1 parsec = 3,09-10'% km
{cos a)? =
A= = ¢ + (si 2 (cos o)2
= W 1\[1 (81n 0)° (cos o

b) x = clcos a)? y = ¢ sino (cos o)”
¢) y=all- 2(cos B)?] z = a(sin P — cos B)
d) v=a(l —cos ) w = a sin P

el ; h " T < amn ain
h=asin37 =6 A= s ~ 4.5 CF=hsin37 =36
BF~64 FD=FBsin 37°~3,9 ED~29
AD=T74 o =28 w=8,3 v=06,T
o~ 64° L (v,w) = 88
e = 90/g = 15; Dreieckflidche: F=p-s = p= 1(4/3-1) (Inkreisradius)

Jhoat e
sin 15 __} 2 -3 :\f'.é

MP =CM tan 15 =42 (2-4/3) X CMP = 90°

AM =20=43 -1 CM =

a) OA; = weos 0As = w(cos @)? OA: = w (cos @)
- W W W
G = —— T Bl OB; =
cos ¢ (cos ¢@)* (cos @)

b) ¢ =328 c) ¢=45
Vi 1
R i e L B | ——
2 | (cos @)°
1

21

| (cos @)

~ (cos @)

d) F;=
(cos @ 12i+2

= 1 r
Fi= = w?tan ¢

e) €B;+ €A, ; = 180°, also sind es Sehnenvierecke

1 ( 2 1 5,
ry= 5 W (easD)e® S — 2
2 (cos @)
. 1
W (cos )% + T e
(cos )=it=

e



132/18. Sekanten-Tangenten-Satz:

AD-AC= AT? 5 AD= 8/4

AE:E@.:UE:ﬂpBE:ﬂgﬁE

Pyth. in ADBE liefert: y = 5/4 V13

CT=h= 89 V3, HB= 2/3h = s/3 \J3

< RMH = 30°

RH= HMsin 30 _— N
= |%1-:5 — h/q). 1/ :

) e p
RM = HM cos 30° = /1943 - o N,
FR =NFM %_ RM 2 - / \

= +J1/4h® — 1/4gh* g: | / \
e e E‘{-_ »M

= 8/9 A3 +8/04V3 + 8/8 V1l Vi \

= 5/94

&=
=

132/19. a) Sekanten-Tangenten-Satz: Ai_a‘le__, T D

AR a=a%ls = ' < |

AE = a/4, EX : -
BE = 3a/4 B s o
Pythagoras: a Esciie

rZ = (3a/g 12 4 (a/9)2 | e |l
. 1 = Da/g r : .II

Sih ll') o il_-".-_}'l- r

- | = 106,3 B‘___ ; B f_.z/C

|

L ‘“’G ' ‘F i

\f

I.\_-1

X=a-r 1)

o [\_.]

tan %/g =

=

+d | . . e




132/20. a) tan®o= 6/9g = v =674 b) tane = 919 = &=~ 26,6

tan w =9 os= =658 v

13321. EB =3V6 b=2/10 w=716" d=25 c=2/5 e ~ 26.6

g=4 f=5 e=v5 =266 ¢=369 a=45

133/22. a) F, =

Tl

CcOSs Fy = G tan o
] L

b) F; = —I'—\ Fy = Ftan B
cos [3 -

L
2cosy
" 1
F| = = L tan Y

c) F..q =

d) F=223N

134/23. a) N = G cos 0. H=Gsing

by = cos o, W= —
W cos

=G tan ¢

e) Grenzfall: Haftkraft = Hangabtrieb
1-G- cos @, = G- sin @, = U = tan ¢,
Stahl auf Eis: ¢, = 1,5

B |



125/24.

- tan o

F

92 N

Aufgaben zu 5.4 Trigonometrisches Sextett

134/1. a) b)
sinc | 0,6 0.5
cos o 0.8 __!—,_\J'r!}
tan o | 0.75 ‘:'; \f’_u

134/2. a) sin ob) cos o ¢) (tan
2 %
Q) == = ¥)
(s1n o)~ — 1 (cos o)
135/3. a) sinab) 0 (wegen o = 907)
S 1 e 5
135/4,, @) — b) 2 (sin @) -1
Cos o
[l 1
135/5. &) \|— b) 2
[ COS X \COS O )
135/6. a) (1 + cos a)* b) 2
1357  a) i b) 2 tan o c)

x -'::

cos

s1n

e) f) g) |
1 Ly i 1. [: T
. O, 0f( [5Va+ys
: 'r: ) } | r.; -_u
=\o 0,48 |5v2—+
= = I
=3 | 1,827 2 + .
: |
d) 1+ coso
1
u‘] =
o 8% cos o
—4 sin o {
e) = = i
LCoSs o) Sin o
1 B
c) - d) —(tan o)
COs L
. | :
e) - d) 2(tan o)
cos o
Sin o s I S s SORLEN R o )
1
3 ) e e) tan o
o sin o
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6.Kapitel

Aufgaben zu 6.1 Trigonometrie am Einheitskreis

147/1.

147/2.

147/3.

147/4.

Die Punkte liegen auf dem Kreis um M(0|0) mit Radius r.

ay y== \f_i b) x=1%4 -';,- \Jr_? ey e—k ]? d) vy =41

f:}x::'-:f—,\E fJ_.\':'%\fﬁ g) y=1% =12 h) x=0

a) sin(180°-120°) = ;3 b) - cos(180°-150°) = — 14/3

¢) —tan(180°-135") = — 1 d) -sin(360°-315) = — 12
e) cos(360°-3607) =1 f) —tan(360™-330°) = — '_V(;
g) —sin(240°-180°) = —l— 3 h) — cos(225°-180°) = — j\fj
i) tan(210°-180°) = 1v/3 j) —sin(360°-330°) = — L

k) cos(360°-300°) = — 1) tan(360°-360°) = 0

m) —sin(225°-180°) = — 7\1{] n) tan(360°- 315°) = —1
0) cos(240 1807) =
a) sin 30°= 1 b) cos 30°= 143 ¢) tan 30°= 14/3

d) sin 45°= L\ﬁ e) cos 45 = ]\fz f) tan45°=1

g) sin0'=0 h) cos 0°= 1 i) tan 0°= 0
]} = :;in —] = — l—l '\J'E k] {'(]:-;— — —)‘\JE I} tan T = —1]



1 3 T-':i s

147/6.

148/7.

148/8.

148/9.

148/10.

= 270°+ k-360

7}

Do’

4+ k2n ke

b) o = 30°+ k.-360 Il 1+ k2n oder ¢ = 330"+ k-360° =
c) ¢ =45+ k180" : — T+ kem

d) ¢ =225°+ k-360° = = m+ k-2n oder ¢ =315+ k-360
e) ¢ =120+ k-360" = i n+ k-2n oder ¢ = 240"+ k-360
f) o =120"+ k-180" = — n+ k-m

g) ¢ =60+ k-360" = n+ k-2n oder ¢ = 120°+ k-360" =
h) ¢ = k-360° = k-2r i) ¢=150"+ k180" = 2
j) ¢ =180"+ k-360° = + k-2n

k)

= 150°+ k-360° = =

= 135°+ k-180" =

k27

I+

a) {in, 2n b) [=2n, 5 c) 12n
e) (ml f) —I'I Sl g) :r
1) {0, 50 §) (3%, :.1_ k) —*

a) ¢ =53,1° oder =1
c) = TE‘I-[} fJ[I.E.‘]'
e) = _);1 oder

a) cos @ = 9/5

sin @ = 2/5 cos @ =

o= 2560

D = 306.9

26,9 b)

T Lrt_']{'t‘ o

D =

= 4/4 b) sin @ =

161,8

f) Q= 120.5

12/14a

d) ¢=191,5

= 210"+ k-360

oder
oder

oder

=T
.I\
N =

N =

=

tan ¢ =

2/

T+ k2n
t+ k-2x
T+ k271

51



148/11. a) cos 9= 941 tan @ = 4U/y b) cos = 4/5 tan@= /4

b, o+ L 180"—y
a) 8l {—Co8—s— = 8HL'Y—COS~——%
- - o5 S TR (
= sinz y—cos (90°— % y) = sin & y —sin =y =0
LA 5 o By ey . 180" — @) 2
b) (sin = o)* | 81N 55— =li(gi Sl — e =

= (sin 5 o) — Ir‘inf‘.-}{i == I— )| = (8in = o) (cos 3 o)< = 2sin = a)c -1

! 3+ 1 o
¢) tan = o - tan l—-,}— tan = o - tan(90 — %9) = 1]

1

. 0 - D+ 5 1 |'r_ -+ ,-
d) (sins o) + (sin‘*5—*| + tanz y-tan—+—

|
pail
71 1
|
)

= (sin 5 o) + [sin(90°~ = o))" + tan = v tan(90°= V/g) =

148/13. a) sino+sinPB +siny+sind=
= sin o + sin (180°— &) + sin o + sin (180°— &) = 4 sin o

b) cos o + cos B + cos ¥+ cos =
=cos oL+ cos (180 =) +cosa +cos (180°—q) =0

0 furz=2k { iEna 2k
148/14. a) sin(z-T/o) l fiirz =4k + 1 b) cos(z-nt) =1 5 e op
1 firz=4k—1

b2

0 fiirz=3k
¢) tan(z.-T/3) = {+4/3 fiirz =3k + 1 k ist jewei

A8 fiirz=3k + 2

S ganz

149/15. a) o = 36,9°+ k-360 s cos ou=0,8 tano = 2

o = 143, 1"+ k360 > ‘cos o =—0.8 tan o =—=

T

b) o = 210"+ k-360 > COS 0L =—5V3 tan o = l‘\ﬁ
o = 330°+ k-360 > cos o= 5\3 tan o = — =

¢) o =654+k360° = sina= V119 tana= 1119

y=—1119

o = 2946+ k.-360 = sino = —I'— V119 tan

d) o = 225"+ k-360 =

1

o
COS O =— =2 tan o = 1

el [
o= 315"+ k-360 S COS O = S \/2 tan ¢ = =1




149/16.

149/17.

149/18.

149/19.

e) (
(9]
f) o
o
g o
o

Es konnen

150"+ k-360

210 k-360 >

118.7°+ 2k-180
118.7°+ (2k+1)-180

5+ 2k-180
(2k+1)-180

{0 +

sich nur

a) sin o |cos o |tan o
sin o v | + =
cos o - v -
tano| - | + v |

c) sin o, |L.’l}r~'_” tan cf_i__
sine:| w | -+

cOSs o + v b '
tan o | + v ‘

a) (3V3 | 3) b) 0,3v/2
d) (=5 | 0) e) (—0.5y10
a) (63,175 b) (337,47
d) (253.7°125) e) (45142
a) (110) (—1/9| 1.'2\5 )
b) (11 0) (0]1)

c) | 1l 0) ] 9 |.':J_'\|'r.'i )

(=11 0) |-|"_,1j |2\j_3 NE!
n360° | . n-360
d) (cos - ;— sin l—]--..-;—

i 1
S0 =5
Sin ol = —
s 8in o

> SIn o
sin o

sin o

b)

= (0,877

0.877

- (0,966

0,966

an o =

L \B

tan o = l—\f_}

CO8 O =

cos o

COS [ =

cos o

0,480
0,480

0,259
0.259

die Vorzeichen der Wurzeln dndern, sie stehen da:

| sin o

sin o
cos o
tan o

0.372 )
10,5410 )

lL_‘.[m{f_!LéIE_'JU|

w ‘ -

L 4
= | w
c) (=5 "\'\f} )
f) (0,439 0,240) g) (U
151,97 17
1207 2 g) (907 1)

, 16



149/20. b) )
= 1 e
Halbgerade
c) 1
Archimedische
Spirale

A
5] Gerade
e)
T 0 - BTV
A
Kreis mit
d) Radius

2.9

e




Aufgaben zu 6.2 Berechnungen am allgemeinen Dreieck

149/1. a) v =65 bhi=6 a=a b) oo =47 Pp=23 b 3ot
¢) By =~ 53,1 v = 96,9 ¢ =99
B2 = 126,9 v = 23,1 co =39 d) ¥y=90" a=30" a=3
150/2. a) a=66 v =755 3 = 64,5
b) o = 48,5 v =929 B = 38,6
¢) a=369 y =90 B = 53,1
d) o =90 y =45 c =42
150/3. a) Sehnenformel: c¢= 16sin 63" = 14,3 a =16 sin 44 - 11,1
b=16sin73 =153 F= L be sin o = 75,8
b) & BAH, =~ 33,6° B = 56,4 o = 50,6
a=48 b=5.2 Fi= = ahy =121
= . he
150/4. a) F=ab= a0
b) v=becosw, AE =bsin® 1 i iy
wl=a?+AE ?2—-2a.AE cos® = W= —_i]-:? ’\ll — 3(sin m)? (cos ®)*
F = EF -v = b?[1 — 2(sin 0)?]
c) cos @ =Yy > (0 =449
d) Aus V2 = — - mit e=AC und e’ = a2 + b?

2 b ~2 3 5 ‘b 22 3456
folgt (_: )= S :V’: pder {:—L- = ;f ;

5 1 I 5 1 < -
]-_: = _j-n+ oder : = \'J._’.J - (Goldenes Rechteck)

ch



150/5. a)

COS O = o= 36,9

x = V8% + 20“ — 2.8-20- cos o

202 + /208 2 — 82 !

COS E

b) Dreieck ABT: =

Dreieck AST: x“=1+ a*—2a cos 20

sin o sin 20

1 T X

Vli+a“—2ac g

Sin o =

a“—2acos 20 f /
S0 /™
Der Taschenrechner kommt auf o =30°. h105¢110°)
[st das ein Ndherungswert, /700N
der haarscharf bei 30° liegt, 1 ot
oder ist der Wert exakt ? 20
(Fortsetzung 167/27.)

/

160°) (503

b ¢ ?:Ofl

A 1

150/6. a) a:b:c=sina:sin(90°= )+ 1 b) a:

a:b:c=sinao:sinoa:sin 2u

150/7. AC = Va®+b2—2abcosp =99 BD

- _\Jlel: + d* — 2ad cos o

150/8. x%+ h? =36

Zie) — X = = A A

1] '..\-\'-
coso= == = a=492" §=1308 : A\
0 = & 6/ Eh i \-\5
cos |3 = b =654 Y= 114,6 / :
‘\
/ . .

o =49 2 10

151/9. a) Ist M der Kreismittelpunkt und S der Scheitel von @, so gilt:
r ] = -~
=B = ) 7

MS = V2 = ¢ =54 ’

A W= {3,

B

I

-]



(&

et |

151/10.

151/11.

b) o)

a)

b) Mittelpunktswinkel des Sektors: ¢ = 22!

c)

d)

e)

a)

tanw=1-n = n=1-tanw D=
v=mncos ®=(1l—tan m) cos © W, Tk

= COS M — Sin O ! v

—l . BE -h= T

h 2
= = (Strahlensatz)

1 —mn /, [ N
e LT EK 27> N e
S : o Y 2
tan @ nr-'r P
—r (W= = = -'h Ty
‘

=S =
F V7 -
V1 + (1-tan ®)° fils 2

B) Rauten mit einem 90°-Winkel
sind Quadrate.
Flichengleichheit bei n = 1/
das heilit ® = 26,6

)

Mittelpunktswinkel: ¢

) 5. Q1=
F=r°n. =gy

260

200,8° ¢

+ 120-11 2669.4

2% Badius r =13

5)
/360" + /2 - 24- 5 392.2

l" = }'::.|-|.;;;||' T l‘-:||'<-!:'[';: = -r~--J‘r-L- ?
Mittelpunktswinkel ¢ = 56,1
F = 2(r?n - 9/3g0° — !-:‘_g S 320 30) = 1728

5 5
Strahlensatz: |_ =35 =T
Mittelpunktswinkel: ¢ = 96,4
F=r<n. %360 —0,5: ff\f“.H - 0,8=0,5

I
ba

I
o

Mittelpunktswinkel: ¢ = 141,1°, Radius r
. 9/360" — 0,5 - 2V2 - 0,5 = 2,1
MM a =. }'1| h*, =

a“m 180°— 2P

360

MM, = he ho = — a

J a tan |'3 =

T
2 cos [5

e a® tan

b=atan

1 .l:'l._ :illﬁ 1 ]
4 — — ] ST - .
Flinks = e B 360 ; a” tan B



! b |
h} = 2 tan 3

h=x .-tana= 3

= £
Fy =

B

2
= ar—-xh—r*g-

: alcos o)®
X =1 COS 0. = 2 sin o
a cos o
n 180" 201 a“(cos )’
10 360 T~ 4dsina

3 7
20360

¢) h=asinp

I‘ unten =

0
] :
links

a” a’(cos o)° a“m o
2 tan o 4 sin o dftan )2 180
Xx=acospB e£=20-90
180" — 2P
a“m “‘TE?EIE“‘L‘ = :% « 2% h
o 180" -2 i :
=a“M —ggs— —a“sinfcosf
1 ) 9 £
=(c Dy [t
s(c—2x) h - a“n 7=
L rq/ ¢ = -
= 5(8/cosp—2acosP)-asinf-

d) h=ccos ¢ sin o

F' = (¢/9 cc

= = (."J

c’fz coso

Al

oDy 20 g Mooy O e i
)5S O 5= + (Y2 81N OL)°TC

360

2o I

360

L6
(Cos o)

S0

+ 7 ¢ (sin o

b= b

e) Fl!!'.—l\.»

j::in'..-r -

= a“(tan Blr =3

-a-a-tan B —a‘n 3
b o

a“tan —a“m- 3607

ll‘.«n-l&‘.n-u"_ i F.-.l'lx‘.-.r! = Frh'i ieck

90" —f g
5 + a“m: ;

160l

B

360

360

On
2b

90

360

For

e

2

180" — 2o

360

Z a2t

h-M, My,

1
el
5

SIn ¢ CoS o



f]‘ ]" 1

's = Flache(ABDE) — F,

152/12.

Kreisdrittel — Flache(EMC)

5 r-rcos 30

)
= T —

Flache(ABDE)

= (s +2recos30°) -5 r

] B

s

M

e I O T e
= 58+ g Yo 5 5 g': a9 8
= Lk i LN et
= 5l aNo 8
Toala o2 A
= —Noa B
(o2}
i ¢ 2 |
oy Saeeae ||
98 )

a) Sekanten-Tangenten-Satz:
x.1 = l.-"'zjll-’ = X = 1fy
= EG =3/4,AF =5/,
FG =3/s, AM = 1o\2
h = V7 /g (Pythgoras in AAMF)
7.9°, v=414", ¢ = 138,6

ner sektor + E'_\JI.\IH . I'j_=|';l|"-!'|' sektor
i} [~ } 2P
T =—— 1o 1-NT /g 2 ==
B, = 1 1% 360

b) e = 26,6
o= 65,4
= Fgu---f;.--_-' sektor + FI~.::-1:1<-!' sektor = l:'.-\l’-l'll"
53 1. 1268 !
3600 ¥ Z 7360 7
F =024
u=2.0

= T+

wnmk---

1;’2

59



152/13. a) Das Quadrat kann als Einheitsquadrat angenommen werden.

o) Linsenfliche: F; = 2| rin- 280" — 5 -2rsin ¥/s. N2 ]
- - | S 0= : A =
schwarze Fliache Fs=2| £ — pp. ==L L 9rsin Pl - L4(2
) abl) 2
5 o S l T
Fi=Fs = rn- = = = » T =21
B) o=0
b) Fareieck =2-5 hy-s:sin= ¢ = 2r(cos = ©)? - 2r cos S @-sinz @
= 4r- sin l—) ¢ (cos = @)°
Fioaper =(2r—xh, = ]21‘ 2r(sin '— ©)* | 2r cos = @ sin '—) (0]

= 4r“ gin = ( (cos ;I; Q)°

152/14. Es gilt: AAFE ~ AABC, denn:

v, et b cos o b
o ist gemeinsam und —— = -

— A e
analog: FD =b cos B,

DE =ccos'y
aus der Ahnlichkeit ergeben sich:
«D = 180°-2a , 4 E = 180°- 2|
<F = 180°— 2y.

]
)

Die Langen der abgeschnittenen
Dreiecke AFE, FBD und DEC
sind jeweils um den Faktor cos o,
cos [} bzw. cos v verkleinert,

ihre Fldcheninhalte also um den
Faktor (cos)® : E

Foer = Fagc — Fape: (cos ) — Fage- (cos B)2 — Fape- (cos y)2
= 5 - b-csin a [l - (cos o) — (cos B)* — (cos y)? |
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152/15. Das Dreieck hat die Seiten ¢ = 18 cm,

b = 16 em,
Der Kosinussatz ergibt die Winkel:

o=482°, B

F=1.besina =107,3 cm*

152/16. Ist s, die Seite, r, der Umkreisradius des n-Ecks und
Uy, = 2= der Mittelpunktswinkel, so gilt:

=y

[ == =gini p, I — =

: = : = = tan s Hn+ n=3

n - 1 F
Qi (118 (n+1)2ry tan s Upy (n+1)- tan =
N1 L1l ST+ it 2

1

N-2ry: Sin = Uy

153/17. Ist s, die Seite, p, der Inkreisradius des n-Ecks und

= IT_ der Mittelpunktswinkel, so gilt:
Sn/2 1 Sn+ 1/ 2 A il
I; = fan: pp b ——— =tEm s lna n=3
p\I 2 |'\| 4
; ] :
nad (n+1)-sn, (n+1)-2pp - SIN 5 M+l (n+1) - sin ,_'-f Llpg
L S n-sp 3 '

n = Un n - tan & Wy

4 51m 45 2 = -
us = 1 37560 9 \Jh

n-2py - tan
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Beweise

Flache
Flache
Flache

Fliache

a) b=

b) F =

be sin o =

b3

= L ab sin vy
ac sin(180°- 3)

ab sin(180°

ST LT

be sin(180°- o)

b=

[t

h. =b sin o h. = 2r sin o sin B

Tl
&
pear
i
=

2r sin ¥ sin o = 2r“ sin o sin B sin

b

L besino= ;- 2rsinf-

S _.'-t]J['

]

7|

B | =

, in der Figur gilt wegen AE || DF:

Zum Beispiel:

LEAD = < ADF = 90° (Thaleskreis bzw. Z-Winkel).
L ACE = a + B (AuBenwinkel)

= T =

(Umfangswinkel tiber [/

E=0—-T=

Strahlensa tz: :
BD : BE

=)

tane:AD tant/

A==

sin Y2 co
sin(180°—¢g)




oV

154/5.

154/6.

154/7.

b)

- sine= ¢ bwy sin /g

Bl b=

cow. sin(180°— €) = L} a-wy sin /g
Ci b
Ca a

[n der Figur gilt:

SADB = <ABD = %/
<DBF = 90° = < BFE
(Thaleskreis bzw. Z-Winkel).
XDFB = 90°- ¢/2 (ADBF)
Sinussatz in ABCD:

b+ec sin(p + ¢/2)
a = sin %/9

sin(90°- ¥/ + B/2)

sin %/

COS 5

sin &

Sinussatz in ABCF:

b-c sin(90°— y— %/9) \ c/

a _ sin(90°+ %/2) : A A

Fg T P ¥ i
~ cose 0
Kosinussatz:
e = a2 + b? - 2ab cos(180°- o)
2 = g2 + b? - 2ab cos & Fi5
Addition ergibt: -
e2 + f2 = 2(a? + b?)
wegen cos(180°- o) = — cos .
i a

—a)s—b)

a) tan P/o = tan V/s

e
Il

k

s(s—¢)

63



b) 1.Beweis

Wegen 2x + 2y + 2z = u

(gleich lange Tangentenabschnitte)
gilt: x+y+z=s

— 8—d=X, 8 l':#_\-‘_ B P,
e T A R e
—" 1.-:.1” 8 = = (o)

fiir die Fldche von AABC gilt:
l 1

1 : P
sap+zbp+szcp=sp

bzw. F =+/s(s

|
T

a)(s—b)s—-c)

(HERON)
f

(s a)is—bi(s c}
— o— \/

p in (&) eingesetzt ergibt:

tan %/g =

2.Beweis

X=§8—a y=s-b
wegen X+ zZ+V=X+yV+ W
und z+y=v+w gilt w=12
= B =g o
damit ist AD

: ) =i g
tan %9 = '— (Dreieck AEW)
S—a ¥
I -‘ = - . ;/
tan %2 = = (Dreieck ADA) ook
0 |W 4 f/<
=) 4 = — | $ ) //

Aus €DBA;, = 90°- B/ folgt:
< BAD = B/o und
< WBA,, = 90°.

P /

(Dreieck EBW) i e Q
e TEN S
~ S

tan P/ =

tan B/y =

(Dreieck BDA,,)

P !

-

= s Ps

Multiplikation von (e ) und (v) liefert:

(s—a)is—b)s—-rc)

X "IIJ
e | ] Jorm ) e
F 5

pIn tan %2 = — eingesetzt, ergibt:

=

7
p 8=

(s—a)s—h)

tan %9 =




155/8. a) F = = [e1f;-sin(180°— @) + eafi-sin ¢ + esfy sin(180°— @) + e1fy: sin @)

T

sin @ [ei(f] + f3) + eo(f) + f5)]

= = efsing

b) a® = e® + 1% — 2e:f; cos(180°— @)

©» » & ] 3
b? = 1% + es® — 2f1es cos @

c? = e9? + fo® — 2esfs cos(180°— @) A
d? = ei? + 22 — 2e1fy cos @

= a2+ c2—bZ-d% = €2+ 112+ 2e;fi cos @ + ex? + 22 + 2eofy cos
— 12 — e9® + 2f1e0 cos @ — e12 -5 + 2e;f5 cos @
= 2efcos @

¢) Quadriert man a) und b), so ergibt sich:
16F2 = 4 22 (sin @)?
(a2 + ¢2—b?-d?)? = 4 ef? (cos ©)*

£

= F:& = [_ Qﬁf':)_ = #m:z +c2_h2-_4d% 2

155/9. a) Aus e?=a®+ b%?-2abcosp und e?=d?+ ¢® + 2dc cos B

(denn & = 180°- B) folgt: e® =d” + ¢* + ‘_]—;;i a? +b%-e2) &
T ) g . ) o - a1l :

Aus f2 = a? + d?- 2ad cos o und f2 =b? + ¢* + 2bc cos o
(denn y=180"-a) folgt: f2=b2+c*+ X (a?+d*-f?) v
aab: abe?=abd*+abc*+cda’+cdb’-cde* @
vad: adf2=adb?+adc®+bca?+bcd®-bef?®
& umgeformt: e“(ab + c¢d) = (be + ad)(ac + bd) I
® umgeformt: f?(ad + be) = (ab + ed)(ac + bd) 11

I'II: e*f?2=(ac+bd)? = ef=ac+hd

b) Dividiert man die letzten beiden Gleichungen I und II aus a)
ad + be

- s R e e NI PSS ad + bt
und zieht die Wurzel, so folgt: 3 =

155/10. a) Siehe Aufgabe 7.b) 2.Beweis

b) Setzt manpin F = -l; ap+ = bp+ L cp=spein,

so ergibt sich die Formel von HERON.



155/11.

156/12.

Ks sei LAMB = 2a.
» <SAB = < SBA
> LSAP =

/x = sin B

<PBA =y und €<PAB =
= o0 (Sehnen-Tangenten-Winkel)
ASBP = a—v

|..-'_\,. =8iny,

W/x = sin(a — B), V/y = sin{a—7v)

. a r % ..\\‘,
Multiplikation ergibt: J
12
v = sinfBsiny
Y sin(a—y) sin(a — B) ;V e o
aus <APB = 180°— o. = 180° — (B + y) a1

(Umfangswinkelsatz bzw. Winkelsumme)

folgt: a =P + v, also gilt: a

sin(o— y) sin(a. — ) = sin f sin y Pl e

12 =vw

a) ¥BZE' = ¢/9

(Umfangswinkel; B sei der Z gegeniiberliegende Durchmes
<« BZA = %/9 (Umfangswinkel)
Kreisradius r = 1

BE' = , AB =2 tan %/o

A'E' =2 (tan Ufo

2 tan &9
tan &/9)
b)

so gilt:

MT= I - (A MTA M F = MTcos ; (a+e) (A MFT)
cos ; la—&)
mit t:= 1, (a—¢) und o= } (a+e) gilt:
—.  COSO = = sSin o
MF= und FT=MTsinoc=
COS T COS T
Strahlensatz:
e = = sin o sin o
FT:¥FZ=BT:BZ = BT=2 - =

(1 + €08 6/,s 1) COS T

sin o
- 9 =
2- cos %/2 cos &/

e

tan %/9 + tan &2 =  (BA'+ BE)

also BT= ] (BA'+ BE) = 2(BE+ET)= BA'+ BE

2ET =BA - BE. also 2ET = EA'

ser-Endpunkt)

[st M Kreismittelpunkt und F FuBpunkt des Lots durch T auf ZB,

COST+ COS O



156/13.
Liosung ohne Trigonometrie
Verlangert man [BC] tiberC
hinaus, so ergibt sich A'.
Man zeigt, dafl U Umkreis
mittelpunkt von AABA' ist,
denn dann halbiert UT als
Lot auch die Sehne [BA'l:
JAUB =y
(Umfangswinkel tiber [AB])
JACA' = 180°—v
- JAA'B =7/2, denn
AACA' ist gleichschenklig.
Deshalb liegt A' auf dem
Kreis um U mit r = BU

Lisung mit Trigonometrie
2Fapc = aw sin Y/ + bw sin Y/9
2Fapc = ew sin (o0 + Y/2)

sin (o + ¥2)
= atb=rmc —
sin /g

(¢/9) : BU = sin /9
= Bl = =
2 8in /g
BT : BU =co0s(90°- Y32 - B)
= sin(¥2 + P) =
= sin[180°— (o+Y/2)]
= sin (o + ¥/2)

¢ sin(a + ¥/9)

SR =
2 8in Yo

a+b
- BT = 5




156/14. a) Kathetensatz:

2
X =

be cos o

A 1
v= = cb cos o
= x-— v = &he co8 O

b) hi? =x*— AF

7\.' i
w = b(cos o)*
@D
CF =acosy

z =R = CE

z = b sin o cos -

h? = hy? — 7°
h‘_.’. =

h? = a cos o cos

h:f

b sin o cos o

= b — b(cos o)* =

ac cos O Co8 Y —

a cos o cos V-

be cos o — ¢? (cos o)?
{b —c cos o)

a cos Y

cecos o
C cos o -

i

B —

b(sin o)2,

A | ™.
(|8

a cos oL cos 7y \
sin o

acosy

7 )
bisin o)*

a“ (cos o) (cos y)®

(s1n o)~
8 COS 0, co8 Y

v | C— 7 5

s (sin o)°

c(sin @)® — a cos o €os ¥

F . 4
(sin o)

9 C—Cos ¢t (CCosS O+ & cos ¥)
h* =acos acosy: : ,
(sin o)”
c E h COs O a CoS8 O CoSs -'I-" ~d Ccos I__'D
h* =acos acos y- e — : 5
L s11 o) Ls1n o)™
h= === ~—+/cos o cos B cos v
Niherungen
: b '\
157/1. a) a =142 1R
s
b) G(1/2+3 11/2), ,
H(Y/s | 1/94/3 ), .
M(-1] 0), Z
rs = \3 3 ! r'J | 4 .\.'\‘_,

2 )
GK =V\3-v2
= 12090
Abweichung:

0,051%



158/2.

158/3.

158/4.

159/5.

159/6.

160/8.

160/9.
160/10.

L UHY = 30
HU +UY =
Abweichung: f= 0,024%

+ 4 tan 15°= 3 1423

cos 15

Der Radius des Kreises sei jeweils 1.

a) <OMP = p LMPZ =¢ L MZP = «a
Sinussatz in AMPZ: }:—}3—[7 = % . Wegen € = —a folgt
iin‘-‘u—m g sin |l cos o — cos sin o 5
sin o . sin o _
= tan = % OP' =3 tano =3 %
30°; f=-0,043% 60°: f=-0,761% 90" f=-451%

b) Der FuBpunkt des Lots von P auf MZ sei H, u= < HMP .
HM =cosu, HP =sinp, t= %f 1 —cos W),

O =81 = %114 + cos W) , ZH =3-6t= !.—)hq + 6 cos W)
14 + cos U

Strahlensatz: OP' : HP =Z0 :ZH = OP' =7—F—— ‘sinp

9 +6cos

30°: f=-0,00103% 60°: f~-0,0716%  90°: f~-0,97%
a) Au = 0,412 & &‘3‘_‘»..,
b) Es sind zwar alle Seiten gleich lang, ,x
aber das Fiinfeck ist nicht regelmalfiig. @z o)
o1 = 108,366 o

o = 107,038
s = 109, 192¢.

O:'\1\ =_ oy

a) Ap = 0,11° b) €=51,318

AW/ = 0,2% Ae = 0,11°
a) Au = 0,812° b) Au = 0,208 7. Ap=-0,058

Uk oo F\ii 3 - S e
a) — =09998... b) =— =0,9998... ¢) Ae= 0,101

ug 1‘(2
@5 = 71,953" @7 = 51,518 oy = 40,278 011 = 33,148
Alg = 0,114°  Apgs=0,094°  Apiz=0,999°  Augo = 0,288

69



Vermessung

r sin 20,72
161/1. - ‘%:]_l_l__’_]

h=ssin@+s8inp=13

02,8 m

161/2. v = 40

sin o
sin

a=

=]

— = 68,9 m b=-5 E.%H

= 60.6 m

. sin 0 SIN (g
1 G ].f-g. P ” = 8 - _rac° 3
sin 53,5

BQ S §in 49,67

x=\PB2 +BQ2-2PB BQ cos28,9° ~51.2m

161/4. BK =2rsin = (¢p + lokl) = 8724,5 km

L) . ; sin 86,6603 ,
Entfernung Berlin-Mond: x = Bl =7 o514 361 283 km
e = \/.\'3 + < — 2xr cos 138,7378

oA o 5V 5

162/5. Tangenssatz in AABC:
1 ¢ \ L—8 3/ PJE\
tan 5 (on—m1) = -~ cot B/o il
= i Rt 164 05
=% o3 =a38,9", 7 =287 .‘---#'-\—--2’\\
¥ - ! L
Lo = hl."! % -‘I":_J: = i‘){j.ri ;r lll o
F - i N\
~sin B iR i \ 2
=383 Y1 125,14 m X I'.)" \l'\-».
sin yo o / | N
K= NG T / ' i
sS1n O r-' ¥ A'T"Ig\‘
sin ol 3 ! i r.. >C
Z=Fes 124.1 m ! ;
Kosinussatz:

9 9
y= ‘\)l,\'— + 8°

2X8 CoS

=144 2 m




162/6.

162/7.

Physik

162/1.

¢ =< PAB

gin € y sin T y ~ sing t 8in o I
sin o g siny — i ™ ging s sin 7y
[I: e+1t= 176,56
: sin € t sin o
| e S e — s e
sm(176:5=¢) S 81n Yy
sin € t sin o
sin 1765  cos £ —cos 176,5 sine€ ~ ss8in Yy

rsin 176,56 bt t sin «
> e 3 wobhel T = ——
l +reoslico °

57°, t=119,5°, B1=90°, Pa2= 34
=1395m y=11Tm z=75,2m

= tane= T

— £ =

> X

Es gelte: AQPB ~ A'Q'P'B', wobei AB' =8

B sin o

i sin B AP
oinussatz. 1 SRR

SN 50D 1

sin 2.5

Kosinussatz: s2= B'P'? + AP “—2B'P cos 24.5

- : 2=
Ahnlichkeit: = =

Fy

sin B
Sinussatz: T == L

= Sin[180 = (o+P)]

{*.!3 = ([

sin

sin(o + [3)
sin o

ai)
: sin 3

¥ sin(o + B)

5
— 2 By — —
E Z S1Inlo + P)

\ = sin o : -
a Py = (G — =i =
a) Fa=G mo—m Fo=C e g

- sin O 2 sin ¥

N — v - g = 1. - =
b) Fi=L ginly + o) hg—1 sin(y + 0)

gin &

- §' e o = [+ = : e

])2‘) I | sin(y — 0) { 4 I sin(y — o)
< =) sin B 5 s1n O

¢) Fi=G 22> Fs = G-

sin(o + ) sinfo + B)

pnd.xl=EP" =Tm

sind.



163/2. a) x = sin(a — B) ‘Bogen(AB)
Cl
AB = —

'-I'I‘\-.\.;l T
COs P ]

cos [3 A
d : .- NG
= X= —= sin(o—p) BXo57
COs p PN -
;| N SE
C . . d: g
—= (s1n & cos P} — cos o sin B3) ; -
cos p i ! :
; cos o sinp | L
=d|sin o ————*= 5
D B

S Fa | cos 0. sin B
=dsindg (1 —————
cos p sin o
| Cos o
] =

| o 7 . J
In —(sin ¢)-

= X =~ 18.9 mm

= d s1n

b) e=cy-pq +02—P2 L
BC) o

(Aullenwinkel in AA
c= b1+ P2
(Aullenwinkel in AADB)
©0+1=180" und 6+ 1= 180
c=0= B+ P

— 30 [ S— Gl -+ Qo — O

sin g = n sin By = n sin(@ — B1)
=n sin ¢ cos f; — n cos @ sin B;

. > . 2 .
=8N @ \yn©—(s81n 01)° —cos @ 8In oy

= £ = 01 + arc ::inl sin @ \\n” — (sin 04)* — cos @ sin oy |— [6)

(arc sin ist die Umkehrfunktion von sin)

163/3. Der Drehpunkt des Tonarms sei A, der Kreismittelpunkt M,
die Schnittpunkte von Spitze und kleinem bzw. groflem Kreis
seien B bzw. C.
AAMB: x* = a% + r ? — 2ar cos (90°— ¢)
= X“=a‘4r4_2arsine I
AAMC:x?>=a?+ R2—2aR sine 1II
. | ) ] (2 B9 - .
aus I: sineg = il U T o e x“) in II elingesetzt:
B

: ) P \
X =8 R =mka bR ]

<2(1 — H"'I'] =8%(] = H__.-"I_ i =rR({] = E{I,-"'!_] — x=V\a2—rR = 21,8 cm.




174/1.

174/3.

174/4.

b)
c)
d)
e)
f)

g
h)
1)

)

k)

§)

a)
b)
c)

e)

a)

b)

a)

b)

sin 90
sin 30
sin 45
sin 150
cos 120
cos 60
cos 180
cos 300
tan 30
tan 210

tan 180

cos 360

sin 75
sin 15

cos 7D

7. Kapitel

=1 sin 60° cos 30° + cos 60° sin 30" = '\J,_} ]—, 3 %=
= = sin 60° cos 30" — cos 60° sin 30° = %
= 1\2  sin 90° cos 45° — cos 90” sin 45° = 12
=1 sin 210° cos 60° — cos 210° sin 60° = £
== cos 90° cos 30° — sin 90° sin 30° = — 1
= = cos 90° cos 30° + sin 90" sin 30" =
=-1 cos 240° cos 60° + sin 240 sin 60" = — 1
=1 cos 210° cos 90° — sin 210° sin 90° = =
1 an 60°— tan 30 -
1 5 tan 150"+ tan 60
= _\[5 ]L r[I:,l1||\\[l;';'[ll [I;Imjﬁ{J = I_\[}
tan 240°—tan 6
=1 |\4‘-”1I;:11l;-l[]1 ::—:I:l}:” =)
=1 cos 315° cos 45° — sin 3157 sin 45 = 1

= sin(45°+ 30°)

I—lf\m+\f§J

= sin(45'— 30°) = —{\fa—\fz )
\fﬁ

= gin 15

21018

— =
CO8 X = ‘\J’] - (81N X )~

sinfx + yl= =

sin X =

CoslX +

y) =

1 —(cos x)*

i

221

sin 20 = 2 sin o cos O

cos 200 = 1 — 2(sin 0)*

sin 20t = 2:0.8:0.6 = 0,

96

d) cos 15" = sin 75

f) tan75 = —=2 =2+

(regelmilliges Zehneck)

i) tan 72" = 1—li\,F)+ 1)NV10 + 245

cosy= =
] 5
- 33
sin(x - y) = — %
sin v= =
- 13
o ! 171
COS(X —YIi= 55

b

120

1659

120

tan 2o = |

cos 20t = (.28 tan 2o =

24



174/6.

174/8.

175/9.

c)

a)

b)

b)

c)

a)

b)

a)

b)

. b 2 = . | : ! ¢
SiIno.= =\H ,cosc= =\H sin o= = ,cos 2= = .tan 2o =

e | T 1
sin o 9 = \f_l (1 COS (1) = ‘\JII'_-!I (1 0.6) = _ \n'lltl
|I.-____

CO8 Y3 : \,u'_-'; (1l +ecosa) = \,l'l-:l (1+0,6) = : \l'l'_J tan %/g = _

-l oty ] | L : 1
sin %o = = cos Uo = —\J'I}J tan %o = =13

g 157 =

eos 1D = NG 1+ cos 30°) = IJ V2 +43tan 15° =2 — 4/

=TI : e —
sin 7,5 ‘\\J.'_I_;' I —cos 157 = N9 §4/3

tan hh =

cos 7,5 '\\J.I'J;l-i,_-' 1 + cos 15 Sk f';‘ +V2 + 3
\"I-I:_J 4

- 83 — 4126 + 1543

D
5D
ch
Il
|

sin 22,

e e I =
=(1—cos 45°) = =\N2-1/2

= y
- = T il = . ;
cos 22,5° = v\ [ (1 + cos 45°) = =\2 ¢ \J-'r‘_’ tan 22.5° = 3 -

g TS e o i BRFX 5X—X iRl
SMax +SINX=28N—F5— CO5—F5— = 2SN 3x cos 2x
sin 7X — sin 3x = 2 cos Hx sin 2x ¢) 08 3X + cos X =2 cos 2x cos X

Cos B6X — cos X .2 81n 3,5x sin 2.5x

Sin X + ¢os y = sin x + sin(90°— vy} = 2 sin =

sin X — cos y = sin x — sin(90°- v) = 2 cos

h. = b sin «o x =2 h,cos e =2bsin ¢ cos o =b sin 2u

X =b tan 2¢ ; aus ta

- { 2ab
no=+ folgt: x= b= — =227
} | tan o) b —a“




75/10. a) ABCHy: P2 + v =90
ABH.H: B2 + t =90
s T=7
ACH.B: v + B =90
ACHH,: y1 + € = 90

HBA,C ist ein Sehnenviereck,

deshalb gilt: <H + <A; = 180".

Wegen ¢+ t=7+p = 180"~ a folgt:
XA, = a, und daraus ; = 2a.

. & - el = . . .
Aus sino.= 5~ und sino= 5o (r: L mkreisradius) folgt: r = ry.

Analog bekommt man: r = rg = rs.
b) Der Flicheninhalt F; der beiden schraffierten Segmente ergibt sich als
Differenz des Sektors BM;CH und der Dreiecke BCH und BM,C:
“r.20

- | G 1 1 o -
['; = Enpnt E ABCH — & r< sin 2o

Fiir die iibrigen Segmentpaare gilt entsprechend:

4 r mn-2pH : L e
Fo = =~ —Facpa— = r°sin 2
Fa = r ¥ B il _r_:_{ gin 2v
3 \ABH — 5 sin 2y
B (ot + P +7v) — Faagc —= r° (sin 20 + sin 2 + sin 27).

oy

abl)

Aus o+ B +v=180"und sin 20 +sin 2B + sin2y=4sina sin B siny

r“'-{-“ F linsen = rémn EF‘-..-\HF'-
¢ ) 0 a1 . . ) ) 1] - :
175/11. a'*=b* + c¢= — 2bc cos(a + 607) a‘ =h“+e” —2bc cos o
» a'2 —a?=2be[cos o — cos(a + 60°)]
— a'? — 3% = 2be-2sin(a + 30°) sin 30

= a'? = 2be sin(o + 30°) + a2

Aus a=2rsina, b=2rsin 3, und ¢ =2r siny folgt:

a'2 = 8r? sin(o. + 30°) sin B sin y + 4r? (sin &)~

und aus sinlo + 30°) = l—J\Fp sin o + cos o) folet:

ald =4 r-hf_, sin o sin B sin y+ cos o sin § sin ¥ + (8in o) 2]

A= I"J|'~J} sino sinP siny+ 1+ coso(sinfp siny-—cos o)l
a'é= --!1"-'|\f'-':5. sino sinf siny+1+cosa(sinf siny+cos(p+ V)]

a'2= 4r2[\/3 sina sin P siny+ 1+ cos o cos P cos v

> 4 = 2:‘\!!\/1'} sino sinP siny+ 1+ cosa cos 3 cosy



176/13.

Denselben Term findet
man fiir b' und ¢,

da alle drei Dreieck-
winkel vorkommen.

Man kann zum
3eispiel zeigen:

Faxcy + Favez = Faxez (v)

2r(sin B)=

4XAY =p, 4XBY =«
(Sehnen-Tangenten-Winkel)
& e 2
= a sin o 2r(sin o)
Sinussatz; T e e
sin & sin &
b sin o 2r sin o sin B b sin
= =8 o
sin £ sin € sin @
‘ : . 1 A
In(wv): l uw sin y + l uv sin f= = vw sin o

4r© (sin ¢)” (sin B)° sin y

4r = (smn o)” (sin B)°

2 sin & sing 2 sin ¢ sin ¢ =1
sin y sin o sin 3
T 8in o sing sin & sine ~ sine sing
> 8iny Sin€ + sin@ sing = sin B sin d

Wegen B+op=1v 6+ a=

siny sin(f— o) + sin o

sin(y— ) = sin B sin(y— o)

sin @

4r “ (sin @) (sin B)°

sin € sing

y und £+ o= (Aullenwinkel!) bedeutet das:

sin 0. sin(y—f) + sinP sinfoc—7y) + siny sin(fp— o) = 0.
Die Additionstheoreme zeigen die Richtigkeit der letzten Zeile.

Der Radius des Kreises s

e1 1.

sin %o

a) Sehnenlénge: AB =2 sin ¢/9 , Linge der Hohe durch den
Mittelpunkt von [AB]: h = cos ©/s = tan Mo =
0 i @
30 HilE 9.9
60 21.8 19.1
90° | 36,9° | 26.6
120" | 60 30
L N g . Hii‘l"":—f‘- =N £
b) Sinussatz in AABC: e S T =

Y1 +¢0s W



c)

d)

@ €
30°(1
45°[15,
60712
ﬂ}

d:-HAI) o f':J.a'I!
(Umfangswinkel)
“t[":‘f\l] i i!]_,."4 = ,.2

(Umfangswinkel)

> XBAC = 0/g — ¢/

Sinussatz: AABC:
sin(@ Elg) sin ¢

o
2 = 1

= sin 9/ cos €/9 — cos W9 sin €/9 = 2 sin &/9

sin ©/g

=3 AT Elg =
» tan €9 >

(0] 307

y AT 1

+ COS

| =

|'='.._}

45 60

90

g 9,974

14,913 19,792

29,278

< MBC = 9/

B =35 =1

Sinussatz: AABC:

sin(180°= ©W/g)

{(Umfangswinkel)

(Pyth. in AAMD)

2

45 60

—  sin(Wg —g) = TI\J—E —1) sin @/y

90

14,448 19,455

30

M ’-.ff’ W2\

-h_.]
e |



Vereinfache

177/6.

a) 2cosa b)) 2smo

a) 2(sin o) + [(cos @)? + (gin @)?] [(cos o)? — (sin a)?] =
= 2(sin 0)? + (cos 0)? — (sin o)® = (cos o)* + (8in o)* = 1

b) (sin o, +cos o) — 1 = 2 sin L cos o sin 20

orlds T e e W i
a) 2(:42 cosa+ =2 sina)(:42 cosa— =2 sino) =
= (cos o)* — (sin o) = cos 20

b) 143 cos o+ L sina (13 coso— = sino) = sino

] i TR 1 Lo o

¢) - coso— =V3 sino+ = coso+ =V3 sino = cos ¢

} sin o + 2 sin 0. ¢os o (1 + 2 coso) sin o f

- Sh . = = tan «

z 1 + cos o (1 + 2 cosol) cos o ;

l \ (cos 0L)° + sin O cos o — (cos o 51N O COS (X 2 81N ¢t cos O sin 2o t 9
— . ; = = : = tan 2a

3 (cos @) — (sin o) cos 20 cos 20 :

a) (sin oo cos B + cos o sin B) cos o0 — (cos o cos P — sin o sin B) sin a0 =

= (cos o)’ sin B + (sin e)? sin B = sin f3

b) (cos ot cos B —sin & sin B) cos o + (Sin ¢t cos B + cos o sin ) sin o =

= (cos o)* cos B+ (sin o) cos B = cos B

c) (sin o cos [ + cos o sin ) (cos o cos [§ + sin o sin B) +
+ (cos o cos B — sin @ sin B) (8in o cos B — cos o sin B) =
= 2 sin o cos B = sin 20

d) (sin o cos 3 — cos o sin ) (cos B cos v+ sin P sin ) +
+ (cos o cos P + sin ¢ sin ) (sin [ cos ¥ — cos B sin y) =
= Sin ¢ cos Y — CoS ¢ sin Y = sin(co — )

cos e sin 3 tan [3 - s1m ¢ sin P

b)

sinceos [ T tan o cos o cos b

a) =—tan o tan 3




1 20

177/11.

d) —

' TR = = = (tan %
2 81N 0L+ £ sin o coS O 1 + cos o L

a)

2 cos O + 2 sIn O COs ¢ 1 + sin o 1 + cos(90— ¢ 1

h} : — g = - =

2 cos o S1N ¢ COS O _gin o 1 — cos(00°— o)

St

(tan(4d — %yg)

2
«+ CO= D)

¢) (1 + cos a

tan P/o

to + cos Wa

o/ 2 cos %o 1
S 2 sin %/y tan %9

— (sin o)

20 (Ccos «

g S=————pa === 5
tan o 1 (5111 G/ C0S OL)

sin of — sin B

cos o + cos P

2 cos — COS ——

/s (cos 2B 4 cos 2o

d) — S ==

(sin o cosP + cos o gin B)(sin o cos

cos o sin ) + (cos )

L5 (1 — 2(sin B)* + 2(cos ¢)°— 1)

(cos ¢)® —(sin B)°

= )

leos H?. LCOS .)l




Beweise

178/1.

tan o —

a) sin o + sin o cos 120° + cos o sin 120° + sin o cos 240° + cos o sin 240
=sino— 3 sin o + 1—\/_2 oS (L — = Sin o + —\f_i coso =0

b) t tan o + tan 120 tan o + tan 240
an o + o =
IGR | —tan o tan 120 1 — tan o tan 240
tan o \f':_’) tan o +.\ﬂ
= tan o + +

1 +4/3 tan o ] '\J{Iiict:itr_

altan o)” + tan o - \f?iliur- o) — \f’_: + g tan o + tan o + \f_ *Vf_J tan o)+ 3 tan o

178/2.

178/3.

1 — 3(tan o)
9 tan o = 3{tan o}

= I Slenas . 3 tan 3o (vergleiche 3.)
o L e 5

e) cos o [(cos o)(=1/9) — (sin o) rJ_i ||| (cos a)(—1/9) — (sin o)(-1/9\3 )] =

= (cos o)(1/4) (cos o +4/3 sin a)(cos o — V3 sin o) =

l/4 cos o | (cos a)? — 3(sin o I:l =

§ r A € i i i 2 - [
= 1/4 cos o |4(cos 0)% — 3] = /4 cos 3o vergleiche 2.b)
tan o V3 tan o + V3 [(tan @)* — 3] tan @
1 --V'.'_M;L;lc: 1-4/3 tan o 9 1 — 3(tan o)® i
3 tan o — (tan o)

B e = L K O (vergleiche 3.)
1 —3(tan o)” :

d) tan o +

a) sin(2x + x) = sin 2x cos x + cos 2x sin x =
= 2 sin x (cos x)* + (1 — 2(sin x)?) sin x =
= 2 5in x (1 — (sin x)*) + sin x — 2(sin x)® =
3 sin x — 4(sin x)°

b) cos (2x + X)= cos 2x cos X —sin 2x sin x =
(2 (cos x)*— 1) cos x — 2 sin x cos X sin x =
= 2 (cos x)” — cos x — 2 cos x (1 — (cos x)?) =
= 4(cos x)° — 3 cos x

9
——— - fanx 5 4 3
i 1 —(t Ztan x 4+ tan x — (tan x)
an(2x + x) = = —
tan(2x + x) = e = e BT — =
] - ————— . tan x ] vtan X)-—altan xj)-
1 tan x
3 tan x — (tan x)°

1 —3(tan x)*



178/4. a) sin(3x + x) = sin 3x cos X + cos 3x sin X

|3 sin x — 4(sin x)?] cos x + [4(cos x)? — 3 cos x] sinx =

— — 4(sin x)° cos x + 4(cos x)° sin x =
4 sin x cos x |- (sin x)% + (cos x)2] =

4sinxcosx [2(cosx)2—1]=

8 sin x (cos x)” — 4 sin X cos X (vergleiche 2.a)

b) cos(3x + Xx) = cos 3Xcos X +sin 3xsin x =
= [4(cos x)° — 3 cos x| cos x — [3 sin x — 4(sin x)?] sin x =

;)

= 4(cos x)* — 3(e6s'x)2 — 3|1 - (cos XJ:] - --'ll 1 —(cos x)? | &=

= 8(cosx)* —8 (cos x)* + 1 (vergleiche 2.b)

= : tan 5x + tan x
178/5. tan(8x +x) = ——

tan dx tan x

3 tan x — (tan x)° + tan x — 3(tan x)” 4 tan x — 4(tan x)° ) :
9 295 D T ot = 7 [ (vergl.3.)
1 — d(tan x)° — 3(tan x)° + (tan x)° 1 — 6itan x)° + (tan x)

178/6. a) cos 2x = 2(cos x)* -1 = 1 - 2(sin x)?, ist o = 2x und o spitz, so gilt:

cos o = 2(cos #g)*—1 = 1— 2(sin %/)*

D 1 ; i : 1 4+ cos o
= {eos ¥y = =l + o5t} = cos Gl = fe——m—=

= (sin %9 ¢ = ;'-- (I —cost) = sino =

]

y 1 = COS Cf
b) tan @/o = ’\/7
a + COS O

178/7. a) sin (45°+ o)

cos [90°— (45°+ 0)] = cos(45°— o) =

= l : 5in ¢ + cos o
e G Al o e SR e e BT
E\I'_ COs5 O + 5 N& 51N O =

V'-_z

b) sin (45°— o) = cos [90°— (45°— )] = cos(45°+ @) =

'\f’_ - . Sin O — cos O
= =\Z eosio— N2 sintt= ——m———
2 2 v'_J
b tan 45 + tan « ] + tan «
¢) tan (45°+ o) = = = =
1 —tan 45" tan o 1 — tan o
o= tan 45" — tan o 1 —tan o
d) tan (45— g) = — = :
1 + tan 45 tan o 1 + tan o

81



178/8.

178/9.

a) tan (45°+ o) — tan (45— o) =

b) tan (45°+ o) + tan (4

a)

c)

1 + tan o I —tan o
1] —tan o I+ tanicr. —

= 2 tan 2o

H..\
cn
-,

5 tan o =0l ]":
+ tan o ] —|
)
Sy o e S
S iy n o) cos 20,

2 sl

2 cosl

2 cosl

= U R 12T

S~ = tan[90°— (45

H I ot 2 sin o
sin 200 = 2 sin ¢ cos o =
b |

) »
I Leos LN 4 4S1n &)

LCOSs o) Leos o)™

\E

cos 200 = (cos o)°

] 1 __'_1:|I|I:"':

— 008 201 1 + (tan o)*

< Lall O

L+ (tan )"

2 cos(4!

(G =
1

15 + O 2

45+ %5 pos(d5 = ¢

15 + Uy
15 + %o

cos

5—}t ) | -:E,,'u')

=

cos

in

G/o)] = tan(45°- 9/9)

CO8 00"

g

W08 OL)” !

=1 + (tan o)?

S1T1

1

2 tan o

+ (Tan )"

)=

7 ] . Ly
LEOS 0L (COSs o)

S1TL O

(vergleiche a))

1 — (tan o)

ICos L)

2 tan o

1 +(tan(

Ly

1 + (tan o)*

1 — (tan o)

1 + (tan o)

i

5
l + (tan o)°

tan

tan



179/11. a) sin 55° + sin 5° = 2 gin == cos =—— = 2. ; - cos 25" = cos 25

b) sin 80° — sin 40° = 2 cos 60° sin 20° = sin 20

¢) cos 170° + cos 70° + cos H0° = 2 cos 120° cos 50" + cos 50° =
=—c0s 50° + cos H0° =0

d) sin 20° + sin 40° = 2 sin 30° cos 10° = cos 10° = sin 80

e) 8 sin 20°sin 40°sin 80" = 8.
L (_ gin 20° + sin 100° + sin 60° — sin 140°) =

=2 (sin 60" + s1n 100" —s1n 140° — sin 207) =

I =9 | E“F’ + 2 cos 120°sin(—20°) — sin 20°] =
=2 —\f_% — 8in(—20°) — sin 20°] = '\f_i

|.~"§n o sin B sin vy = V4 [sin(o+B—y) + sin(B+y—a) + sin(y+0—B) — sin(o+B+y)]
f) 8 cos 20°cos 40°cos 80" = 8.

1 (cos 20° + cos 100° + cos 60° + cos 140°) =

+ cos 100" + cos 140" + cos 20 E =

+ 2 cos 120°cos 20° + cos 20 | =2 | —cos 20° + cos 20°] = 1

213
2[5

L=

|m.4 0. cos B cosy = /4 [cos(a+B—y) + cos(B+y—ol) + cos(y+a—P) + cos(o+p+y) I

g) tan 20° tan 40° tan 60° tan 80° = S Db e L) \f_ﬂ = 8 V3 8=3

cos 200 cos 40° cos 80

179/12. a) sin 75" + sin 15" = 2 sin 45 ¢cos 30° = ]—\.’E

sin 75" —sin 15° = 2 cos 45'sin 30" = =42

b) X :==8In

; . 3 tan o — (tan o)’ 2 tan o
179/13. tan 30— tan 20— tan o = , 5 ; > —tan o=
1 — 3(tan o) 1 —(tan o)
[3 — (tan 0)?][1 — (tan )] - 2[1 — 3(tan o?] = [1 - 3(tan 0?11 — (tan o)?]

= tan.ol = = =
: [1 - 3(tan 00)*][1 — (tan a)*]

[3 tan o — (tan o)?] 2 tan o

tan o = tan 3¢ tan 2¢ tan o

[1—3(tan a)?][1 — (tan a)*]

83




179/14.

179/15.

179/16.

179/17.

a) sin o =

2 sin %9 cos %o = tan(90"— %/3)

2

b) sin o =

L

in%gcos o= ——  2(sin%2)=1 = o =90

tan "/«

08 [3 + cos ¥

sin(p +y) = 2 cos P eos — ; sin [180°— (P + v)] = sin([3 + ¥

sin £

sin Pfo cos .

2sin &4 cos =L =

2 cos =+ cos =

3
= L% -—l-

apf

9 + cos P/g sin Y9 = cos P/9 cos /2 + sin B/9 sin 1/9

81N 2/ (Cos 12 — 811 1/2) = €05 !J-;g (cos /o sin 1/2)

sin B/g =

Sin ot = sin

wegen o +
das heilit, d

cos Plo = B =90 (bzw. sin ¥ =cos Vg = vy= 90°)

B-2cosy = 2sin P cos([180°- (0+P)] =

2 sin f cos(a + B) = — [sin(—a) + sinfct + 2B)]
> 0 =—sin(o + 2B) = 0 + 20 = 180
B+vy=180° gilt B=17,

s

1s Dreieck ist gleichschenklig.

a) o+ |*'3 + v =180

> tan y = tan[180°— (a+B)] = — tan(a+p) = —

tan o + tan B
1 — tano tan B

> tany-tan o tan Ptany = —tan o —tan 3
> tan o +tan P + tany = tan o tan § tan y b) analog a)

a) sina+sinfB+siny =2 sin @9 cos #/9 + 2

b) sin o + sin B — sin y= 2 sin %/ cos %/o + 2 L'(J.n‘%"i sinEY =

€) cos &t +cos P +cosy=1-2(sin %9) + 2 cog B2

=2 cost= cos %o + 2 cos o cos
) =~ - 7§

=2 cos %/9 -2 cos B/a cos Vg =

=4 cos %9 cos P/a cos V9

= 2 sin %9 |sin&X 4 gin 2 |=

= 2 sin %9 .2 sin B/o cos Vo =

=4 sin %9 sin B/2 cos Vo

cos =L =
=1 - 2 (sin %/9)? + 2 sin %/9 coslL =

[ : i/ s i eyt 5
=1- 2 sin %9 |sm Ufo — cog+— [ =

=1+ 2 sin %3 -2 sin B/y sin Y9 =

=4 sin %/ sin B/s sin ¥/ + 1



180/19.

d) cos o+ cos P —cos Y= 2 (cos ¥9)* —1

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

|
B2

cos &g [sin

|
bo

2 sin&=L sin &=t

Hi[“:j%‘; i— =

cos /o -2 cos B/g sin Vg — 1=

= 4 cos %9 cos Bfo sin Yo — 1

sin 20, + sin 2B + sin 2y = 2 sin e cos o + 2 sin(P + y) cos(p — ) = sin ¥
)

sin o [— cos(B + y) + cos(B — ',*:-| :

=—4sin o sin f sin(—y) = 4sina sin p

denn cos o = —cos(P +v) und sin o = sin(p + ¥)

sin 20 + sin 2 —sin 2y =

cos oo cos B siny

2 sin o cos o + 2 cos(P +y) sin(P—v) =
2 cos o [sin(B + ¥) — sin(B -] =
!

cos 2a + cos 2B + cos 2y= 2 (cos a)* — 1 + 2 cos(P + ) cos(P — )
9

cos o |- cos(P + 7) — cos(B — )] -1-=

= —4coso cos P cosy—1

cos 200 +cos 2B —cos 2y = 1 -2 (sin a)* — 2 sin(P + y) sin(Pp —y) =
2 sin o [sin(B +9) + sin(B—7)] +1 =
= —4sino sin cosy+ 1

o 2 i .0 : o
(sin @)* + (sin P)* + (sin y)* =

5 e | y :
= (1 —cos 2a) + 7'1_{'“-": ZP" £yl :rl

[38 = (cos 20 + cos 2B + cos 2y)] =

[3 +4cosca cosP cosy+1 |= 2+

Boj— b= B3]

(vergleiche 18. ¢))

. 2 : 5 i)
1 L) 4+ L8IN |j| (sin y)° =

i

cos 2y) =

cos o cos B cos Yy

(si1

= 1(1—cos20) + 1(1—-cos2B) — =(1—cos2y) =

= '— 1 —(cos 20 + cos 2P — cos 2'-;.'[ =

=L[1+4sina sinp cosy—1 | = 2sino sin B cosy

(vergleiche 18. d))

(cos &) + (cos P)* + (cos y)* =

(1 + cos 200) +

(3 + cos 2o + cos 2P + cos 2y) =

(3—4cosa cosP cosy—1) = 1

Baj= bIj— bo—

(vergleiche 18. ¢))

f 1
(1 +cos2B) + 5(1+cos2y =

2cos o cos P cosy



d) (cos @)? + (cos B)? — (cos 7)* =

1 \ 9 I O
5 (1 + cos 2a) + ,l (1 + cos 2p) — 5 (1 + cos 2Y) =

(1+ cos 2 + cos 2P — cos 2y

2
= ,1',{] —4sino sin B cosy + '11 = 1-2sina sinf3 cosy
(vergleiche 18. d))
180/20. a) c=¢ ) (w—¢g) = { +m), T= _-'} (w—g)

denn wegen AB= Al* AD gilt:
Dreieck AFD gleichschenklig, AH ist Winkelhalbierende.

b) Sei K Schnittpunkt von EF und BG, L Schnittpunkt von EF und AH:
Fliche(ABCD) + Fliache(ABEF) =
Flache(ABKL) + 2-Flache(LKGH) + Flache(ABKL) =
= 2.Flache(ABGH) (gescherte Parallelogramme)
sei N Schnittpunkt von AD und EF, M Schnittpunkt von BC und EF:

ABEM = AAFN und ANFD = AMEC
Flache(ABCD) — Flache(ABEF) = Flache(ABCD) — Flache(ABMN)
= Fliche(NMCD) = Fliche(FECD)

c¢) AB?%sinw+ AB?sing = 2AB-AH sinc
ABZsin o+ AB?sing = 2AB2. cos tsino
sinw+sineg =2sincGeosT
i

el W+E Uk
SMmMm+SME =450 — CO5—

AB?sin o— AB%sint = FE. EC- sin(90°— o)
ABZ2sin o — AB2sine = AB-2 ABsin tcos o

Sinw—S8ing =2coscs8int

o B e R E SR AC
sinm—sin g = 2 cos 5 SIn— LEN
/ x A
: g
“H
/ atla
rd : s
. h, = g . 7 I
180/21. a) [ =cos¥/2,7 =siny 1/ - \
{ i i L e
—=» siny=ccos /2 G F
wegen 7§ =sinY/g S I AR
il = [90>¥
A He B

b) F ist Mittelpunkt von [BH. |, also gilt CH, = CF —FB
CH, :1=cosy = CH, =cosy
FB :¢/5 =sin¥9 = FB =¢/g sin V2 = (sin ¥/2)?
CF :hc.=cosV¥2 = CF =h,cos ¥z = (cos ¥/2)?

deshalb gilt auch: cos y = (cos 1/2)? — (sin ¥/9)?




hg 2 s1n Vg cos Vo 1 ]
&) =y = tanip, - = T PET b
+ COS Y 1 + cos vy cos
s 1+ cosy = 2(cos Yg)*

180/22. 1/ absin(e+p) = Yo asino + Yo bsin
] 1

sin(o. + B) = —— sind +

COS (

sin(o. + B) = sino.cos B + cos o sin 3

181/23. AC =b=2rsinp, AC =b=2rsinf

c= acos P +becosa
2r sin ¥y = 2rsin o« cos p + 2r sin P cos o

sin| 180°— -!;1_1'-_[35| = gin 0. cos f + cos & sin P c=sin Y
sin (0+p) = sin & cos B + cos o sin '

Der Beweis klappt auch mit blof} einem = 2r=1
Umkreis (r = 0,5), siehe Bild rechts: ' ==
C= SRy = sin| 180" (o+p )] = sin (0+B)

¢c= acos P +bcos o, Einsetzen von a, b und c ergibt:
sin (o+p) = sin o cos B + cos o sin 3

181/24. I: e? = 2r° — 2r* cos(o+P) | 1y B

IT: e%=(xp—xa) + (yB—ya)* e 7

TX

e2 = (r sin o + r sin B)? + (r cos o — r cos B)°
I=1I: 2r2—2r?cos(a+B) = r?[(sin o + sin B)* + (cos o — cos )
2 — 2cos(0+P) = (sin @)? + 2 sin o sin B + (sin B)° +
+ (cos o)? — 2cos o, cos P + (cos B)*
— cos(o+P) = sin o sin 3 — cos o cos 3

cos(o+p) = cos ot cos B —sin o sin



L "

N \'-E'I.Iu
UL \b

181/25. a) Die Flachenformel fiir die Teildreiecke ergibt d\ N~ |
. i : 1 . . A 0 1
F=1/9adsino+ Ygbesiny=1/9(ad sino + besiny S
b )

b) Kosinussatz fiir die Teildreiecke S =t

a‘+d°—2adcos o = f? = b?+ ¢ - 2bc cos y
= a* + d* —b* - ¢* = 2(ad cos o. — bec cos )
5 (a2 + d% - b? - ¢?)? = 4[a%d%(cos o) + b2cX(cos )% — 2abed cos o cos v]
aus a) folgt: 4F = 2(ad sin o + bc sin y)
= (4F)* =4
Vb
(4F)% + (a®+ d

a“d*(sin o)* + b*c*(sin y)? + 2abed sin o sin ¥

&

3

— b® — ¢°)° = 4[a*d* + b*c* + 2abed (sin o sin y— cos o cos )

S}

(25

3

(4F)* + (a*+ d

= 4 a%d? + b%? — 2abed cos (o + ¥)
16F= = — (a®+ d* — b*— ¢*)? + 4(a®d? + b%c?) — 8abed cos (o + ¥)

16F* = — (a®+ d*— b% - ¢?)? + 4(a%d? + b%c?) + 8abed-[1 — 2(cos

16F° = — (a® + d*— b* - ¢%)? + 4(a®d® + b%?) + 8abed — 16abed(cos-2L )2
16F‘=(a+d+b-ca+d-b+c)b+ec+a—dib+c—a+d) — 16abed(cos 21 )2

= \/. s —a)(s — b)(s — c)(s — d) — abed (cos2Y)2

o0 - o : : Lty 80
181/26. Beim Sehnenviereck gilt ‘ 5 = ]_J =¥

und wegen cos 90° = 0 ist die Fldche maximal.

181/27. Trigonometrische Losung

309
: - a I =
Dreieck ABT: —— o :
sin 80 sin 40
sin 80 2 sin 40" cos 40
d = . = » - — 2 roc
1 =0 40 S0 2 cos 40
Dreieck AST: x* =1 + a% — 2a cos 20
sino. _ sin 20 > sin 20
1 = X = a1l L = f—i_“ s,
R ey
V1 +a Za cos 20 AT=a
Nenner® = 1 + a* — 2a cos 20° + (cos 20°)2 — (cos 20°)2
= 1 —(cos 20°)% + (a — cos 20°)2
= (sin 20°)* + (2 cos 40° — cos 20°)2
cos 40" —cos 20° = -2 sin 30°sin 10° = — gin 10

= (sin 20°)% + (cos 40° — sin 10°)=
= (sin 20°)* + (cos 40° — cos 80°)2
cos 40 —ecos 80" = -2 sin 60 °sin(=20°) = \f_i sin 20
= (sin 20°)° + f\/"_i sin 20°)=
= (sin 20°)* + 3(sin 20°)2
= 4{sin 20°)=
Nenner = 2 sin 20
> sinoe=05 = o=30




Elementargeometrische Lésung

Viel eleganter dagegen ist der Beweis

allein mit Winkelrechnung: es tuts

schon der Lehrstoff der 7. Klasse.

Man zeichnet die beiden Hilfslinien:
BU mit <L ABU = 60 | _
UT mit UT || AB U/ \T

und weist mit Winkel- W _?\50'“ """""" (] 500"’
rechnung nach, daf} gilt: 0% e Lo
Dreieck AIS ist gleichschenklig, riame ’
Viereck SITU ist ein Drachen. ! N

o )

Sk ey

Sn /.J\__‘V_____. =

808 ~Lu0% 60

_5_0. -""-\‘ EIBOG .\\I

Gleichungen

182/1. a) L=1{038...:2,

182/2, a) L={0;:m3:mw;2%3} b) L=1{0;mx c) L={280...; 594..)

d) L =1(0;%g:2x/g: q4n/g ;: 57/ e) L=(m/3;%9 30/ ;

182/3. a) L={0:mg:5%g:m} b) L=10,67...:5,60...)

Il
[
v R
X
=

c) L

182/4. a) L=[(1,75...:6,09...} ‘b) L=1{064...;0,80...] e) L=[2,33...; 2,49...)
89



182/5. a) L={"4:1.89...:974:503...} b) L= (%4374 :m ;5T Tn/y)

5...:4.06..; £530..] d) L={m/4;0092...;5%4; 4,086...

B3
e
o

e) L=1092...:9

182/6. a) Li= {176, . 32490 ..F b) L={048,..53:62...}

182/7. @a) Ii=[064...;249.Y b)) L={0:072...:191... :m-4.37... : 5.56...}

182/8. o) Th =080 e e e 00 s 2 b o0 el = B e BB

0 B B L Tl | 6 o (o St B ot S s o« e F R ol o T o = 1 Ly

182/9. a) L={ X (2k+1) mitk=0,1,..,15; £ 2lmitl=0,1,...,5]

5]

b) L={ & -2k mitk=0,1,..,17; £ -2l mitl= [ .2.83.5.6.79)

5

¢) L={ %;—I'-Hg+ it =000 9 E"-LE+ 1) mitl=0.%.2.3,41

d) L:{% Slemit k=0 1.0 11}

e) L = I‘_l'::-r;ffz‘k+ DTS v § rl e o e AR

(@4l +3) mitl=1,2,4,5,7,8, 10, 11}
18210 a) L =10;%g; 2%/3;m; 4%/3 ;3%/9} b) L =My ; 2n/g ; 3n/y ; 5/y ; 4m/3 ; Trjy)

182110, a) Ti=1{0:%b": p:oms -1 A5 S 0nd. 396 . 509 )

b)) L={0:n:062.. 188 .-43% . 565, 1




8. Kapitel

198/1. sin(™Wo +x) = sin™ocosxX + cosT/9sSin X = COS X
sin(T™o —x) = sin™2cosX — cos F/g2s8In X = COS X

Achsensymmetrie zu x = T/9

198/2. sin(m+X) = sinMCosX + CcosMsSinX = —8in X
—sin(m—x) = —(sinmwecosX — cos T sinx) = —sIn X
Punktsymmetrie zu (wl0)

198/3. cos(Mo +x) = cosT™/2cosX — sinT/gsinx = —sin X
—cos(T/9g—x) = —(cosT/2cosX + sinTosinXx) = —sIn X

Punktsymmetrie zu (%/2 10)

198/4. cos(m+X) = cOSTTCOSX — SINMSINX = —COS X
cos(m—x%x) = cosmeos X + SinwsSINX = —CoOS X
Achsensymmetrie zu X = 7

tanmw + tan x
19 5 _."|1"' ,'] e e e ————— ] L] X
98/5. tan(m + x) e tan x
tan t — tan x

e (T —X) =— —————————— =71¢ X
tan(m — x) R T e

Punktsymmetrie zu (nl0)

198/5. Symmetrieachsen der Sinuskurve: x = 72 + kn, keZ
0), keZ

Symmetrieachsen der Kosinuskurve: x = kn, keZ

Symmetriezentren der Sinuskurve: (kn

Symmetriezentren der Kosinuskurve: (%2 + kn|0), keZ

198/7. (0]0), (n|0), (2xn|0)

Qo



c)

1Y

AY

y

-tanx

e



198/8.
LAY I [cosx)?

N/ e \/

X
;/' =- : 2 g 2
f) | y =(sinx)?+(cos x) i x
198/10. 34y —
/ \ y =3sinXx
/ \
\‘.
a ) ';; \I\".\
/ \ :
\ s
]I:\\ ’ m
\
\ ;
\ !
1
\ y

. y =sin(x +371)

e

93



198/10.

1Ay

y =sin(x - 37) + 2

TRl 27

e) S y=2c0sX -1 :
v \ /
/ N\ X

y=-jcos(-2x)+1

:

D

= 15} . 2
B e

n




198/11.

AY . P

y=2sin(5x +

LAY y/=__\_—2cos{2x -T0)

Hy %



198/11.

o ARSI i y=—35in(§n£3x]_2

\ Fa \
\ o\ {\

_:rx

198/12. a) Keine Nullstellen, Hochpunkte (r + 2knl1.5).

Tiefpunkte (2knl0.5), ke ZZ Wertemenge: W = [0,5 ; 1,5]

b) Nullstellen: x =
Hochpunkte: (-7/,

nl1,5) Tiefpunkte: (37/4 + 2kn | -2.5)
Wertemenge: W D ;

Sy Ay | y=3Sin(X-37) +1

- e = .
a) = =
el =
X
.-.'."
Ya
b) 2 N y=2ees(XeER) - 2 N
._RJ :—,_‘. \
.". J_.-" x
A .__..f y. e
f ;
/
;"r. \
__f' -.\.-
'f‘r.' \
/ N




199/13.

199/14.

199/15.

200/16.

201/17.

X | X —sin'x 2 Y ftanx—x X | tanx-sinx
0,39 0,0098 0,30 0,0093 0,26 0,0089
0,181 0,00099 0,143 | 0,00098 0,125 | 0,00098
8) =g pi=ift x = /o W =[-5; 5]

b) x=7/ p = 2n/5 X =T/10 W=[=1:1]

C) X=5+7 p=2n X=58+T9 W=[-1;1]

d) x=5nxn p=10n X =257 Wi= =1 1]

e) xX=n p=2n X = 37/g W=[-5; 5]

) x =t p = 27/5 x = 3T/ W=[-1:1]

B X=6-T p=2n X=5-"T/y W=[-1:1]

B)x &= 5% p=10n X =15 W=[-1;1]

i) x=2m/3 p =2n x = 11/g W =[-2: 2]

) =T D=1 X = 51/19 W=[-2:2]

k) x="m/9 D=7 x = T/y W =[-2;2]

D x=m/ p=A4n X = /g W=[-1,5;1,5]

m) x =T/y p="= X =Ty W=[-1:1]

n) x="T/y p = 6x X = /Ty Wi=i=l ]

0) x="T/9 p = 4n/g X = O/ W=1[-1:1]

a) Aj=2 Ay=m/y-1 b) Aj=2-42 A;=22

a) sin(x - ™/3) b) -3sinx c) sin¥X/3 d) -2 sin(x-"m3)
e) sin 2(x + T/g) f) 3/2sind/ox @) 3/gsin Uo(x — 2/3m)

a) sin(2x + m/9) b) sin(7/19x + T19) e) —5/o sin(7/yx — T/ 4)

97



201/18. a) y =sin x b) y=0,5sin 2x ¢) l/psinnx

d) 10sin l/jpx e) msinl/px f) asinl/igx

201/19.

[ N’

(5]

e



202/20.

202/21.

202/22.

202/23.

202/24.

a)

c)

a)

D=1R,

D=R\{#o+kn}, p=n

C) X =

d)

c)
d)

e)

a)
d)
f)

a)
c)
d)
e)

f)

v
I

x =10.60-..

0,00...

P

— 9r

ik

. oder
. oder x

. oder x=

oder

oder x

b) D=R\{%2 + ki

d)

b) x=414...

. oder x=346...

Sogersx=18.64 =

R oder x5 1A

x=1,77... oder x =4,51 b) ==1493.,
x=0,14... oder x=2,99... oder x=3,28...

x =0,49... oder x = 2,64... oder x=3,64...
x=0,94... oder x=1,14... oder x =4,08...

x=221

=216, by x=114.. e) x=042_ .
x=0,14... oder x=2,99... e)

keine Losung

3.84...<x <608
0<x=<0,64...

0<x<049... oder 2.64... <x<3,64...

e 5 [

<x<271...

oder 0,92...

. ode
XS a9
ode

ader 5.65... <x < 5.,85..

0<x<3/4m oder 3,92... <x<2rm

D=R\kn}, p=

X =000

8... oder

ar 5,78...

L
2n

=y

oder x=528...
oder x=4.39...
oder x -

oder x=523...

oder x =4.28...
oder x=06,14...
oder x=5,78...

oder x=4.28...

oder x= 2,00...

oder x=2.09...

r 3,72... EX<2xn

4.06... <x<2n

<X <21,
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202/25. e) Die Aufgabe in der ersten Auflage f) Losungen
fithrt zur Schnittgleichung
tanx = x
und zur simplen Lisung x = 0. e
f) e
Al

Von der zweiten Auflage an heil3t
die Schnittgleichung tanx =2 —x
/4

Y |
: 2-X Illfltan X T, 1/
\\ |l.,u"l : / e f t f i{-
/
b

b

A
0,855
b sin(x + 0.9272...)

b)

202/26. a) 5 + 242 sin(x + 0.5299...)
570... a) \ﬁ sin(2x + ™9)
.

c¢) /o211 sin(x + 0,8570...)

Ay
"i/\Ssin{xM],Q???._]
j \"-\\ 4sin(x+742) f,f
\ /

3sinx

b) | i

\
101



202/26. 3
| V5 + 2y2 sin(x +0,5299...)

2 sinlx+ Y4)

b
e : -+
“ /

: e /
: sin(x + T/ ]/
./ﬁ . e S ."/ ..
/ ) / Zn

W, o AN /

2t d : 2sin2(x + /3) b <
\\ ) /\\ /[ \ﬁ sin(2x +7Y2)

202/27. P(x|y) = P(r cos @ |r sin @)

rsin(+ @) = rsinocos @ + rcos osin @ = xsin o + y cos o

102



Aufgaben aus der Besonderen Priifung (1985 bis 1988)

Planimetrie

a)

b)

a)

b)

c)

d)

e)

a)

b)

a)

b)

c)

d)

Al = '\/{_’ a—a
Bogen(AC) = — 2 '—\E am= \/'E a n ,Bogen(DC) =

= } =45, MA

B

-—]I-&-'\IE—Il

TN Lo
Umfang: u = al 7 T

]

Seite vom regelm. Achteck mit Diagonale 8:
Flache(ABMH) = 2.

wegen < BAH = 135" gilt:

— Umfang u =322 -2

-1

n

0| G

Bruchteil = .]'].'.

o

Kreisbogenlinge = = 2./

AB 1w = ;'I*J.'_i - D = 513\5

2) 2 + Flache(ABC)

]

Flache(schraff.) =

Flache(ABC) - Fliache(ABC)

1sd= -];\fgs": — d =143 s
I ADC = 120° =
Flache(schraff.) = Flache(Sektor

ADC) — Flache(Halbkreis DMC)

s = 4cm, dann



Trigonometrie

264/I. 1. AT = 795m-tan 67,5°,

AB = 795m(tan 67.,5° —tan 377) =

2. 1+1/3 sin x cos x = (cos x)?

(sin x)* + \/_n Sin X CoS X

sinx=0 = x=0 oder x=

sinx +y3 cosx=0]:coszx

= an
L=10,% ,t, = ,2n}

s ARy ST e

264/11. 1. 2 cos(™2 —x) — sin(—x) + cos °T/6 =

2 sin x + sinx - T\[

3 8in X = l\Jr-'_’:. =SSN X = 1—\}'_

}
)

sin 25,565

b) LEU']:E_’;'L‘ ] = SEIGE

2. a) Abstand a = 54.87Tm-tan 4.45

g = 27.59m

265/I11.1. a) Nenner = \f] - COS X

f . R
=V1 - (cos x)?

D=]-n:n[\ {0}

b) Zihler = cos(T/2 + x) =
Nenner = Isin x| = sinx

h+ssin B
N ah

5 |;&_|"Ef. =

f
265/1V. 1 2 sin x + \E > 0

— S cHI '—j\fz

> 0<x <2 1 oder

- T <X S 2K N
i

2.a) BC =595 mm = 49 mm

=94

SN oL = 12 —

b) 6 =360 - 20 =251

g )
Jocen((C s
Bogen(CD) 360
Umfang = 2BC + Bogen(CD)

104

-2:35 mm-x

1\
b ]

i,
V(sin x)?

beziehungsweise x & [ |

tan x = —

i

-

(i<

= T795m-tan 37",
1320 m

(cos x)% + V3 sin x cos X
(sin x+ \/_i cosx)sinx =0
T oder x =21

V3

1T

X

154 mm

251 mm

Term = —1

¥



¥

I.1. Die Ellipse als Zylinderschnitt
Lehrbuch Seite 214

1. a) a=45°,b=6,a=6V2=85 b) a=60°b=6,a=4/3~6.9
¢) a=90%° b=6=a

2. 8)a=5 b=3 =3, a=369 b) a=5, b=4, r=4, a=53]1
elia=10b=4 =4 a=236

3. a) r=5,h=24b=5,a=v12%+52=13 b) r=h,b=r, a = v(1/9)2+r2 = r/5V5

¢) 2r=h,b=r1a=vr2+r2=1r/2

4, a=6,b=4 5. a=199 bh=5 6. klar!

oder

b) b=>5, E(6|4), genau eine Losung: a = 10 (waagrecht)

¢) a=10, E(6]|6), genau eine Lisung: b = 7,5; dazu passen zwei kongruente
Ellipsen: eine mit waagrechtem a und eine mit senkrechtem a.

8. a=6cm, b=4em

9. Die Streifenldnge a+b=r ist die Entfernung von Zirkelspitze und Zirkelmine.
Ein Punkt P der Haupt- oder Nebenachse sei Mittelpunkt eines Kreises mit
Radius r. Dieser Kreis schneide die andere Ellipsenachse in U und V.

PU und PV schneiden den Kreis um P mit dem Radius einer Halbachse
in zwei Ellipsenpunkten.

10. Die Achsenpunkte der Sprosse, die die Leiterldnge 4 halbiert,
rutschen auf einem Viertelkreis, weil nur fiir sie gilt a = b = 2 = Kreisradius.
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I.1. Die Ellipse als Zylinderschnitt

Lehrbuch Seite 214 3

*]11. a)
P(-1,5|5), Q(8,5|0),
Ay(6,5]|0), B5(0]3,25)
Die Schritte @ bis @
zeigen die Streckung
von g in y-Richtung: @
Vi(x |b) wird zu V'(x|a)

b) P(10]-1), Q(5|-7),
A,(12,5]0), B,(0]5)

P T(75/-10)

v

f.rJ
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I.1. Die Ellipse als Zylinderschnitt
Lehrbuch Seite 214

Thaleskreis iiber [OP]

_. _ T'(-4,5(6)
*12. a) P(-12,5|0) e bl

Ay(-T7,5 [0)
B,(0|-5)

% S'(—4,5|-6)
b) P(-1.5 | == f\._!'f T | 0), BZEU |—ﬁ|

YA
Ay 1O e 9;

\St—h‘ -3)

S'(-6|-45) !

T(4,5|-4)

'T'(4,5/-6)

Thaleskreis iiber [OP]

J
P'(-1,5|-10,5)
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I.2. Die Mittelpunkt-Gleichung der Ellipse

Lehrbuch Seite 221

.':: "_:.’ .‘C': \I:f. x:'. ‘
1. a) : + = =] b] + - = 1] I‘,} == __' = 1
4 1 1 4 10 5]
2. a) a=4,b=212, Querformat b) a=2,b=1, Querformat
¢) a=1,b=0,5, Hochformat d) a=1,5; b=1,25; Querformat
3.a) b=vV5 b) a=10V2 ¢) b=3Y10 d) a=5v13
X = \ l l] %2 3 2
a) — + e
Y 85 T 85/4 > 145 * 1305/16
X’ v X
_ : = — 4 = 1 (Kreis!)
c) 545 545/16 4 37 S

YA

Lehrbuch Seite 222

5. Die Winkelhalbierende y =x
schneidet die Ellipse in (2,4 |2,4)
also ist s=4.8.

6. Gerade 9y” = 4x? - 100x + 625 eingesetzt
in die Ellipse 9x + 4:9y* = 9-500
ergibt 9x* + 16x% — 400x + 2500 = 4500,
vereinfacht 25x2 —400x — 2000 = 0,
dividiert durch 25x% - 16x — 80 = 0,
faktorisiert (x — 20)(x + 4) = 0 liefert die
x-Werte 20 und —4 der Schnittpunkte.
20 und -4 eingesetzt in die Geradengleichung ergibt die y-Werte
der Schnittpunkte 5 und —11. Schnittpunkte (-4 |-11) und (20| 5)

~1

Formel @ Uy, . ~mnl3(a+b)—ab ]

a) a=>5,b =3, Flacheninhalt A = abr = 151 = 47.1
Umfang (1. Ndherungsformel) U =n(15-8—-115). U=255
b) a=10,b =1, Flicheninhalt A=abn=10n=2314

Umfang (1. Ndaherungsformel) U =n(1,5:11 - v10 ), U=41.9
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I.2. Die Mittelpunkt-Gleichung der Ellipse

Lehrbuch Seite 222

| 9 A IJ[ 45' 2)
/"‘" r=Db

/" Der Kreis um P mit
R/ Radius b = 2,5 schneidet
die x-Achse in S.

Die Gerade PS schneidet
die y-Achse in R.
Kreissegment Fy = 2-16n—4v3 = 9,8 a=[PRl=175

Ellipsensegment A = 1 -Kreissegment

A= ’H T 2V3 =49 10. Siehe Lehrbuch Seite 219

11. a) r, = 2b = 8%/}, also a?=2b?, a=bv2
Jedes DIN A... Blatt bildet das Bestimmungsrechteck der Fagnano-Ellipse.

e=1va2—-h* =v2b*—-Db? ,also e=b

A — El_ = _t]'____:. ——[ '.Q_E_l = —.]a':l
8 g2 2 p
b) b=3 8=372 =424 Bestimmungsrechteck = DIN A Rechteck

Die kleinen Scheitel-
krimmungs-Kreise
beriithren sich.

Quadrat der Seitenldnge a—_
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Lehrbuch Seite 222

11. ¢) a=hv2

[neinandergeschachtelte
Fagnano-Ellipsen

I.2. Die Mittelpunkt-Gleichung

I.3. Die Brennpunkte der Ellipse

Lehrbuch Seite 230

a) | 4 2 | 2V3 |V3/
b)| 4 |2/3| 2 |05
c) i V3| 3.5 | 05

d)| 5 Sl 4 [0S

3 b '1 5 a) 0,5Y3~0,87 b) 0,25V7 ~ 0,66
a _'*7% 4 0,05/39~031 e) 0,01¥199=~0.14
4. g, =048 £,= 0,65 9: er=15V3 ey =

6. 1., =87810°km,r,, =5232510°km

mir

a=0,6(rpm + ) = 2,66:10°km, e=a-r

b=a“—e”, b=0,67810°km, e=e/a=~0967

7. a=0,5(r,, +r1,,) arithmetisches Mittel

€=8a—Tyn=0,8r ., + 0,5r . — ... = 0.5( P — L)
h: = E:l:: (.;) ; {]‘2-‘:”] ‘\H.:;k:! t 2.t-l'-:':!rl‘.'_:'.x + T I|||\-I L Tl:::.‘::\': T .)!
b=% T i geometrisches Mittel

8. klar!

110

c)

b

= 2.572:107 km

min

wd

der Ellipse

0,1v19 = 0,44



I.3. Die Brennpunkte der Ellipse
Lehrbuch Seite 230

9.
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L.3. Die Brennpunkte der Ellipse
Lehrbuch Seite 230 232
Ellipsentangenten i

10.

Lehrbuch Seite 231

12.

Haupt-
kreis

B.
!
_l
|
|
A
a !
e e T —— — e ——
[? i ]:‘-.J
1 | 2
a !
!
|
|
:
B,



1.3. Die Brennpunkte der Ellipse
Lehrbuch Seite 231
Ellipsentangenten

13.

14, )

Haupt-
kreis

Leitkreis 2 Q Leitkreis\]

® F]:;: tl

|
|
f
|
t
__._____——Ji._.* ........... —.-’_._.._
|
|
|
|
|
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I.3. Die Brennpunkte der Ellipse
Lehrbuch Seite 231

Leitkreis und Hiillgeraden

¢]16. a) Beweis:

F,F,* = F,P + PF, = 2a

b)
Verbindet man den Mittelpunkt M der Ellipse
mit dem Mittelpunkt H der Strecke [F,F;¥],

- —r
% . .y s . ; T . ,f"., ."ll
dann bekommt man die Mittellinie [MH] e P /
im Dreieck F FE*, das heilit MH = a. S ,

- - ) . X ./
Wegen der Definition von E* e >TH

ist H aber auch Fullpunkt

des Lots von F, auf die

Ellipsentangente. Diese
Fuflpunkte liegen also auf

dem Kreis um M mit Radius a.




I.3. Die Brennpunkte der Ellipse

Lehrbuch Seite 232
Leitkreis und Hiillgeraden
Jeder Kreispunkt L ist Bild von Fy bei Spiegelung an einer Tangente t.

17.
Die Mittelsenkrechte von [F;L] ist die Tangente t, siehe Aufgabe 16. b).

18. Das Lot in H auf [F;H] ist

eine Ellipsentangente,

ne
r}(& _
Sy

|

I

|

[

[

siehe Aufgabe 16. b).
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11.2. Die Hyperbel

Lehrbuch Seite 243

(1,6v10|0,6vV15 )

1,6v10(0,6v15 ) 2
] )
1,610 2 (1,6v10|-0,6v15 )

Hyperbel hy mit a=1, b=2: x> —4y2 =4, 4y2 = x2 _ 4

Hyperbel hy, mit a=4,b=3: 9x2-44y% = 144 ergibt 9x2-4x%+ 16 = 144

h, eingesetzt in h, ergibt 9x? - 4x2 + 16 = 144 x*=128/6; y2=27/5,
der Rest steht im Bild.

2, Hyperbelgleichung 16x%- 16y? = 16

a) 16x" —9y” = 144, ¢’
YA

b

b

o
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I1.2. Die Hyperbel
Lehrbuch Seite 243

3.b) b =13-4=9, 9x —4y =36 c) a

F
®

2 = 21 _’.} h:: == =
gleichseitige Hyperbel
YA

2

i




I1.2. Die Hyperbel

Lehrbuch Seite 244

4

o




I1.2. Die Hyperbel
Lehrbuch Seite 244
9.

Ellipse 2a=2+5+4+2=9, a=4,
5 = )

Hyperbel 2a=5-2-2=1, a=0,

Ellipse b*=2:45=9, b=3
Hyperbel b°=205=1, b=1

10.

11. a) b)

¥
i ] 9 bt

X._;-. === }".;'. = :f-l
“ Hyperbelgleichung

Yo Xo %

S

-
0
.
.
.
- x
frd
9 Yo L
(e L 3
rsrssrsrirsarsereenniiessrsrrititiiiiisE s X

:\;-II

119



I1.2. Die Hyperbel

Lehrbuch Seite 244

12,
13. Ellipse - e i ] Cai—
Hvnarkel b*x?% + a?y? = a%h? einsetzen X“ =e‘= a2 Th?
b*a%F b?) + a2y? = a?h? baZx bt + a2y? = a2bh?
Thi4 gepe= () ta“y< = tht y* = ht/a® y = *b%a

14. a) Gerade g: y? = 4(x-12)2 eingesetzt in h: 4x2 - 9-4(x%>-24x+144) = 256
X*—9x%+ 9-24x — 9-144 = 256. 8x2—9-24x + 9-144 + 64 = 0

x*-27x+170=0 = (x-10)x— 17)=0 = Xa =10, x5 =17
eingesetzt in g ergibt y, = — 4, ¥p = 10; Schnittpunkte A(10|-4). B(17 [10)
b) a®=4, b?=16/9, Asym ptoten-Gleichungen: y = +2x/3

Asymptote y = 2x/3 schneidet Gerade y=2x-24 in P(18|12)

Asymptote y = -2x/3 schneidet Gerade y=2x-24 in Q(9|-6)
¢) My = Mpg(13,5]3), Folgerung:

A und B liegen symmetrisch zu (13.5 | 3), ebenso P und Q,

also liegen auch die Strecken [AP] und [PQ] symmetrisch zu (13.5 |3)
|AP] und [PQ] sind also gleich lang.



I1.2. Die Hyperbel

Lehrbuch Seite 245

15. Allgemeine Rechnung
Gerade g: y* = (mx + t)? eingesetzt in die Hyperbel: b2x? — a%(mx + t)2 = a%b?
ergibt b?x?— a?m?x? — 2a’mxt — a?t? = a%h? geschrieben als guadratische
Gleichung in x: (b% — a?m?)x? — 2a?mt-x — a(t? + b2) = 0
Diskriminante D = 4a*m®? + 4(b? — a?m?)-a%(t? + b?) = 4a2b2(t? + b? — a?m?)
g trifft die Hyperbel, falls D=0, _ =
o ass i R 2a*mt + VD
in Punkten mit dem x-Wert X = ——

2(b? — a*m?)

In der Mitte zwischen diesenPunkten

y : . a‘mt
liegt der Punkt mit dem x-Wert X, = — ——
b? — a?m?
Die Gerade y = mx + t schneidet die Asymptote y = bx/a bei x, = : 25
) —am

Die Gerade y = mx +t schneidet die Asymptote y =-bx/a bei x = -[--_---3“-‘-5-
1+ am

arithmetisches Mittel: 0,5(x, + x ) = —2 !7-]-1—-; =X qg.eud.

b"-a'm

16.

VP
T ]
e s = 3 o
““'./ e L0 =<4R =4S
o (paarweise parallele Schenkel)

/,/// AR = OV und BS = 0U | Parallelogramm)
U~ %P = %S
also ARAP = ASQB (WWS)
: = also AOVU = ARAP (SWS)
¥ \\ also UV=PA=BQ und UV||PA||BQ

Scherungen:

OVAR — UVAP — UVQP — UOSB q.e.d.



Lehrbuch Seite 245

[ . .
°e]7. Man schert das Parallelogramm so, daB seine

Grundseite w auf der x-Achse liegt.

Sein Fliacheninhalt ist F = w+h.

Im Bild macht man sich klar,

wie man h und w in Abhéangigkeit
vA vom zustédndigen Punkt (x, |¥,)

der Hyperbel h berechnet. >

.\::_ |} - o= =] v
AN e i /

W=Xp—Z X0 —=5Y0 ~

I1.2. Die Hyperbel

el ], l'l \
- 530 5% + 2 X0)

I

] b_ 2 a2
.){K.-}""! + = Xy — !]J:\“ =9 I}';n]

1 9. 2 o
= 2ab ( h Xp—ay )

1 2y 2 |
=zzab =zab

= konstant

Hyperbel h:

% e

;_1'.{ b;%

ot
0

1

"y




I1.2. Die Hyperbel

Lehrbuch Seite 246
L] s
¢¢]18. Umkehrung des 1. Flichensatzes
Als Schenkel nehmen wir die Geraden mit den Gleichungen y =+ 2x.

[st A(xg|yo) freie Ecke, dann gilt nach dem obigen Beweis fiir die

B e 3 v -Flache F \ | 4 2 2 2
Parallelogramm-Fliache F | = L bx —avy)
Ist F konstant, dann ist es auch b?x,2 — a%y,?, g.e.d.
b |
19. Die Asymptoten sind hier die Koordinatenachsen,
die Parallelogramme sind Rechtecke mit dem Fldcheninhalt 1.
Also liegen die freien Ecken auf einer Hyperbel.

'+20. 2. Fliichensatz

Beweis
Die Tangente ist ein Grenzfall der Sekante. Also halbiert (nach Aufgabe 15.)

der Beriihrpunkt B die Tangentenstrecke [PQ] zwischen den Asymptoten.
Die Parallele RB zur Asymptote MQ ist also Mittelparallele im Dreieck MQP,
das heil3t. R halbiert die Strecke [MP]. Ebenso halbiert S die Strecke [MQ].
Deshalb sind die Dreiecke SQB, MSR, SBR und RBP kongruent. Zwei von
ihnen bilden das Parallelogramm MSBR, das nach dem 1. Fldchensatz den
Lab hat. Also hat das Dreieck MQP den Inhalt a'b.

[nhalt =
7 A
y F =ab

V. o
, £ /
T S e ]
il W ¢
\ i




I1.3. Die Parabel b) 1: x=-1 F(1]0) P(4]?)

Lehrbuch Seite 252

a) l1: y=-1 F(0|0) P(2]|?)

Die Mittelsenkrechte von [FL
schneidet die Achsenparallele

durch Lin P. Ay P21 5)

Y

]
b >
ABC ist ein bei C rechtwinkliges
Dreieck. Der Hohensatz istdie

e o Parabelegleichung: x° = 2p-v
B(0|-2p) 7 -



I1.3. Die Parabel
Lehrbuch Seite 253

3. Parabel mit Scheitel im Ursprung, oben offen: 2p'v = x
Die Sehnen-Endpunkte haben denselben y-Wert wie der Brennpunkt: p/2.
Eingesetzt in die Parabelgleichung ergibt sich fiir den x-Wert des rechten
Sehnenpunkts: p. Also ist die Sehnenldange 2p.

4. Leitgerade Brennstrahl o

1 D
J-!P.......... e L ....:.[...’
: 2 PLFN ist ein Parallelogramm,
o, dessen Diagonale [PF] so lang
= e : : = P
2, ist wie eine waagrechte Seite.
2 ; e s
% Das Dreieck PEN hat die gleich

langen Schenkel [PF| und [FN].

6.

F gespiegelt an der Tangente ergibt L.
Die Parallele zur Achse durch L schnei-
det die Tangente im Beriihrpunkt. Der
Scheitel S ist die senkrechte Projektion
des Mittelpunkts von [FL] auf die Achse.




I1.3. Die Parabel
Lehrbuch Seite 253 \‘.

Lot auf die
Leitgerade

=]

Die beiden Tangenten sind die Winkelhalbierenden
der Geradenkreuzung, die aus dem Brennstrahl und
dem Lot auf die (parallelen) Leitgeraden besteht.

Man zeichnet einen Kreis k so um einen

A Punkt M der Gerade, daf} er die Leitgerade
% beriihrt. Die Gerade durch F und T(0 | 6)
schneidet k in G und H.
Man streckt k am Zentrum T so, dal} der
gestreckte Punkt G auf F fallt. Der Mittel-
punkt P des gestreckten Kreises k' ist der
I eine Parabelpunkt.

Der andere Parabelpunkt Q ist der Mittel-

punkt des Kreises k', der sich bei Streckung
von k an T ergibt fir den Fall, daB H in F
iibergeht.
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ISBN 3-431-01827-0.
Ernst Leitner

Algebra 8

5. Auflage, 144 Seiten, Pbek.,

ISEN 3-431-015828-9.
Ulrich Geyer
Algebra 9

286 Seiten, Pbck.,
ISBN 3-431-03394-6.

Reinhold Babor

Algebra 10

2. Auflage, 168 Seiten, Pbck.,

ISBN 3-431-01928-5.

won Wlrich Geyper

Fhseawinh- Mackhifan

Franz Hager
Geometrie 7

2. Auflage, 192 Seiten, Pbck.,
ISBN 3-431-02569-2.
Klaus Zurwesten
Geometrie 8
172 Seiten, Pbek.,
ISBN 3-431-02574-9.
Joachim Klaus
Geometrie 9

Ca. 160 Seiten, Pbck.,
ISBN 3-431-03395-4.

Heinz-R. Zimprich
Analytische Geometrie
216 Seiten, Pbck.,

ISBN 3-431-02575-7.

Konrad Ossiander
Analysis 1

135 Seiten, Pbck.,
ISBN 3-431-03397-0.

Hildegard u. Helmut Lerche
Stochastik

188 Seiten, Pbck.,

ISBN 3-431-02710-5.

Hans Rudolf Schneebeli
Geometrie von Fall
zu Fall

160 Seiten, Pbck.,

ISBN 3-431-03167-6.

Sieben Unterrichtsprojekte zur
Raumgeometrie und ihre An-
wendungen.

Ehrenwirth Verlag Miinchen
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