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* 2.3 Der Apollonioskreis

Jede Winkelhalbierende im Dreieck hat eine liberraschende Eigenschaft: sie teilt eine Seite
des Dreiecks im Verhiltnis der beiden andern.

Man sieht das leicht ein, wenn man die Figur zu einer V-Figur ausbaut:
Die Parallele zur Winkelhalbierenden von y schneidet AC in D.
Esgilt 4 TCB= <4 CBD (Z-Winkel),

4 ACT= ¢ CDB (F-Winkel).

Also ist das Dreieck CBD gleichschenklig. das heit CD = a.
In der V-Figur ATBDC lesen wir die behauptete Proportion ab: p:q=b:a.

Die AuBenwinkelhalbierende hat eine #hnliche Eigenschaft, so gilt zum Beispiel (Bild!)
b:a=p:q. Wieder machen wir uns das an einer V-Figur klar:
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Die Parallele zur AuBenwinkelhalbierenden von y schneidet AC in E.
Esgilt <« EBC= 4 BCT (Z-Winkel)
4 CEB = 4 (AC, CT) (F-Winkel)
Also ist das Dreieck EBC gleichschenklig, das heiBt EC = a.
In der V-Figur ABTCE lesen wir die Behauptung ab:

b:a=p:q.
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Wir fassen zusammen:

Satz:
Jede Winkelhalbierende im Dreieck teilt die Gegenseite innen im Verhiltnis der anlie-
genden Seiten.

Jede Winkelhalbierende eines AuBenwinkels am Dreieck teilt die Gegenseite aullen
im Verhiiltnis der anliegenden Seiten. (Ausnahme: gleichschenkliges Dreieck)

1lu ~——Bu

Anders gesagt:

Die innere und die duBere Winkelhalbierende eines Dreieckswinkels teilen die Gegenseite
harmonisch im Verhiltnis der anliegenden Seiten: AT;:TB=b:a=AT,:T,B. Auch die
Umkehrung ist richtig: Teilt man eine Dreieckseite harmonisch im Verhiltnis der anliegen-
den Seiten, so halbieren die Geraden durch die Teilpunkte und die Gegenecke den Innen-
und AuBenwinkel.

harmonische Teilung von [AB]

Beweis: Man teilt [AB] innen und auBen im Verhiltnis b:a und verwendet die Dreieckseite b
gleich als Hilfslinie. Es entstehen zwei gleichschenklige Dreiecke mit den Schen-
keln a. Aus der Gleichheit der Basiswinkel und aus dem Satz iiber die Z-Winkel
folgt die Behauptung.

Der Satz iiber die Winkelhalbierenden eines Dreiecks ist die Grundlage fiir einen berihm-
ten Satz der Antike. Um 200 v. Chr. hat der griechische Mathematiker und Astronom APOL-
LoNIOs in Alexandria folgende Entdeckung gemacht:
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Satz:

Der geometrische Ort der Punkte, deren Entfernungen von zwei gegebenen Punkten
A und B ein festes Verhiltnis b:a haben, ist der Kreis mit dem Durchmesser IT,T.].
T, und T, teilen [AB] harmonisch im Verhiltnis b:a.

APOLLONIOS-KREIS

APOLLONIOS zu Ehren heiBt dieser Kreis Apollonioskreis.
Der Apollonioskreis ist nichts anderes als der Thaleskreis iiber [T,T,]. Weil er ein geometri-
scher Ort ist, miissen wir zwei Sitze beweisen:

(1) Wenn das Entfernungsverhiltnis pal3t, dann liegt der Punkt auf dem Kreis.
Yor.: b:a—:A_ﬂ:m—A_'f::Tﬁ
Beh.: e=90°

5 CT, ist Winkelhalbierende von y
" CT, ist Winkelhalbierende von p*

also ist CT; .+ CT,, das heiBt & = 90°,

Be

(2) Wenn der Punkt auf dem Kreis liegt, dann paBt das Entfernungsverhiltnis.
Vor.: «T,CT,=90°
Beh.: b:a=AT;:TB
Bew.: Die Parallele zu CB durch A schneidet die Winkelhalbierenden in D; und D,.
a) E:E—= @ ol AD,
CB B TB CB
also ist A Mittelpunkt von [D; D,).
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b) Weil das Dreieck D; D, C bei C einen rechten Winkel hat, liegt C auf dem
Thaleskreis iiber [D, D,]. Wegen a) ist A Mittelpunkt dieses Kreises, das heil3t

AD,=AC und damit

b AT,
—=——_ q.e.d.
a0 TB

1T

Vo,

Sogar Kamele brauchen den Apollonioskreis, wie folgendes Beispiel aus dem Tierreich lehrt:

AY
Karawane . -

814110 TSR T T

0

. TS:TK =1:115=2:3 e
W \

: % KI14I0)

Fine Karawane zieht im KOSY auf der Gerade y = 10 nach links. Im Punkt K(14|0) steht
ein einsames Kamel, das sich der Karawane anschlieBen will. Es sieht die Karawane im
Punkt S(14|10). Welchen Punkt T der Karawanenbahn muBl das Kamel ansteuern, um die
Karawane zu treffen, wenn es eineinhalbmal so schnell lduft wie die Karawane und vorher
AroLLoN1OS fragt?

Die Wegliingen bis zum Treffpunkt T verhalten sich wie die Geschwindigkeiten, also wie
1:1,5. Deshalb liegt T

1) auf der Karawanenbahn und

2) auf dem Apollonioskreis zu [SK] zum Verhiltnis 1:1,5.
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Der Zeichnung entnimmt man, daB die Karawane eine Strecke der Linge 9 zuriicklegt. Der
exakte Wert der Streckenldnge ist aber {80 . Wie man ihn berechnet, erfahren wir im 5. Ka-

pitel. "
b\ 3 5
T™ 5 :
K s
Aufgaben
1. Konstruiere den geometrischen Ort der Punkte, deren Entfernungen von 8
A(2|4) und B(8|4) sich verhalten wie 4 0 14
@ 2 BSl ekl ) B el 0

* 2. Beweise die Sitze iiber die Teilungs-Eigenschaften der inneren bzw. duBeren Winkel-
halbierenden mit dem 1. Strahlensatz anhand der beiden Bilder.

50




3. Zeichne die Strecke [AB] mit A(4|1), B(8|5) und dem Teilpunkt
T(6,5|3,5).
Von wo aus sieht man die Teilstrecke [AT] unter dem gleichen Winkel wie
[TB]?
Konstruiere die Menge dieser Punkte.
Falls du den Umfangswinkel-Satz kennst, konstruiere die Punkte, von de-
nen aus man die Strecke [AB] unter 45° sieht.

e 4. Der Gepard ist das schnellste Sdugetier, er schafft bis zu 30 m/s.
Ein Jdger J(5|0) sieht den Geparden G(5|24) in Richtung R(12,5]18) mit
Hochstgeschwindigkeit rasen. Auf welchen Punkt Z der Geparden-Bahn
muB der Jager zielen, wenn er den Geparden mit seiner Kugel (210 m/s) er-
legen will?

5. Zeige: Ist im Dreieck ABC bei A ein rechter Winkel, dann ist BC Tangente am Apol-
lonioskreis zur Kathete [AB].

7. ABCD ist ein Trapez mit den Basen a und c. Die Seitenlédngen stehen im Bild.
a) Berechne DT, CT, 3AT und BT.
b) Berechne X, ¥, u und v.

D csh /E G
x ¥
d=10 b=7
u Fi ¥
A a=12 B
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Bestimme aus a, b und ¢

a) die Teilstreckenldnge r und s

b) die Teilstreckenlidngen x, y und z.

und N sind harmonische Punkte.

F
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8. Bekannt sind die Seiten a, b und ¢ eines Dreiecks ABC

10. Im Dreieck ABC liegt T so auf [AB], daB AT:TB =b:a ist.
Begriinde: CT halbiert v

*11. ABCD ist ein beliebiges Viereck. T liegt so auf [BC], daB BT:TC = DA : CD ist. B. T, C

Zeige: DB und DF sind innere und #uBere Winkelhalbierende von Winkel #.




13.

14.

17,

. [AB] ist Durchmesser eines Kreises und [CD] eine dazu senkrechte Sehne. P sei ein be-

liebiger Kreispunkt. AP schneidet CD in E, BP schneidet CD in F.
Zeige: C, D, E und F sind harmonische Punkte.
(Tip: Umfangswinkelsatz!)

Konstruiere ein Dreieck ABC mit

a) c=5bra=2:1,w,=35 b) b=6,a:c=2:5,8,=4,5
¢) a=7,bic=1:3,h,=2 ed) b=5,¢c:a=2:1,h, =3.

a) Konstruiere ein Dreieck ABC mitc=6,b:a=5:2 und h,=2.5.
Wieviel verschiedene Losungen gibt es?

b) Berechne, bei welcher Linge von h, nur eine Losung existiert, falls ¢ =6 und
b:a=5:2 ist.

. Vom Dreieck ABC sind bekannt A(0|0) und B(6]|0).

Konstruiere das Dreieck, wenn w,
a) AB in W(3|0) schneidet und die Lange 5 hat,
b) AB in W(4|0) schneidet und die Linge 7 hat.

_ Im Ort A wohnen 300000 Menschen, im Ort B 100000 und im Ort C 200 000.

Die Entfernungen zwischen den Orten sind in km:
AB = 80, BC = 60 und CA = 50.

Fiir A. B und C ist ein gemeinsamer Flughafen geplant. Das Produkt von Einwohner-
zahl und Entfernung vom Flughafen soll fiir jeden Ort gleich sein.
Wo muB der Flughafen gebaut werden?

In einem alten Manuskript ist die Lage eines Schatzes S beschrieben:

Von der Buche B ist es zum Schatz S doppelt so weit wie von der Eiche E. Von der
Tanne T sind der Schatz und die Buche gleich weit entfernt. Der Schatz und die
Tanne sind auf derselben Seite der Gerade BE.

Konstruiere die Lage des Schatzes und gib seine Koordinaten so genau wie moglich
an. B(2|0), E(6,5|3), T(3|3,5).
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Urbild
m=1

-1

3.1 Grundlagen

Verschiedene Vergroferungen ein und dessel-
ben Bilds lassen sich immer so anordnen, dal3
entsprechende Punkte auf Strahlen liegen, die
alle von einem Punkt Z, dem Zentrum, ausge-
hen. Diesen Bildfolgen liegt eine geometrische
Abbildung zugrunde, die zentrische Streckung.

55




	Seite 46
	Seite 47
	Seite 48
	Seite 49
	Seite 50
	Seite 51
	Seite 52
	Seite 53
	Seite 55

