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Das Zeichen »~« erinnert an den Buchstaben S, den Anfangsbuchstaben von similis
(lat.) = dhnlich. Das Zeichen »~« fiir »dhnlich« steckt auch im Zeichen »=« fiir »kongru-
ent«.

Weil sich bei zentrischen Streckungen und Kongruenzabbildungen WinkelgréBen und
Streckenverhiltnisse nicht dndern, gilt der

Satz:
In dhnlichen Figuren sind entsprechende Winkel und entsprechende Seitenverhalt-
nisse gleich groB.

Die Gleichheit entsprechender Winkel reicht aber noch nicht fiir die Ahnlichkeit zweier Fi-
guren, ebensowenig die Gleichheit entsprechender Seitenverhiltnisse.

gleiche Winkel

gleiche Streckenverhiltnisse

4.2 Ahnlichkeitssétze fiir Dreiecke

In welchen Stiicken miissen Dreiecke iibereinstimmen, damit man mit Sicherheit weiB, dal3
sie dhnlich sind? Wie bei der Kongruenz von Dreiecken gibt es einfache Kriterien (Erken-
nungsmerkmale), an denen man die Ahnlichkeit erkennt.

1. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in zwei Winkeln tibereinstimmen.

C,

c AB'C = XYZ /
.-\ I (WSW} /]
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L ABC ~XYZ _
= ww

Beweis: Eine zentrische Streckung mit dem Streckfaktor m = z/c bildet das Dreieck ABC
aufs Dreieck A’B'C’ ab: das Dreieck A'B'C’ ist wegen des WSW-Kongruenzsatzes
zum Dreieck XYZ kongruent. Folglich gibt es eine Ahnlichkeitsabbildung, die ABC
auf XYZ abbildet.
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Neben diesem wichtigsten Ahnlichkeitssatz gibt es noch drei weitere:

2. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in einem Winkel und dem Verhiiltnis der anliegenden

Seiten tibereinstimmen.

Beweis: analog wie beim 1. Satz.
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3. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in zwei entsprechenden Seitenverhiltnissen itberein-

stimmen.

Beweis: analog wie beim 2. Satz.
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ABC-XYZ X

Ubrigens: entsprechende Seitenverhiltnisse sind b/c und y/z, Verhiltnisse entsprechender
Seiten sind b/y und c/z.

i b vy b c
Die Algebra lehrt: —=—=—=—,
c Z y z

4. Ahnlichkeitssatz:
Dreiecke sind dhnlich, wenn sie im Verhiiltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel

der groBeren Seite iibereinstimmen.

Beweis: analog wie beim 3. Satz.

Na=x ABC=XYZ 7

G b=y __
3"\\ B (SsW)
& — .4

oy

:: 1

i -— . ]

[‘ \\ ABC~-XYZ T X
A 3 B ax

76




Bei Vielecken mit mehr als drei Ecken sind die Ahnlichkeitssitze wesentlich komplizierter.
Eine hinreichende Bedingung ist die Ahnlichkeit aller entsprechenden Dreiecke, zum Bei-
spiel sind die Vierecke ABCD und UVWX sicher dhnlich, wenn gilt

ABC ~UVW, ABD~UVX, ACD~UWX, BCD~VWX.
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Die Ahnlichkeitssiitze geben an, unter welchen Bedingungen Figuren dhnlich sind. Umge-
kehrt folgt aus der Ahnlichkeit von Figuren die Gleichheit aller entsprechenden Winkel und
aller entsprechenden Streckenverhiltnisse und aller Verhidltnisse entsprechender Strek-
ken.

Fiir die Flicheninhalte dhnlicher Figuren gilt der

Satz:
Die Flicheninhalte dhnlicher Figuren verhalten sich wie die Verhiltnisse der Qua-
drate entsprechender Strecken.

AV A
Beispiel: — = — = m?
P A a*
Der Satz folgt aus den Eigenschaften der zentrischen Streckung. Sl

Der 1. Ahnlichkeitssatz eignet sich zur Herleitung einer praktischen Formel fiir die Dreieck-
fliche. Weil jedes Dreieck durch die Linge seiner Seiten eindeutig bestimmt ist, mull auch
sein Flicheninhalt aus den drei Seitenlingen berechenbar sein. Der Weg zu dieser Formel
fiihrt iber vier Stationen:
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(1) Inkreisradius und Fliche
Fiir die Dreieckfliche F gilt

) ; : halber Umfang s
F=ziap+ibp+ico=:(a+b+c)o. T 0N
= = s=3{a+b+c) L 0 F
a1 =3
Den halben Umfang kiirzen wir ab mit s: 1 i \
b~ g “\ a
N -~ Bt N
.'-{ﬂl T b t L’} S. /,f'/ W 3 \,_..
,’f’/. ? \\
Es ergibt sich F=s¢ bzw. o=-— B %
(2) Ankreisradius und Fliche
Fiir die Fldche F’ des Vierecks ABW,C gilt einerseits
F'=F + Fliche (BW,C) =F + 1ap,
und andrerseits
F' = Flache (ABW,) + Fliache (AW,C) = jcp, + 1bo,
F+3ag,=1cg, +1bg,
F=i(ct+b—-a)g,=i(ctb+a—2a)g,=(s—a)e.
~_F
=t si—n
einerseits andrerseits
4 F
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A — W, — LW,
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(3 Tangentenabschnitte
Zwei sich schneidende Tangenten an ein und demselben Kreis haben gleich lange Tan-
gentenabschnitte. Deshalb gilt
einerseits w+v+y=w+u+x,
also . Nty == Tangentenabschnitte u,v,w,x,y
andrerseits u+v=x+y @.

Aus (D) und () ergibt sich x=v und y = u. o= c >
/"\__
b= W,
7 \
= W \_\\
/', N
/// u\'-
z" = e \‘(
_A‘ u B X
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(4) HERON-Formel
Die Innen- und die AuBenwinkelhalbierende an der Ecke eines Dreiecks stehen aufein-
ander senkrecht. Deshalb sind die Winkel VBW, und UWB gleich groB (paarweise senk-
rechte Schenkel). Also sind die Dreiecke WUB und BVW, éhnlich (1. Ahnlichkeitssatz),
und es gilt

g

¥
u E

AuBerdem ist
s—b=u+v+w—-(v+w)=u,
s—c=u+v+w —-(u+w) =v und damit

g i STe

also pgo,=(s—b) (s—c).
s—b 0z

Wir setzen o und p, aus (1) und (2) ein:
F B

S (5—aj)

={s5—b) (§—¢) Fi=35(s—a) (s—b) (s—c)

F=ys(s—a) s—b) 5—¢) |

HERON-Formel

c. 9.
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Diese Formel heit Heron-Formel nach dem griechischen Physiker HERON VON ALEXANDRIA
(wahrscheinlich 1.Jahrhundert n. Chr.). Sie war allerdings schon ARCHIMEDES VON SYRAKUS
(285 bis 212) bekannt.

Eine kuriose Folgerung:

: F ) F
ebenso wie p, =——— gilt auch g,=——— und
§—a s—b
F .
0. =——— und damit
F«E+E:F F* ;
00,000 = = FL, also

zs_(s—a] (s—b) s—c) F

F = y00.0,0.
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Aufgaben

1. Zeichne das Dreieck ABC und die Strecke [A'C'] mit A(2|2), B(1]0), 16
C(4]2), A'(5|11), C'(5|15). Gib eine Ahnlichkeitsabbildung an, die [AC] 0 0 10
auf [A'C’] abbildet; beschreibe die Kongruenzabbildung und die zentrische 0
Streckung genau.

Konstruiere B' vom Dreieck A'B’C’ und gib die Koordinaten an. (Zwei Lo-
sungen!)

2. Zeichne das Dreieck ABC mit A(1]1), B(13,5|1) und C(9|7). D ist FuB- 12
punkt von h.. 0 0 14
a) Drehe [DB] um D mit +90° (Gegenuhrzeigersinn) und bilde B’ mit 0

einer zentrischen Streckung am Zentrum D auf C ab.
Konstruiere das Bild C” von C bei dieser zusammengesetzten Abbil-
dung.

b) Spiegle [AC] an w; und bilde C’ mit einer zentrischen Streckung am Zentrum B auf
D ab.
Konstruiere das Bild A” von A bei dieser Ahnlichkeitsabbildung.

c¢) Spiegle [AB] an w, und bilde B’ mit einer zentrischen Streckung am Zentrum A auf
C ab. B
Konstruiere das Bild C” von C bei dieser Ahnlichkeitsabbildung.
3. Berechne alle Winkel und Streckenliingen, wenn gilt: AABC ~ AADB.

b) /7
/_/

il

4. Von den Vierecken ABCD und A’B'C’'D’ ist bekannt:
ABCD ~A'B'C'D',a=8,b=6,c=3,d =35, Umfang u’ = 33. Berechne a’. b’. ¢’ und d’.

5. Es gilt: AABC~AA'B'C,, a=445,b=5¢c=11, h,=4 und b’ = 2.
Berechne a’, ¢’ sowie die Flicheninhalte F und F’ der Dreiecke.

6. Beweise: AABC ~ AADE
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7. Welche Dreiecke sind dhnlich?

10.

11.

12.

Tip: Umfangswinkel

. Beweise: Gleichschenklige Dreiecke sind &hnlich, wenn sie

a) im Winkel an der Spitze
b) in einem Basiswinkel
¢) im Verhiltnis Basis/Schenkel iibereinstimmen.
Beweise: Rechtwinklige Dreiecke sind dhnlich, wenn sie
a) in einem spitzen Winkel
b) im Verhiltnis der Katheten iibereinstimmen.
In welchen Fillen sind die Figuren sicher dhnlich?
Gib jeweils ein Gegenbeispiel an (falls moglich).
a) zwei Strecken
b) zwei Kreise
¢) zwei gleichseitige Dreiecke
d) zwei gleichschenklig rechtwinklige Dreiecke
e) zwei Rauten
f) zwei Rechtecke
g) zwei gleichschenklige Dreiecke mit einem 50°-Winkel
h) zwei Parallelogramme mit einem 60°-Winkel
i) zwei Quadrate.
Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Spitze C. Der Kreis um A mit Ra-
dius ¢ schneidet CB in D.
a) Zeige: AABD ~ ACAB
b) Zeige: AB ist geometrisches Mittel von BC und ﬁ: das heiBt: AB = yfh__fuﬁ
¢) Bei welchen Dreiecken ABC ist der Fldcheninhalt vom Dreieck ABD kleiner/
gleich/groBer als der vom Dreieck ABC?
Zeichne ein Dreieck ABC mit den drei Héhen; H ist der Hohenschnittpunkt, und H,,
H,, H, sind die HéhenfuBlpunkte.
a) Welche Dreiecke sind dem Dreieck AHH, dhnlich?
b

i , h
b) Folgere durch Auswahl geeigneter dhnlicher Dreiecke: h = =t
h (¢
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*13. Zeige: a) ADC ~ ACEB
—— b __abc
W MRS T s

Tip: Umfangswinkel

E

14. Zeige: CD = -,n’rd\f)lﬁ

p
VCQ-PB

15. Zeige: F{_} =

i~
L

o
A
7 p
iy g B

16. Zeige: CY - AX = const

s Tip: Umfangswinkel
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18. Zeige: a) AE = EB
b) AADE ~ ABCD

¢) AE=yED:CE

£ Tip: Umfangswinkel

19. Zeige: s=+yCD-CE

c

A D B
E Tip: Umfangswinkel

220. w, schneidet [AB] in T, ein Kreis k durch C beriihrt AB in T
Zeige:
a) Die Sehne [PQ] ist parallel AB.
b) ACPT ~ ACTB
c) ACQT ~ ACAT
d) CT = yCP-CB = /CQ-CA

21. a) Wie lautet die HERON-Formel fiir ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a?

b) Berechne a, falls 4F = 273 .
¢) Berechne die Hohe fiir das Dreieck in b).




22,

23.

23,

26.
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Berechne die fehlenden Stiicke des Dreiecks ABC; u ist der Umfang.

I 1 b c u h, 1 h,
a) 4 13 15
b) 10 17 36
c) 1643 a a
d) 12 1 8
.e) 14 | 42 | 12
s f) 42 | . 20 - | 12

a) Wie lautet die HERON-Formel fiir ein gleichschenkliges Dreieck mit a=b?
b) Berechne F, falls a=b =5 und ¢ =6 ist.
¢) Berechne h, und h, fiir das Dreieck in b).

. Zeichne die Kreise k; (M,(5|5), r; = 5) und k, (M,(1113), r, = 2,5), M, M, = 10.

Konstruiere die Kreise mit Radius 1,5, die k, und k, berlihren. Beweise mit der HERON-
Formel, dal} die konstruierten Kreise keinen Punkt gemeinsam haben. Wie nahe kom-
men sich die Kreise?

Flicheninhalt?

a) b) c)

20
9 9
N
L 5
8

Wie teuer ist das Grundstiick, wenn ein Quadratmeter 250 DM kostet?

17 0

5

angaben in Meber




27,

28.

»29,

Mit der HErRON-Formel konnen wir aus den Seiten den Flicheninhalt eines Dreiecks
berechnen. Bis heute hat man keine Formel gefunden, mit der man aus den Seiten
den Fliacheninhalt eines Vierecks berechnen kann. Warum wohl?

a) Auf einem MeBtischblatt (MaBstab 1:5000) hat ein dreieckiges Grundstiick die
Seitenldngen 13 mm, 20 mm und 21 mm. Wieviel m? hat das Grundstiick?

b) Auf einer Ubersichtskarte (MaBstab 1:500000) hat ein See etwa die Form eines
Vierecks ABCD mit AB=13mm=DC, BC=14mm, AD=4mm und
AC = 15 mm. Wieviel km? hat der See?

Faltet man ein rechteckiges Blatt so, daB die lingeren Seiten halbiert werden, so ent-
steht wieder ein Rechteck.

a) Wie verhalten sich die Seiten des Rechtecks, wenn beide Rechtecke dhnlich sind?

b) Die DIN-A...-Rechtecke haben die Eigenschaft des Rechtecks von a), und das
DIN-AQO-Rechteck hat den Fldcheninhalt von einem Quadratmeter. Beim Falten
des DIN-AQO-Rechtecks entstehen der Reihe nach Rechtecke vom Format DIN-A1,
DIN-A2, ...

Berechne Flicheninhalt und Seitenlingen des DIN-A4-Rechtecks.

. Zeige: AABC ~AA'B'C’ und AB|A'B.

il
Hilfen: Winkel XZY ==-(c + §), Winkel XZC = £
Winkel XAC = % (Thales iiber [XZ])
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