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7.1 Grundlagen

Vor rund 4000 Jahren lieBen sich einige Pharaonen im alten Agypten monumentale Grab-
stiitten bauen. Uber einer quadratischen Grundfliache schichtete man behauene Felsquader
zu einem Korper, den wir heute Pyramide nennen. In der dgyptischen Sprache bedeutete da-
mals £\ 4| (vermutliche Aussprache piremus) eine Abmessung der Pyramide, wahr-
scheinlich eine Kantenlinge. Die Griechen miBverstanden diesen Begriff und verwendeten
als Lehnwort »pyramis« zur Bezeichnung des ganzen Korpers.

In der Mathematik verallgemeinert man: S,SPITZE

8 GRUNDKANTE C

VIELECK-EBENE

Definition:

|
Verbindet man alle Punkte eines Vielecks mit einem Punkt S, der auBerhalb der Vieleck-

ebene liegt, so entsteht der Mantel einer Pyramide.

Die Vieleckfliche heiBt Grundfliche; zusammen mit der Mantelfliche bildet sie die Py-
ramide. S heiBt Spitze der Pyramide.

Mantel und Grundfliche bilden zusammen die Oberfliche der Pyramide.

Ist die Grundfliche ein n-Eck, so besteht der Mantel aus n Dreiecken (Seitenflichen); die
Pyramide heiBt dann n-seitig.

Das Lot (und auch seine Linge) von der Pyramidenspitze auf die Vieleckebene heilBt
Héhe h der Pyramide; der LotfuBpunkt heiit HéohenfuBpunkt F.

HOHE DRIN HOHE DRAUSSEN

HOHE DRAUF




Ein n-Eck heiBt regelmiBig (reguldr), wenn es lauter gleich lange Seiten und einen Um-
kreis hat.

3-SEITIG| /| 5-SEITIG| /[|}

Eine Pyramide heit regelmiBig (reguliir), wenn ihre Grundfliche ein regelmiéBiges n-Eck
ist und der HohenfuBpunkt mit dem Umkreismittelpunkt der Grundfliche zusammenfilit.
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Man sieht leicht ein, daB bei einer regelmaligen Pyramide auch die Seitenkanten alle gleich
lang sind: die Dreiecke AFS, BFS, CFS, ... sind nach dem SWS-Satz alle kongruent.

Kongruenz:
AFS = ABFS = ACFS = ADFS = AEFS
also gleich lange Seitenkanten:

ke

AS=BS=CS=DS=FES




Eine regelmidBige Pyramide mit lauter gleich langen Kanten nennen wir gleichkantig. Eine
gleichkantige Pyramide hat entweder drei oder vier oder fiinf Seitenflichen. Die gleichkan-
tige dreiseitige Pyramide ist etwas ganz Besonderes: bei ihr kann man die Grundfliche nicht
mehr von den Seitenflichen unterscheiden; wir nennen sie regelmidBiges Tetraeder.

Jede dreiseitige Pyramide ist auch ein Tetraeder. Umgekehrt ist jedes Tetraeder auch eine
Pyramide. Die regelmiBige dreiseitige Pyramide muBl aber noch lange kein regelméBiges Te-
traeder sein. Erst die gleichkantige dreiseitige Pyramide ist zugleich auch ein regelmiBiges
Tetraeder. Obacht: »regelmiBig« bedeutet bei Pyramiden etwas anderes als bei Tetraedern.

TETRAEDER
|\ TETRAEDER

regelmiBige
dreiseitige
Pyramide

dreiseitige Pyramide

gleichkantige regelmiBiges
dreiseitice TETRAEDER

Pyramide
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In zwei Beispielen machen wir uns mit den neuen Begriffen vertraut.
1. Gegeben ist eine gleichkantige 4seitige Pyramide der Kantenlinge a.

.
b

Wir berechnen:
Hohe h, einer Seitenfliche: Weil die Seitenflichen gleichseitige Dreiecke sind, ist

——

a |
h.=—43.
s= 5 ¥

Hohe h: Es gibt zwei Losungswege. Beide beruhen auf rechtwinkligen Hilfsdreiecken:

Dreieck AFS Dreieck FMS
[AF] ist die halbe Diagonale im Grundfli-
chenquadrat:
== ] — a
F=—4" —
7 V2 = 2
h’+ AF?=a h? + FM? = h?
h? = a? — AF? h? = h? — FM?
_a— 2 .8 a
] 4 4
d: ia .d'). : X a!
R =

d |l_ - - - - = =
h= o v2, F ist also von allen Pyramidenecken gleich weit entfernt.

Mantel M: Der Mantel besteht aus vier gleichseitigen Dreiecken.

4 ; ; 1 a — a* .
Fliche eines Dreiecks 7ay V3 = T V3
Mantelfliche M = 4 - 1— V3 =a’ \,?

Oberfliche S: Mantel und Grundfliiche ergeben zusammen

3 +a2=a2(y3 +1).

S=a* \,l"%
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Abstand d des HohenfuBpunkts F von einer Seitenfliche:
d = [FH] ist eine Hohe im Dreieck FMS. Wir berechnen den

Flicheninhalt A des Dreiecks
FMS auf zwei Arten:

A 1 1 a
’s — e T ——
2 2 o B d_uh
1 also d-hy=h-=, 7h,
A ?(i'h_\.
(- da -
h=—+2 und h,=-—+43 werden eingesetzt:
ai“_
o 2t ey LG /B werghae
AT T R T, AT
D=l
2

2. Hoéhe im regelmifBigen Tetraeder
Ein beliebiges Tetraeder 1dBt sich auf vier Arten als Pyramide deuten: je nachdem, wie
man es hinstellt, hat es vier verschiedene lange Hohen. Im regelméiBigen Tetraeder sind
alle vier Hohen gleich lang, man spricht deshalb von der Hohe des regelméBigen Tetra-
eders.
Wir berechnen die Linge der Hohe eines regelmiBigen Tetraeders mit der Kanten-
linge a. Die Grundfliche ABC ist ein gleichseitiges Dreieck mit F als Mittelpunkt. Also

ist F auch Schnittpunkt der Seitenhalbierenden und teilt deshalb [AM] im Verhiltnis 2:1.
Der Rest steht im Bild.

Pythagoras
h'=a' -AF’
8le22 5.2

=8 - % ==a =!—;21'

h= é‘,’\.ii : A
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Aufgaben

"
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. Wie muBl man eine n-seitige Pyramide anschauen,

Eine Pyramide ist durch Spitze und Grundfliche festgelegt.
Welche Korper lassen sich auf verschiedene Arten als Pyramide deuten?

Kann man mit einem ebenen Schnitt von jedem Quader eine dreiseitige regelmiBige
Pyramide abtrennen? Worauf muB3 man achten?

Welche Lage hat eine Ebene,

a) die eine vierseitige Pyramide in zwei vierseitige Pyramiden zerschneidet?

b) die eine fiinfseitige Pyramide in zwei vierseitige Pyramiden zerschneidet?
Wieviel Kanten, Ecken und Flidchen hat eine n-seitige Pyramide, falls

a) n=3 b) n=35 c) n=16 d) n=100 e) n beliebig?

. a) Wieviel Seitenflichen hat eine 16-kantige Pyramide?

b) Wieviel Seitenflichen hat eine 32-eckige Pyramide?
¢) Wieviel Kanten hat eine 49-eckige Pyramide?

a) Warum gibt es keine Pyramide mit ungerader Kantenzahl?
b) Warum hat jede Pyramide so viele Ecken wie Flichen?

UMRIss

Zeichne den Umrif ab und vervollstindige ihn zum Bild

a) einer vierseitigen Pyramide @ 0200 At

b) ciner fiinfseitigen Pyramide.. . . .. .o ST

c) eines dreiseitigen Prismas.

a) um alle n Seitenflichen zu sehen
b) um n — 2 Seitenflichen zu sehen?
KEOPS ist eine Pyramide mit rechteckiger Grundfliche. L und M sind die Mitten der
Seitenkanten [KS] und [PS]. Eine Ebene durch LM zerschneidet die Pyramide in zwei
Teilkorper.

Zeichne KEOPS ab und die Schnittfliche ein. falls
a) die Schnittebene durch die Mitte von [ES] geht

b) die Schnittebene durch eine Ecke der Grund-
fliche geht

c¢) die Schnittebene durch die Mitte von [KE] geht. |
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¢ 10. »GERADE« PYRAMIDEN
Unter einer geraden Pyramide versteht man eine Pyramide mit lauter gleich langen

Seitenkanten.

a)
b)

c)

Begriinde: Der HohenfuBpunkt F einer geraden Pyramide ist der Umbkreismittel-
punkt der Grundfliche.

Die Pyramide MURKS hat eine Raute als Grundflache. Die Diagonalen haben die

Lingen 8 und 10, die Hohe ist 9. Der HohenfuBpunkt ist der Schnittpunkt der Dia-

gonalen.

Berechne die Lingen der Seitenkanten und zeige, daB die Pyramide nicht gerade

ist, obwohl sie gerade aussieht. b s i1

Die gerade Pyramide MIES hat als Grundfliche ein Dreieck mit IM = 4,5, E1=9,5

und EM = 7.3.

Warum sieht MIES nicht gerade aus?

: 5
gerade Pyramide 1‘

S B
gerade \
Pyramide A\

nicht gerade \

- . Pyramide
A Au
= U.': - N T E: 5
’ K
Ar
< T --_:J-.'
11. Berechne jeweils die fehlenden Stiicke einer regelmifligen vierseitigen Pyramide:
Seitenkante | Grundkante | Hdohe Mantelfldche
8 g h M
a) 3 4
b) 2\,"[5_'.'- 1."ré
c) 2 \."Iﬁ_z
d) 2 12
e) V7 2415
*f) 3 1242




12. Berechne jeweils die fehlenden Stiicke einer rege

miBigen sechsseitigen Pyramide:

‘ 5 ' g h ' M
a) 10 6
b) | 3.6 4.8
= | . |
c) 5 240

*13. Die Kugel, die durch alle Ecken einer Pyramide geht, heilt Umkugel.
Die Kugel, die alle Flichen beriihrt, heiBt Inkugel.
a) Berechne In- und Umkugelradius einer regelmaligen vierseitigen Pyramide mit der
Grundkante g =5 und der Héhe h = 10.

b) Berechne In- und Umkugelradius einer regelméiBigen sechsseitigen Pyramide mit
der Grundkante g = a und der Héhe h = 4a.

S
regelmiBige Pyramide AR Umkugelradien
mit Umkugel <

regelmalige Pyramide mit Inkugel

3

b Inkugelradien

14. Zwei kongruente gleichkantige vierseitige Pyramiden (Kantenlinge 5) werden so zu-
sammengesetzt, dall sich ihre Grundflichen decken.

a) Zeichne den Kérper.
b) Berechne seine Oberfliche.
¢) Berechne die Entfernung der beiden Pyramidenspitzen.
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a) b)

7.2 Winkel im Raum

Zwei Leitern lehnen an einer Wand. Welche ist steiler?
Dem Anschein nach ist es die rechte. Kann man die
Steilheit einer Leiter messen? Man verwendet dafiir als
MaB den Winkel zwischen Gerade und Ebene. Weil wir
bisher nur den Winkel zwischen zwei Geraden kennen,
brauchen wir eine passende zweite Gerade in der Ebene.

Definition:

Der Winkel @ zwischen einer Gerade g und einer Ebene F ist der Winkel zwischen der
Gerade g und ihrer senkrechten Projektion g’ in der Ebene. Symbolisch ¢ = 4(g, F)

SCHIEF
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