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L \ I. Bewegung. 4

gleich, d. h. es ist Pd = @¢’, wenn man mit J und ¢° die Ver-
schiebungen bezeichnet, welche die Angriffspunkte der Krifte F und
Q bei eintretender Bewegung gleichzeitiz in der Richtung der
Krifte erleiden., Man hat diesen allgemein giiltigen Satz auch in
folgender Form als ,goldene Regel der Mechanik* ausgesprochen:
Was an Kraft gewonnen wird, geht an Weg verloren,

Statt Pd = ()4 kann man .111{,11 schreiben Pd — O& = 0, oder
Pd+ Q& =0, wenn man eine Verschiebung des Anguﬂbpuuktcs im
Sinne der wirkenden Kraft positiv, eine Verschiebung im entgegen-
gesetzten Sinne negativ rechnet. DBefindet sich also eine Maschine im
Gleichgewicht, und es tritt eine kleine fiir die Konstruktion der Ma-
schine nmg]irhc (virtuelle) Verschiebung der Angriffspunkte ein, so ist
die Summe der 1)9“egem|en (positiven) Arbeit und der widerstehenden
(negativen) Arbeit g]uch Null. Es gilt dies aber nicht blof fir die
einfachen Maschinen und fir nur zwel Krifte, sondern auch fir
beliebig viele Kriifte, die an irgendwie miteinander verbundenen
Punkten (an einer beliebigen Maschine) angreifen. Wir gelangen also
zu dem folgenden allgemein giiltigen Prinzip der virtuellen Ar-
beiten (Prinzip der virtuellen Momente oder der virtuellen Ge-
schwindigkeiten): Befindet sich eine Verbindung materieller

Punkte, an welchen Krifte angreifen, im Gleichgewicht, so
ist die Summe der virtuellen Arbeiten dieser Krifte gleich

Null fir alle kleinen bei der vorhandenen ,r—
Verbindung méglichen (virtuellen) Ver- ,/,ﬁ \\
|
schiebungen der AIL'H iffspunkte, oder es ist, \'u\-"d 1]
wenn P, -0 - LA Kiafta, i, 60 i \\S\‘:—f)/ NP
1 gy S - T g A
die nach den Richtungen der zugehidripen Kriifte N \
< i ! ; \
gemessenen Verschiebungen darstellen: | \
Po4+ P64+ P8 +...=0. | ™~
P : =5 et E T .= 1 (=98 '-:;\‘x..___--/
Als Beispiel betrachten wir den Differential- =
flaschenzug (Fig. 28). Um zwei auf derselben Achse P s \.i
miteinander fest verbundene Rollen mit den wenig ver- Ve bilald )
schiedenen Radien £ und r und eine lose Rolle, an der \\x__! |~
die Last P’ hiingt, sei eine in sich zuriicklaufende Schnur [
oder Kefte, gegen Gleitung pesichert, in der durch Fig. 23 e
angedenteten Weise gesc ullluﬂ‘vn Zieht man die Schnux | p-|
in der Richtung des Pfeils mit der Kraft P nm das =
Stiickchen § fort, so wird der Schnurteil ¢ um das Stiick- Fig, 28.

chen § anf die Rolle B aufgewickelt, der Schnurteil & Differentialflaschenzug.

um &.7/R abgewickelt, und die Last P’ steigt um

¥ 11 & 7 \-' ,or 5

' = 1,8 (1 ——=-]- Damit Gleichgewicht bestehe, mu} P& — P’ d" = 0, also,
i

da die willkiirliche Verschiebung & sich weghebt,
!
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31. Mittelkraft und Mittelpunkt paralleler Kriafte. Wir haben
oben (28) den Momentensatz abgeleitet unter der lm:hn"un'ﬁ, dall der
I\.ulpu an dem die Krifte P und () angreifen, um eine feste Achse

sein,




48 I. Bewegung.

drehbar sei. Das Gleichgewicht war dann (vgl. Fig. 13) durch die
Bcdingmur gegeben, daB die Resultante B durch die feste Achse
ginge. Sie ]]{.“ﬁf]]\l in diesem Falle keine Drehung des Korpers, aber
sie iibt offenbar einen Druck auf die \fh:-.L aus, und man mub,
wenn man sich die Achse entfernt und den Kérper frei beweglich
denkt, in der Richtung der Resultante eine ihr gleiche Gegenkraft an-
bringen, um zu verhindern, dafl der Kérper durch die beiden Krifie
P und () fortbewegt wird. Sind die beiden Kriifte P und () einander
parallel, wie in Fig. 17 und 18, so ist die angegebene Konstruktion
der Resultante nicht mehr ohne weiteres ausfithrbar. Denkt man
sich aber die beiden Krifte P und ( in Fig. 13 in ihrer Ebene bei
gleichbleibendem g und & allmiihlich so ge ydreht, daB ihre Richtungen
mehr und mehr parallel werden, so ist leicht ersichtlich, daB dabei
der Winkel an der Spitze € des Parallelooramms kleiner und kleiner
wird. Entsprechend unterscheidet sich die Linge der Diagonale
immer weniger von der Summe der Lingen der beiden Seiten, und
im Grenzfall, wenn die Kriifte paralle]l sind und der Winkel Null
wird, ist sie dieser Summe gleich, wihrend die Bedingung, dal die
Richtung der Diagonale durch den Puunkt M geht, dabei andauernd
erhalten bleibt. Wir kénnen also sagen: Die Mittelkraft zweier
gleichgerichteter paralleler Krifte, welche an zwei fest
verbundenen Punkten eines Korpers wirken, ist mit ihnen
parallel und gleichgerichtet, ihrer Summe gleich, und geht
durch einen Punkt hindurch, welcher die Verbindungs-
linie der Angriffspunkte im umgekehrten Verhiltnis der
anliegenden Seitenkrifte teilt.

Sind die beide niu;dl{‘ entgegengerichtet, so lehrt eine unbprvc]:vm:u
Uberlegung, daB die Liinge der Diagonale des Parallelogramms im
Grenzfall 'Iluth der Differenz der Seiten wird. Es tl‘”lht sich also:
Zwel entgegengesetst parallele (antiparallele) ungleiche Kriifte
kénnen riumh eine Mittelkraft ersetzt werden, welehe ihrem
Unterschiede "'ieml ist; sie ist mit der "m'iuﬁn cleichge-
richtet und geht durch einen Punkthindurch, we lcherauf der
nach derSeite der groBeren Kraftvarli angerten Verbindungs-
linie flm'Ann't'l:fjepunluu so liegt, daBsie hseine Abstinde von
diesen Punkten umgekehrt verhalten wie die Seitenkrifte.

Diege l.mau.mnten stellen die Drucke dar, die die an einem
Hebel angreifenden parallelen Kriifte auf die Achse des Hebels
ausiiben. Die Richtigkeit dieser Uberlegungen beweist man dadurel,
dall man die Ge ;__{uanﬁ bestimmt, die der auf die Achse wirkenden
D‘mckl\mﬁ das Gleichgewicht hilt. Wir heben die Stange, deren
wir uns oben zum Beweis des Hebe elgesetzes bedient hLbLn rI*!ff 19
und 20), von dem festen Ar-haeu!.l-rc ab und legen sie mit der
Achse in eine Doppelise, die an einem Faden }ldIll"[ der seinerseits
iiber eine feste Rolle liuft und am anderen Ende eine Wagschale
tragt (Fig. 24). In diese werden zuniichst so viel Gewichte gelegt,
wie erforderlich sind, um die Stange mit der Doppelise frei se mubemi
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im Gleichgewicht zu halten. Werden nun, wie im Versuch Fig, 19
zwei Gewichte in 4 und 4 Gewichte in 2 angehiingt, so dreht sich
der Stab zwar nicht, aber er sinkt nach unten, uud es miissen 6 Ge-
wichistiicke in die Wagschale gelegt werden, um das Gleichgewicht
wiederherzustellen. sen wir aber die zwei Gewichte statt in 4
nach unten, in 4° nach oben
ziehen, wie in Fig. 17, so geniigt
es, zwei Gewichte in die Wag-
schale zu legen, um vollstindiges
Gleichoewicht zu erhalten.

Diese Versuche  zeigen,
unter welchen Bedingungen drei A
parallele Kriifte, die an ver- Fo—=—s——|f
schiedenen Punkten eines starren 4
Kérpers angreifen, im Gleich-
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cewicht sind, keine Forthewezung

und keine Drehung des Korpers
bewirken. Jede der drei Kriifie
kann man als Gegenkraft gegen
die Resultante der beiden anderen
ansehen, Dabel ist es nun, falls
der starre Korper eine griflere
Ausdehnung hat, fiir das Be-: . |
stehen des Gleichgewichtes ganz — = — L
oleichgiiltig, an welchem Punkte
derjenigen (Geraden, in die die
Mittelkraft zweier Krafte hinein-

R me s

fillt, wir die dritte Kraft ang

reifen lassen. In der Tat kann ja an

dem starren Korper der An
Richtung der Kraft vers

rifftspunkt einer Kraft nach Beliehen in
woben gedacht

werden., Denkt man sich aber den Korper i
ausg seiner urspriinglichen Lage ein wenig !
herausgedreht, so findet man, dall die Wir- if"'
kung der Kriifte, je nach der Lage des e
Angriffspunktes der dritten Kraft, ganz ver- ‘
gchieden ausfillt. :C

Wir nehmen an, daB sich drei in einer | £.---3¢
Ebene liegende parallele Krifte P, Q und R, |

die an den Punkten 4, B und C eines starren ;,'1"' Sl

Korpers angreifen, das Gleichgewicht halten,

d. h. daf} die Mittelkraft R der beiden Kriifte ) i

P und ) cbenfalls durch ( hindurchgeht i

und der Kraft R" gleich und entgegen- Fio, 95
gerichtet sei (Fig. 25). Nun denken wir uns Gieichgewicht paralleler Krifie,

den Korper um einen kleinen Betrag aus
dieser Liage herausgedreht unter der Voraussetzung, dall die Kriifte
ihre Angriffspunkte und ihre Richtungen behalten, wie es bei den durch

Lommel, Experimentalphysik, 14. bis 16, Aufl.
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angehéingte Gewichte ausgeiibten Kriiften in den obigen Versuchen der
Fall sein wiirde. Da die Mittelkraft 2 die gerade Verbindungslinie der
Angriffspunkie 4 und B stets im umgekehrten Verhiiltnis der anliegen-
den Kriifte teilen mull, so geht sie immer, auch in der neuen Lage,
durch den Punkt M hindurch, der dieser Bedingung entspricht. In der
urspriinglichen Lage liegen die Punkte M und ¢ in der Geraden, die
die gemeinsame Richtung von R und R’ ist. Wird der Korper aber
gedreht, so liegt M nicht mehr in der Richtung von R’; die Mittel-
kraft B geht nicht mehr durch © hindurch, sondern daran vorbei:
die Krifte B und R’ konnen sich daher nicht das Gleichgewicht
halten, sondern werden den Korper zu drehen suchen, und zwar wird
der Sinn dieser Drehung je nach der Lage von ¢ verschieden sein.

=

In dem in Fig. 26 dargestellten Falle, in dem C von A aus in
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Stabiles Gleichgewicht.

Richtung der Kraft R’ lieot, suchen die Kriifte den Kbérper offen-
bar in die urspriingliche Gleichgewichtslage zuriickzudrehen; liegt aber
C, wie in Fig. 27, von M aus entgegengesetzt der Richtung von R,
so suchen die Kriifte, wenn der Korper aus der Gleichgewichtslage
abgelenkt wird, diese Ablenkung zu vergriBern,

Wenn aber der Punkt ¢ mit dem Punkt M zusammenfillt, so
fallen R und B’ bei jeder Lage des Korpers in dieselbe Gerade, und
die drei Kriifie halten sich bei Jeder Lage des Korpers das Gleic
gewicht. Der Punkt M ist also ein besonders wichtiger und aus-
gezeichneter Punkt; man nennt ihn den ]\l.il.-t(,‘]]}llll]{t.lt(_"-l" beiden
parallelen Kriifte P und Q. Er ist bestimmt als derjenige Punkt
auf der geraden Verbinduneslinie der Angriffspunkte 4 und B der
beiden Kriifte, der die Strecke 4 B im umeekehrten Verhilinis der
anliegenden Krifte teilt. 5

Greift die dritte Kraft im Mittelpunkt der beiden anderen Krifte

1=




I. Bewegung. 5 |
an, so ist das Gleichgewicht der drei Krifte ganz unabhiingig von
der Lage des Korpers. Man sagt dann, der Korper sei in in-
differentem Gleichgewicht. Greift die dritte Kraft an einem
anderen Punkte an, so besteht das Gleichgewicht der drei Krifte nur
fiir eine hestimmte Lage des Kérpers, nimlich nur dann, wenn der
Mittelpunkt der beiden anderen Krifte in der Richtung der dritten
Kraft liegt. Dieses an die bestimmte Lage des Korpers gebundene
Gleichgewicht bezeichnet man als ein stabiles, wenn bel einer
Drehung des Korpers die Krifte den Korper in die Gleichgewichts-
lage zuriickzudrehen suchen, wie in Fig. 26 der Fall ist, dagegen
als labiles, wenn die Krifte die Drehung des Kérpers zu vergrobern
suchen, wie in Fig. 27,

Wie sich nach den obigen Ausfiihrungen zwei parallele Krifte
su einer Mittelkraft zusammenfassen lassen, so ldBt sich auch um-
gekehrt jede gegebene Kraft in zwei mit ihr parallele oder entgegen-
sesetzt parallele Komponenten zerlegen, deren Summe oder Differenz
ihr gleich ist, und deren Lage entsprechend den obigen Sitzen zu
bestimmen ist.

32. Schwerpunkt. Durch wiederholie Anwendung der obigen
Sitze von der Zusammensetzung paralleler Krifte lassen sich beliebig
viele parallele Krifie von gleicher Richtung zu einer einzigen Mittel-
kraft zusammenfassen, indem man die Mittelkraft der beiden ersten
Krifte mit der dritten, die neue Mittelkraft mit der vierten usw.
vereinigt: man findet so schlieBilich eine Gesamtmittelkraft, welche
aleich der Summe aller gegebenen Kriifte ist und an einem bestimmten
Punkte, dem Mittelpunkt (Zentrum) der parallelen Krifte,
angreift, dessen Lage von der Richtung der Krifte unabhingig ist.
Den Angriffspunkt der Mittelkraft aus allen an den verschiedenen
Peilchen eines schweren Korpers angreifenden Schwerkriften nennt
man den Schwerpunkt (Massenmittelpunkt) des Korpers. Da diese
Kriifte lotrecht gerichtet und sonach unter sich parallel sind, so ist ihre
Mittelkraft gleich ihrer Summe, d. h. gleich dem Gesamtgewicht des
Korpers und der Schwerpunkt ist der Mittelpunkt der parallelen
Schwerkriifte, in welchem das ganze Gewicht eines Korpers vereinigt
gedacht werden kann, und welcher unterstiitzt sein mufBl, wenn der
Korper der Schwere gegeniiber sein Gleichgewicht behaupten soll.
Ein aufgehiingter Korper z. B. befindet sich im Gleichgewicht, wenn
der Schwerpunkt lotrecht unter dem Aufhangungspunkte liegt. Darauf
oriindet sich ein Verfahren, den Sechwerpunkt des Korpers durch
Versuche zu finden. Hingt man nimlich einen Kérper mittels eines
an einem Punkt @ seines Umfanges befestigten Fadens auf (Fig. 28),
so mufl die Verlingerung @c¢ des Fadens durch den Schwerpunkt
gehen und stellt somit eine Schwerlinie (so nennt man jede durch
den Schwerpunkt gezogene gerade Linie) des Korpers dar; héngt
man ferner den Korper an einem zweiten seiner Punkte b (Fig. 29)
auf, so muB der Schwerpunkt abermals in der Verlingerung des
Fadens, niamlich auf der Schwerlinie &d liegen; er liegt sonach im
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