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Die reduzierte Breite. § 103.

ich widerspruch reodittisch ansreglichene Werk, welches

gsungszwecke in ganz Preussen einbeitliche wic

rspruchs-

ein Werk, welches seinesgleichen kaum in

1de erfiillen muss,

mit Fr

hes jeden Landmes

iile desselben und in irgend einer der Formen, in welchen

lesselben noch verwertet werden kinnen, mitzuwirken berufen sein wird.

nene Behandlung der e

Berechinune sehr
perechnnung  sedl

s0 kann man unbedinget setzen:

Kapitel IX.
Polar-Dreieck mit reduzierten Breiten.

§ 103. Die reduzierte Breite.

sechen Linie bekommen wir durch Einfihrung
.
s

Breiten®, Ks ist das eine Th

Hilf

Linien eine wichtige Rolle spielf.

1. einen Hilf:

vinkel, der  redu

neisst,

und den wir im Foleenden alleemein mit

wie

1 bezeichnen wollen, wihrend die aeographische 1
ichnet werden soll.

die gewthnliche ;",|-3i|lf'.||-'!i'u-i- hun

immer mit g
Man ka

1 a zur Kin-
i .l_:.'l-'

enfitzen, denn wenn

Ellipse die

rd 2 .”':

gt nach (16) § 32. 8. 196:

Ellipsen-Konstruktion, bei welcher zwei konze

itzt werden.

r Parallelkreis-Hall

(a)
|

hrten Winkels v ist durch Fig. L

durch eine bekanmi

man wird anf die Hilfsbreite 1 anch oef

Kreise mit den Halbmessern @

1 redugzierten Breite haben wir in

lassung zur Einfillirung de

chen Linie, den wir in (11) § 69. 8. 4T

gefunden haben,

psma==Ek (v

erselbe Wert,

nesser des Umdrehungs-Ellipsoids ist, d.

2) mit x bezeichnet wurde, man hat also:

@ cos o Cos
I 2 @ cos W, d. h., cos ) = /
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'
§

Wert 1 ist derselbe, den wir schon in (4) kennen ge-

1. Damit giebt dic Gleicl

Breite genannt ha

acosWsine=acos ) sine =k

es (6) auf ZwWel z

Gleichung ist eine Anwendung des i

anten Faktor a

bei den kone

¢'; und indem n

hat man aus (G) oder (8):

s gin @ = cos sin o

; hes Dreieck, das wir in .
er betrachten wollen; und damit erlangt reduzierte Breite 1

troidischen Parallelkreis-Halbmessers p = &

sohnne (€ it s, T B g
Diese hung (9) entspricht ein Sp

vichsten § 104.

nmn

Repriisentant des

(leichung (7) erscheint, erhihte Bedeutung,

Wir haben also durch die Gleichung (7) ausfithrlicher:
,_ cosg
rass 1|.|

hrung von ¥V = W: J/1—e2 wie immer nach (1)

(wo W = Y1 —esint q) (10)

und (%), 5. 202

oder auch mit i
bis 203:

Ccos

VY1 —el

cos (wo V=)1+¢? cos2 ) (11)

Daraus findet man durch geometrische Umformung:
1 . cos Y
sin ) _gim ( und  cos ) =
l I 1 13 cam aly
; Y1+ e'2sin=af

tang @ = tang '} (1

tang W = tang g Y1 — €%,  oder

ichen auch noch die hen ¢ und W,

fachsten ans (13) e
d l:? d I"rl — =

cos2 cosZ
a1 — ;"' 71— pi '_l"i.:

ek ; d

Aus (11) findet man anch: V2= i

1 2 1 (15)
und R !l L o'2 opst Q= — ( )
95) 8, 197, das Haupt-Kriim-
mmungs-Halbmesser N and M
1 {15}, welche nun

reometrische Bedeutung von V2 ist, nach
] en Haupt-Krii
ite g und die F
Anwendung wichtig.

Terhiiltnis der bei

ds mit der
" anch als Funktion von tere

Numerische Berechnung von 4 11H

wohnen oder ningekehrt, kann man

RUEA be

p das zugehir

Um zun gegebenem

13 [ P R 2
die Gleichung (18) anwenden:

|.!H:

1 q 008 5453:202)
tang 1 = tang ¢ V1 _¢2 0,008 adas-aly,

Wenn man aber besondere Zahlense

p— 1 geradezu ansz

5o wird es besser gein, auf

man nach (12) and (11):

¥
s I_l':-l

sing = Vsin ARY =
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522 Die reduzierte Breite. § 103,

cosip = F 1 22 ppgal) cos 1l z (18)

tamn(p—y s ) cos cos (p sin; dieses kann man in %

findet:
1—Y1—é

und (18) anwenden, wodurch 1

sin (p —P) = sin 2 ¢ (19)

2 71

oder: sin (1 10 (a0

Hiebei

Zur Anwendung von (19) und

ist ¥ je nach der eine

(7) 8. 180 und S. 192 unten

log (1—)Y 1 —e2) 069:063 (21
Ind nan noch zum Uberg ) auf log (g — i1
fiir lag sina 8. 173 beniitzt, bekommt 2]
sind )
log (p— -Tlag - ’ ; [5.23078 q 1l (28]

wobei

hiezu das letzte G

Mit so wielen Dezim: wird man na

haben aber diese scharfe Rechnn um sie zugleich als Konfrolle 107

das nachfol; erungs-Verfahren zu beniitzen.

3 o oder
W ans gegebenen (p odery

des Mittelarzuments

Die beste Form zur numerischen Berechnu

erhilt ma

ntwicklung nach dem

(§ 29, B.

|'-r.r.-lr_'l I:I' == L"l — g2 f.r_:,lﬂ'::] | pr— ¥ Fr';r,.},l.-_, i

QP —1 m—Y

andererseits Lang q — fang 1 (q W), .. mit =t

b

&
Cos= 1L

FeB ol 62

damit wird: g iJ = o cos2 1 :'.r{?,'.rf- {J i Il S0 1L 008 1
\ 8 : - L

woraus weiter: p—VP=|—=+ sin (g - 1)
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» treiben, was hier nicht austithrlich

[Meses kann man noch nm einen Grad we

(mit Zn

ben wird, wodurch man erl gung von o

E
-
e

lo" sin (q Y+ oo €80 snd ()
o = ;

vl

i
I

|z Excentricitit log e = 7.824 4104:287 giebt dieses ausgerechnet:

(p — 1 = 345,325 3808 sin (g + W) -+ 0,000 160 sin® (p + W)

33

(log = 2.538 2255°0) (log = 6

oite Glied mit hochstens 0.00016" ist fiir gewthnlich zu vernachliissigen.

(25) bequem anzawenden, muss man einen Niherungswert von ¢ ]
| , g I

stafel Seite [58] des Anhangs

wird doreh nnsere Hil

vorher haben, und ein
geliefert; die Anwendung mag ein Beispiel zeigen:

D =

= 5" 33,65" genihert

_,w.'.'-,_r [

Hiezn zweite Glied von

p — |._|':.

Also: b = 52° 24" 43,01139"
Dieses stimmt hinreichend mit dem schiirfer berechneten Wert (23).

i haben muss, um eine

Die Frage, wie g man den Niaherungswert @

kann man dureh Differentiieren von (29) beant-

von 1" an dem Nihcrungswert nur einen Fehler
iin Nihernngswert (wie

Endgenaunigkeit zu errei
wart . . v
worten; man fin dass ein FE
rrehnlh B o P NS e s B 1
weshalb eine Genanigkelt von U,

iren Berechmung g

L % s 2 a0 @ 901392
wolehe wir in (1)—(5) § 73. 5.891—3822

1 die |-|-.1'sjrl'-".'_"!ll'|~.-'ll_-|| redu-

en Normal-Beis

raph n Breiten ¢ und

li_l- geog

Mgenden:

] 0 i
3 1 ' Mecklenburg
oo o @ w=52° b4
a0° 30" 0 549 30 549 24" B
aa® 0" O

Tiibingen

Hornisgrinde

4 45,0014"

Berlin 2 :
37" 24,7564"
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§ 104. Das sphiirische Hilfsdreieck mit reduzierten Breiten,

ipfen an die im vorigen chung an:

cos 1 sin

Dieser Gleichung entspricht die
ehender Fig. 1. sind P
verbindende geodiitische Linie mit den

und P’ h

In nacl

zwel Pankte au

r 0] ..l]lhi.\'- 1

Fig. 1. Ellipso Fig. 8. Kuogel
4
\ v
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! g [:' o
! A JU=Jr
h ¥y
{ \ /
/ /
/ \ J
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Al
~\
| /

In Fig. 2. ist ein entspr
Bogen ) !’L,_a' d

mdes sphiirisches Drei

elben Azimute ¢« und o

Bogen & & 1st mit @ ¢ bezeichnet, indem

des Ellipsoi

und der Centriwinkel

iischen @ und @’ ist = A, verschi
sind andere als die ellipsoi

iten, d. h. nach (13) & 103, S. 521 be

y zu @ und ' gehdriren

Beziehungen:
tang P = tang g Y1—e2 |, tang = tang ¢’ L"| ¥ (]
Die Ri

bewiesen, und wir w

El

htigkeit all dieser Beziehun ist dureh die hi¢

1 (Glei

i 5

wsold Immer

e, ¢ und mit re

3 Dreieck 70 ¢)' entspricht, mit

erten Breiten , 1, welehe zu ¢, o

iibrigen Stiicke, die Entfernung beider Punkte und deren Lingenunterschied, i
beiden Dreiecken verschieden.

s kommt nun daranf an, eine ; und o Ui

eine Beziehung zwischen ! und 4. denn da

zwischen allen fibrigen Stiicken von Fig.

und Fig. 2. vermége der Gleichm

ren (1) und (2) bereits Bez

wir dann 1 ischen Dreieck anf das s

'I"|]|L= 1

(2) 5. 892 und (1), (2), 8. 347
i

Gleichnngen, mit sichnung

n unserer vorstehenden Fie. 1. w

Linge auf dem Ellipsoid = I, auf der Kugel = 1)
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Ellipsoid Kuge

i 5 cos o Md {q adoeosi=ad U [t

dssine = N cos LF] dl adgsine =aeos 1l i A L1|

Hieraus duorch Division:
ds Mdq dl M cos

ads  ad di N cosqgdap

W od
T ¥

Hiebei ist nach (11) und (14) § 103. S. 521:

COs (f

Nach & 82, 8. 196 o7 1sb = s = L ol as = : romit
wh 3 51085 lla 1E P und -5 Womit

rende einfache Gestalt annehmen:

1 :
di=adg— 0

!

1ia hald P =1 - E |
d1e beiden Gleichungen (5) fi

hier zweimal auftretende Grosse V ist stets von uns

ler welche entweder in I oder in W aunscedriickt T ach (1 J)
I j ; o
J ] 2 ider - V1 — 22 ¢os2ab (8)
¥ 1 e p oder ==} 1—e?eos2y |

n ¥ haben wir sehon in (25) § 32. 8. 197 angegeben,

er N und M.

beiden Hanpt-Kriimmur

§ 105. Integration der Differential-Gleichungen des Polar-Dreiecks.

& 104. (6) und (8) (s. oben) die Differential-Gleichung:
s ) (1)

ienden Fig. 1. und Fig, 2., indem
1. und ad o das Differential des

igt; anch ¥’ 1st

bezoezen) von B

zu konnen, muss man v in ¢ ansdriicken,
‘he wir schon frither in

+ B (5
insere neae Fig. 2.:




Integration der Di

ential-Gleichur

Polar-Dreiecks, § 105.

§ir A
tang M = J]

cos ) cos o

ginm = cos b sin o

" sin cos Y cos o o
eett= sine M cos M ke

| n (M + o)

Nun setzen wir zur Bchreib-Abkiirzung im Folrenden:

M 0 T

sty GOS8 M 8

, wobei M konstant, also do =dax

also: sinZW' =cosfmasinixz und co i | — cos®m sind
Dieses in l] | gesetzt iebt:
ds=all—e24 e2eosmsiniada

2msindxdo (7)

- =% | alsods=n I] — el l] +4-g3
] — .

(1] l-’:'! —e2 =} , eecosm=%k , ds=5% t | HEasintedx i,

Nun wird nach den gewthnlichen Reihen S. 169 und S, 176 entwickelt:
I ! . . I .

K1 5 ke st — -t sind

1 I 3]

: o 1 1
T = cos2x . sindx = = P B
ging

B sinig =1

8L

Dieses zusammen giebt:

4 B4 R ;R 161

_ f 1 B 1
1 B2sind |1+ e — 4 | 4 - l B i : 2 4

Zur Integration hat man:

ko) e § :
/C”-‘J' 2 = 5 s 2o ! /{ wd o = sindax
% P

: 8 a | = &) y = st o cos (2 M+ &) |1

: I .
/r daxdr = ;| sin 4M+40)—sind M

.

Lo i 9 10
sin2ocos(4 M420) {La

9

il §

Damit kann man die Int

saminensetzen, 'i'.'-:-lllll'n';'l ITATL

von (9), d. h. auch die In

weration von (8) Z0-
Ausdruck von dieser Form erhi

s=dAbo—Bbsincgeos (2 M

) — Chsin2acos (4 M+ 2a) (15
cienten 4, B und O folgende Beder
1 1

% Pty Y S5
| 16

[dabei haben

B

Die Umkehrung von (13) giebt:
=5

F= ; Sstnocos (2 M+ o)
]

wobei die neu eingefithrien Cosff

1 e C
o= e AL
Rl

icher Weise behandeln wir auch die Differ:
unterschied, nimlich nach (7) und (8) & 104, 8. 525:

aed

ntial-Gleichun r den Lingen

dl=VY1—ecos?Pdl )




& 105, Integration der Differential- Gleichungen des Polar-Dreiecks.

Hier wird nach (11) S. 169 entwickelt: )
£k X \ eb =
ens2 1) — gosd ) — ——gostu (18)

e & ' 16

gen, nach (1) § 61. 8. 347:

dicosw=dosinu

R
il

den zu Fig. 2. gehiri eichungen (2):

SN da (19)

Damit man (17) in eine Integration nach ¢ umformen, niimlich mit Rick-
sicht auf (18):

aipa a
; 3 {1 el .
I = & e2 gin m / —+ cosd L

S (20)

w!

Nun hat man wieder nach (6

G0
tosty=1—=2 oz m sins

o - cosd m sind

Ausserdem hat man sin2 x und sind

und all
welche nach cos 2z, eosdx . 5. w. fortschreitet, d. h. (20) wird:

b= A £2 3190 M /-r ‘-J' =L _H eos " w4+ L Cos 1 L iR S da |] !

Jdriickt in cos 2 & und cos 4 @ durch (9),

o ausg

susammen bringt die zu integrierende Funktion (20) anf eine Reihe,

Dah

ed x
= — eOsEm
16
C'= ——cosim
Mtel

und die Grenzen

e

t. dass foleendes

180 wie frither hei (11) und (12) eingefiihrt, so iiberblickt man

lten wird:
i y . 04

1 e B iy 4 O ] (59
~A—edginm | A’ o+ B sing cos (2 M+ 0) + 5 sit 2 g cos (4 M+ 20) | (2)

nsetzen: indem wir dieses: thun,

(93) diese letzte Form:

Hier ist noch bhei B' und (¢ der Faktor p 2
wnd anch ¢2 in die Klammer hineinziehen, bilden wir aus
=R —sinm(e' o8 sincgeos (2 M+ a)+ ) sin 20 cos (4 M+ 20)) ()

0 e= o

Enbwicklung auf hohere Potenzen.

Wir haben in der vorstehenden ¢ nur so viele Glieder 1 halten,
i 1 £ w weihnlic N1 =
als man bequem fiberschauen kann, und so v als fiir gewohnlich notig sind,
7. : ' e A T 1 1ar heheren (Glieder muss man
Zu einem sicheren Urteil tiber den T 1ex heren Gl x ':

den Reihen machen. Wir setzen nur die S hluss

die Weiter-Entwicklung der vorstehe

ergebnisse der Rei

intwicklung hier her,




des Polar-Dreiecks. 8, 105,

L

ein Glied, und ist dann:

8 : - -
| o o — 4 | 1B M+a 4y sin 2 o cos (4 OstmBoeos(6 M+30) (26)
b ) !
mit k& = e’ eosm:
s
A ] e 1 z
(! - (i} L 1 — 3 -
I i e -
‘ B 1.2 1
5] g 4 B - .
i | (5]
O
wded
1.0 {7 L3
K 121
8192
Glied und wird:
= A —5in 1t J?','I g =i I'|r- sin g cos (2 :;r VT 7 = ;;l gEi 2 0 cos | { _1\? 27
== .{l: sin 3 T COs8 LI:. ,‘” o {7 | &
B thirenden Cobfficienten :
o 2 ) :
g o) o4 ]
[ R I g L 2 i
2 4 ' B G4
o 25
I = g0y - £8 fast m
16 2048
: {ed .. 5 7. &b D -
B =pl=xc0%m (1 -+ 24 ed | — cosd e eost m (288
g ~\16 32 {005
] 53
=0 -4 & s n
] O | g .j-l':'l_'.l COSY 1
:hi'
(i} (] ek sl m
= V12288
3 - P . . Lol amamd
Wenn man hier alle konstanten der Bessel schen Excentricifit
log ¢ = 7.824 4104.287 nach S. 193) ausrechnet, bekommt man:
a0
| Gty
| Diese Reihen gehen weit mliche Bediirfnis.

Linien von meh:

ren Graden Ansd

man von (29) n n

und das erste Glied von B

1!1I'| da nur C:lll'! oW J VoI

gewthnlich bei

}, doch Dabei ist
Logzarithmen (27) und |

auch die

Anwendung der vorstehenden Fntwicklungen.
I en 16 7

die (xleick

D
o« A" ¢ u. s w. sind die gesuchiten Be

stellt und

ingen (26) und (28) 1

n kann damit dag I




§ 108, Integ n der Differential-Gleichungen des Polar-Dreiecks. 529

Von einem Punkte des Ellipsoids der geographischen Breite ¢ geht cine

geodiitische Linie s unter dem Azimut e« aus; man soll die Breite " des Endpunktes
dieser geoditischen Linie bestimmen, sowie das Azimut «' daselbst und den Lingen-

unterschied | beider Punkte.

Ans der gegzebenen Breite @ berechnet man die zugehtrige reduzierfe Breite 1
B | : |

B3e

nach der Gleichung tangp = Y1 — 2 lang ¢ (oder nach einem anderen in § 103. an-
gegebenen Verfahren), Mit diesem i und dem Azimut ¢ kann man in dem sphi

[y E:
und damit die Gleichung (15) oder (26) nach ¢ anflosen.

ien rechtwinkligen Dreieck in Fig. 2. die beiden Hillsgriissen m und M bestimmen

i

Damit hat man drei Stiicke 1y, @, o, mit welchen das schiefwinklige sphiirische

n Fig. 2. aufgelost werden kann, so dass die jenseitige sphiirische Breite 1)/

Draieck v

und der sphirische Lingenunterschied A bekannt we
Von der sphiirischen (reduzierten) Breite 1’ geht man zurfick zu der wirklichen
¢ durch die Gleichung fang @' = lang Y/ V' 1+ €2 (oder durch gin anderes
angegebenes Verfahren), und von der sphirischen Linge 4 kommt man zu

in § 103,
i iroidischen Liinge ! durch die Gleichung (24) oder (28), womit die Losung der

ganzen Aunfgabe vollendet ist.
Zu einem Zahlen-Beispiel hiefiir wollen wir nach (5) § 73. 8. 392 nehmen:
Berlin o = 52° 30’ 16,7000

¥ - F . * - O OO i JeiB1Y 4 8l i € sOEQ
Berlin-Konigsberg « = 59° 83" 0,6892" logs = 5.724 2501:353

1 wir ‘bereits

Die Berechnung der reduzierten Breite von Berlin habe

§103. 8. 523 behandelt und gefunden:

Berlin 1 = 52° 24’ 43,0114" (32)
Nun kommt die Berechnung von m und M nach den Gleichungen (2) und (3):
il 312 48" 81,18" M = 68°41' 19,95" (33)

Weiter brauchen wir die Coéfficienten zur Berechnung von o, und zwar zuerst
v = ¢’ cos'm nach (8), es ist:
log ¢ cos m = log ¥' = 8,843 3740
mnd damit nach (14) und (16) hinreichend genau, ohne die Weiter-Entwicklung (27):

log 4 — 0.0005270-0  log B =T7.0841599-2  log C = 3.266 286
log @ — 531389810  log § = 2.3080580:5  log y = 8.580 184
Mit diesen Coéfficienten ¢, §#, y kann man die Gleichung (15) nach o anflozen,
tllerdings nicht geradezu, weil o selbst rechfs vorkommi; allein die Reihe (15) ist

' 1 Niaherungswert von 0 nur

srend, so dass es geniigh, emen ersterl

sehr rasch konvergie
8 o
d gu setzen, womit man auch

aus dem ersten (liede von (15) zu berechnen, d. h. o = b

T ] P £ e
nden Glieder ausrechnen kann; oder kurz, man lost die Gleichung (15) durch
Dieges Ver

die folge

yhren eab in unserem Falle:

erang indirekt, stufenweise nach o anf.

& & : a T Ly =
erste Nitherung a4 =0 = 49 4§" 17,8
]

hiezu 8 sin o cos (2 M + 0) = — 16,4

o= 4° 46" 14"
1 hat

dritte Glied vom (13) ausrechnen, und

zweite Niherung
Damit kann man das zweite und
i|.'i]|[1 '[m ganzen:

Jordan, Handb. d. Vermessungskunde, 4 Aufl. IIL Bd. o




130 Integration der Differcntial-Gleichungen des Polar-Dreiecks, g

o=
x| &

B sin & cos (2 M <+ o)

ysm2ocos(4 M-+ 2a)

endgil [ (34)
Nun stellen wir von (32), (31), (34) zusammen:
=529 24" 43,0114" &= 99233 (0,6892" o =4° 46" 1,4105" (34a)

a

auflisen, welches v, o und A liefert;
(14) und (15) § 60. 8. 841 (in gleic

Der st

WOraus Im:an

ied A von (36

i

unt i
Wir berechnen nach (29), jedoch nur n

sIn, wo hung (28) mit

den Codtt den Gliedern

bis cost m:

log' =Tt a9 log B = 9.62045 logy = 6.088
Démmnach (24):

i =4 —380,1479" 4+ 0,0144"" + 0,0000,, .= A — 30,1335"

also nach (32):

= 79 & 0.0005" k3]

Nun haben wir in (37), (85), (28) die ganze Auflésung:

; v (W anpaere a1
Kéniesher 0. 3855 =i 7° 61 0,0005" |

Mit den erweiterten Formeln (26)—(29) wollen wir auch

Normal-Beispiel (2) nen, wofiir die Hauptzahlen

o o = 200 3

log s = 6,120 6674:805 (£ 28]

Die Rechnung beginnt 1

der reduzierten Breit

i = 44° 54" 14.67493"

Das rechtwin

sphirische Hilfsdreieck gie

m = 20° 7 8712" M — 48° 44' 4

Die Coéfficie

hnung von ¢ werden nach (27):
066, log B = 248

und damit ¢ selbst in 4 Gliedern:

log 5313 788

logy = 8.748 94

g = 42 782.021 652" 20.794 Q182 0,017 667" =+ 0,

g=11° 52" 41.20008" (44)

Mit v, & und o von (:

) (40)

(44) wird das sphiirische Dreieck :

= a4 54" 35,3145" ' 86° 45" 7.4006 (49

A=10° (' 49,11959" (46




o
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[ntegration der Differential-Gleichung

Die reduzierte Breite ¢ verwandelt, nach § 103, n#mlich:

a6t fa e e i
a4 (soll 55° 0° 0') {(17)

Lias

mt @ nach (45) ist bereits anch sphiroidisches Azimut; wir

also, um die Auflésung zn vollenden, nur noch A von (46) in I zn verwandeln, wozn

1) di

die Gleichu 28] mit den Codfficienten

]]il' Coéfficienten-He

schnung nach (29) giebt:

g = .

23 7864329 log i’ =

60623 log '

und damit wird:

<+ 0000020 = — 49119 558"

515 - 0,011 9¢

3): I =9° 59

l=2—49,13
T

a6 (soll = 10° 0F 0')

haben wir die vollsténdige Aufldsung

' und I von (45), (47) und (4
m von (2}

ler gestellten Aufrabe in hinreichender Ubereinstimmung mit den An

d. 3, B91.

Umbehrung der Aufgabe.

' 13 o P ; 1 o
g und A, S0 dadss 5 f LR £X

sind, sondern g
man das im Vorstehenden lelte Verfahren anch noch

und u idlich, weil die sphirischen Winkel m und M,

AnWen

i
i

in erster Niherong wenigstens m, bereits zur Redulktion von i auf 4 gebraucht werden.

dass ¢, ¢' und I gegeben, und s, @ und o

Indessen haben wir fiir den Fall,

gesucht sind, di igere Auflosung unseres nachfolgenden § 106.

Vergleichung unserer Formeln mit der Bessel schen Methode.

F elnes

bohandelt In diner Ablandlung: Uber die B

ist von Bessel

und Breiten ans geoditischen

afeln zur Berechnung

Bessel sche Theorie mit den ]

. Berlin 1862,

Formealn unseres vorstehenden

roidischen Oberfliche u.

gtafeln mit

fiied n &, & F nach (27) diaselben sind,
rithimen In der ersten Bessel schen Hilfstafel

in beiden Fillen verschieden.

ar Bearech
1 /| 1 : | 1 “Hiot
des zweiten Teilz der Dessel schen

nittelbar identigch, aber sie &

F1-=0,75 &
:fr"\-" l.lll
|J'.- ?l i

Indem wir fir «

% ¥ bezeichnen, und

Logarithmus des
jst, also erstes

t als Argument

7' statt sie nach

ann .
jern man mit dem

na der Besasl
it i ) fden BwWe
1 ergten Teil und n

r konsta
woranf zn den g ; z

3" #n

NNl unsere o |




HE

wobei, wie gewdhnlich,

ziechungze
Hilfsd

wie wir in § 104, S,

WIG

Pot

e

Nene Auflosung des geoditischen Polar-Dreiecks. & 106,

§ 106. Neue Auflisung des geodiitischen Polar-Dreiecks.*

(Bezeichnungen nach Fig. 1. und Fig. 2, § 104, 8. 524.)

nehmen die zwei Differential - Grundformeln nach (6), (7) § 104, 8. 525

d i V

V' diese Bedentung hat:

'I;-'J A L

- Gleichungen (1) und

chen Polar

524) bekannt, und man

=) e
alle De-
ind einem sphiirischen Polar-

Aufeabe

cos2 @ (&' cos?

sind

integriert sind, so

- Dreieck 1

Wenn die
zwischen

(Fig. 1.

creodiitis

E:

S

aufliisen,

p:
ule

sieck m

] 1
nandergesetzt haben,

(2) durch Ent-

eichungen (1) und
h.

Wir wollen nun die n der Grund;

klung nach dem Maclaurin schen Satze bewirken, d. sunichst bis gur dritten

enz, durch Entwicklung der Reihen:
a o]
5

(4)

B B
diz_ | 2

auf (4)

e A
dil_

:-.ll
na

Wir gehen zuerst er gin, nimlich nach (9)

S 1R n=c 1-'.1 ¢2 ist, haben wir aus (1):
Ly 47

L+ { d g ;] A

gen Ableitungen machen wir
4. die Ableitungen
. 5. 8893 mit feng g =it

¥a d [ v

und weil a konstant,
.\':.'l

in gleicher Form und Behandlung

Auch dort

V1l—eto

notlFen

fiir ¢, { und e, citieren wir von

SiR €t e

|t
s e f

- = COs - ==
ds d s € oS ds [
; o s e i} vz :
(13), (14), . 893: : e — e : — 7 cos ot =)}
il rI- V d 5 (i

dabei & mit ¥V

fritheren

(oh

|

Weiter wird abgeleitet:

.}2 I ) [’::j 1 0 D a3 .0 . g £ (9
e e T (1— 82 4 72 — 8 52 £8) — sin? @ 42 (%)

mensetzen, und man bemerkt, dass

Nun kann man bereits die Formel (6) zusam

und ¢ immer in derselben Kombination vorkommen, wie auch bei den

Reihen (vgl. (22) § 74. 8. 304), wir sefzen deshalb fiir analytisches Mass

o

ne @):

§ =S (14
3 . ~ L
und damit geben (8), (8) und (9):
4 | . Y bR AP o i o | c 1 o g O 0 L 1 11}
—gs = 5 — 5 COSET“L— i 7= | cos2 e (1 — (2 —+ 'Jl,i Al ‘{Ii—J (2) —smm=a = | A
*) Erstmals verdffentlicht in der ,Zeitschr. £ Verm.®, 1883, S. 65—82,




§ 106. Neue Auflosung des geoditischen Polar-Dreiecks. 533

In gleicher Weise haben wir anch die Lingen-Formel zu bilden, ni&mlich zn-

nichst (2) und (5):
- 2 d ¥V 2 dé VB
A= FIl+ - (12
u"FJ e d |"-1] 6 (12)

Die hiezu niflgen .-'l._ll]l_:-'[t.u]]gl-|| sind:
d ¥V adavVd 1] a g = e - d
&l i dil ul b Catg &Ry dl
ad ¥ . £08

= Sin(

S r ~ 1 ¥ "

- 12 V colg o sin« wer = — 12} WIS 3

dl / g P ode U L af (13)
Lald L e : 55 B g e P .

G 2V —L teos2o (1 —3482 92 — B2 ) —smd e 12 (14)
@ L= Sin= o I : : I X

Damit kann man (12) zusammensetzen:

2 ens r'; I;l:: l.-.”_\.g 0

: ! y
L=l flf AL Ff'-" cos ¢ f — cos g (1-8 2+

3 2 i) —sinf e ?13'|} (15)

2 mino 6 sin?e’ i
Fig. 1, Die Formeln (11) und (15) geben ¢ und 1
1, 7 als Funktion der Ausgangsbreite ¢ und des Aus-
_,f-}"(/ cangsazimutes ¢ der geoditischen Linie; wir wollen
oL nun aber das Prinzip des mittleren Argumentes an-

/ Wir nehmen zu diesem Zwecke die Bezeich-
/ puneen von nebenstehender Fig. 1, an, d. h. wir
iten-Abstinden :

Vi ,/ wenden, welches bereits in § 77, sehr niitzliche
// / [Menste leistet hat.
i
/i

,."'r nelimen drei Punkte in gleichen B

Gp=0—9 , Do rt=9 (16

» p geht eine geoditis

Von der Mittelbreit
.. unter dem Azimut e, ans, und eine zweite

.':/‘h o= Ertolp ge sche Linie s; unter dem Azimut ag+ 180°

B2 2 Den geoditischen Linien s; und sy, deren Summe

S+ 8 = § Sel, entsprechen zwei Grissen Sy und 5y

nach (10), mit der Summe S, - S; = 5. Damit giebt die doppelte Anwendung der
Formel (11): 7

T ; 3 003 @ 12— L | 512 (eos® ay (1— 2+ 72 —3 12 ) —sin ey 1)

7. 8. 408 za benflifzen:

52 fain? \

S—8 = { Y 392 cos o |
= E 4 " \cozoy /
Wenn man dieses in das Vorstehende einsetzt, so dari man anch berall e

tatd a ? 5 =
statt w, schreiben, und damit bekommt man:

i3 . P s o ¥ w L BT } 974
CYl—et=8—_. 1 loin 212+ cos2ac (1 — 2 + 12 + 62 %) (17)

24

1| 5 LI | Ey S st tar nar Tatee anf M
Nun wenden wir auch die Gleichung (15) m zweifacher Welse aul Fig. 1.

und erhalten mit f, 1, =1, Az + Ay = A:
I3 — 1% cos q
2  singg

. I+ ,f-: cos?

i‘,-: €o8 &y t

A = I’{E_
|

2y — gin? a t2) I-

6 snlay




5!-_[,'}|'|__-';|'-|']_-2-'_ 1‘_: 108,

Hiezu hat man von

(Io — L) eosqp =— - b= sim o cos e it (2
3 CO8s (X 4
Hier kann man setzen Ssine =1cos o, also:
12 sin o 12 eos ¢

I.I.-_:. II.] ) - ..l €os ..‘ ‘I = _q

GO i

- cos @il (2432
S (X ;
Dieses setzt man in die vorhergehende Formel fiir A, wobei auch wieder

1t man:

und e vertauscht werden kinnen: dadurch e

+ o082 e (1 4+~ 32 4 Mo ri;rl:‘- } :L (18)

L= Vil
! r

v Anfrabe,

1||.‘||",\'.~¢:'II

Die Gleichungen (17) und (18) enthalten ber

wenn man S, ¢ und ! wenigstens ndheruncsweise
]

Angen - Unterschied |

15t es bequemer, alles anf den Breiten-Unterschied b und den 1
zn redozieren. Hiezn hat man fiir die Korrekfionsglieder:
Ssinag=1leosp Seos e =1 cos p coty

Dieses in (17) und (18) setzt giebt:

3 |
0= I-'l .1] — e | (1 12 g 138 o B ,I-E Ii'..’_:l
1—e2 |
o [ ;lE FJ'_'
= I'[t_::z.1 \va

Wir wollen die Coéfficienten herausheben und folzende Gebrauchsformeln bilder

! (20)

(mit Beriicksichtigung der nitigen p):

F=s 1] = |_|'}':f| ha 1 I','j_.' 12 8ing

I.u'JI

A= VI{1+ (k)02 sin | _

Toirs

z. B. wenh

Man kann diese Formeln auch in rithmischer Form anwen:

man durch Umkelnung von (21)

Imen

ithmischer Form:

log s = (I

.'lrlr' J — F'-_-".,' IrL. LTy J'l hi
Dabei ist ¥ die bisher immer mit ¥ bezeichnete Funktion:

V 'E-'ri &2 ppgl q
: V : !
nnd I = - o oder = 0
i '1 ] =i il

Tog U7 = log V 4 8.509 T816°695

Den Wert log ¥V bzw. lpg V2 kann man auns der Hilfstafel 8. [2]—[7]
Anhangs 10 stellig entnehmen und nach (25) hat man dann auch log U.
Fiir die Cosfficienten (ay), (7a), (A}, (A ehen sich dnreh

‘;I!:"_']I_';f']lllll"_; mit (19) ond (20) !'r\.'l_:_p']':c-:u- Bed: ntungen:

(Ag) in (21) und (22) er

(64) MRS s ( Ja (26)
( = - (18— | 7 s (03) = - e
1 24 y\_: V4 = ] _"J'_j'-'
G o
3 7= : e i

(A) = — L B 42 2 B2 i2) e e fat)

(1) 94 p2 P4 (9t + 1 i L8/t ey S 12 g2
Dabei sind die konstanten Coéfficienten-Logarithmen:

log = 7.000 9385 — 20 , log = 3.291.9

)
i)

st
-

-]




Neue Auflosung des geoditischen Polar-Dreiecks,

Weiter-Entwicklung bis zur finften Ordnung.

ische Linien von

Man kann
mehreren Grad Ausdehnung berechnen, wie aus der Ver

mit den bisher entwickelten Formeln bereifs geoc

gleichung der nachfolgenden

mit den Ergebnissen von § 105. zu ersehen ist,
, Mittel jedoch, zur Gewinnung eines Urteils iiber das bisher behandelte

ichkeit seiner Erweiterung, hat man in der Weiter-Ent-

Verfahren und

er die

ten Ordnong.

dung um eine Stufe er, d. h. bis zur fiin
v, £, Verm,, 18835,

Wir haben diese Entwicklung durchgefithrt, und in der ,Zeitsel
8. 7276 die Haupt-Zwischenstufen angegeben; da es sich dabel um sehr lange, im
Druek kaum 1.\'";.'1r[.'_11';.'[]?_r.;-'[;..-]'.:|.' Formelhinfungen handelt, deren mathematischer Grund-

redanke on durch das Vorhergehende vollic klar gemacht ist, geben wir hier nur

lie End-Ergebnisse.
Die Formeln (21) und (22) werden so erweitert (vgl. (30) and (31)):

2 3in2 @ -+ (o) b + (0,) D2 2 cos® @ + ;rF,—.’E‘r.‘“-v"fT} (28)

11 - (A) B2 + (Ro) B2 sin? @ + (Ag) B4 + (A)) B2 12 cos® ¢ yldcostpt  (29)

Nk
i

man die Formeln (28) und (29) nmgekehrt anwenden will, d. h. wemn
12 sin?

wcht man die Glieder (0;) b4, (07) (03)
or Reihenumkehrung zunichst anftreten, nicht zu be
) beide den Faktor #¥ haben, und

(a3), (7,) und (g5) fiberhaupt ver-

man z B. & aus ¢ berechnen will, so b

2 14 gind qp, welche bel

cksichtizen, weil die Co ienten (o) und (o

o
1

et von dor Ordnung () in den Cosfficiente
nachlissigt sind.

(28) kurz so

Also anch. wenn man lorarithmisch rechnen will, kann man (2

nmke

-t (o) 12 8in® g

log s log o log UV

1 (o) B2 12 cos® @ — pu (a5) 1 cost @)

20) sind die Coéfficienten (o), (0g): Ay)s (A

sselben, wie schon bei (26) und (27) angegeben wurde; die itbrigen haben, auf 7*

In diesen Formeln

o

einschliesslich genan, folgende Bedeutungen:

12 — [3.88888] cos? @ (1 — #2)

=]

[

&n
o

[ (— 14248 + 158) = [3.712220] cos® @ (— 1 + 2
J l

3
i = L \ =10 00 9 f B
(a; —f_(0a— § {4) 3.712229,] cos® @ (8 12— o 19)
120 pt* :

!

2]
= * 1 e f ] & 43
(43) = (1 4 15 ¢2) = (3.411 256.] cos? @ (1 + 12 )

e o i
1440 4"
(Ay) P (1 1042+ 15 t4) = [3.712 286] cos? ¢ (— 1 — 1082+ 15 t) ¢ (82)

i
2

{ 189 407 cos p(— B3 82 + ¢

: — g == |'_'2 e .l'-'rJ = |-_1 | ]

3 1 be-

hier Tocarithmen, und angehing

— 2 |"r_|l._-:J- q

Die eingeklammerten Zahlen sind
t Wie immer bedeuntet 7= =

, dass die zugehdrige Zahl negativ ist.

ind t = tang @.




236 Neue Auflosung des geodiitischen Polar-Dreiecks, § 1086,

Fine Coéfficienten-Tabelle haben wir hiernach berechnet und auf 8. [62]—[63]
des Anhangs mitgeteilt. Zn Weiterem kionnen auch die Tabellen [47] und [48] des

Anhangs beniitzt werden,

In den vorstehenden Formeln kommen verschiedene Konstanten vor, welche wir
zum Gebrauch hier zusammenstellen:

log(1: 120%) = 8.201 96849 —20  log(e'2: 12p2) = 6.119 28327 — 20
log(1: 24 p%) = 7.990 9384:9 — 20 log(e'?: 24 p2) = 5.818 2572:B — 20
tog (1: 240 p?) = 6.362 0882 — 30 log (e'2: 240 p4) = 4,180 4070 — 30 P
log (1: 480 p4) = 6.061 0582 — 30 log (e’2: 480 p4) = 3.888 3770 — 30 &
log(1: 720 p%) = 5.884 9670 — 30 log(e'2: T20 p1) = 3.712 2858 11
log (1 : 1440 p4) = 5.583 9370 — 30 log (e'2:1440 p4) = 3.411 2558 — 380

eder fiinfter Ordnung in
unseren Breiten etwa ausmachen, haben wir die folgenden zwei Ubersichts - Tabellen

Um eine Ubersicht zu gewinnen, wie viel die G
berechnet, fiir den Gesamthetrag der 8 Endglieder in (28) und (29).

I. Glieder fimfter Ordnung in der Formel (28) fiir o, mit @ = 50°.

= 29 | =4° I =gG° =8¢ I =10°
9% || 4 0,00000" | 4 0.00000" | - 0,00001" | -+ 0,00001" | - 0.00001” T
49 —+ 0.00000 + 0,00002 - 0,00005 =< (.00010 = 0,00016 (34)
e -+ 0,00001 + 0,00006 = 0,00014 = 0.00030 + (,00048
8° - 0,00001  0,00012 —+ 0,00031 - 0.00061 = 0.00108

10° = 0,00002 ~+ 0,00018 -+ 0,00056 0,00111 L (.00186

IL. Glieder finfter Ordnung in der Formel (29) fir A, mit @ = 50°.

b= ]l = 29 [ =4° I =§/° ]l = ge 1 = 10°
29 || —0,00000" 0,00000" — (,00001" | —0,00008" | —0,00012" "
4° - 0.00001 0,00001 — 0.00001 — 0,00001 — (0,00004 oy
e — 0,00004 - 0,00006 — 0.00008 0,00005 — 0.00005
82 || — 0.00011 — 0,00020 — 0,0002 0,0002 — 0,00022
10° — 0.00028 — 0,00053 — 000070 - 1>;l'|fll'lﬂ} — 0,00078

Als erste Anwendung der entwickelten Formeln wollen wir unser fiinftes Normal-
Beispiel (5) § 74. 8. 392 nehmen in dieser Weise:
Gegeben Berlin g = 52° 3¢ 16,7

e — "o gt (36)
Konigsberg qp = 54° 42' 50,6" & i i

()
Es soll die geoditische Linie s zwischen beiden Punkten, und beide Azimute
o; und @y berechnet werden,
Man bildet zuerst das Mittel der gegebenen Breiten:
@ = 53° 36" 33,65" (37)
Damit geht man in die Hilfstafeln Seite [5] und Seite [62]—[63] des Anhangs
ein, und entnimmt die Coéfficienten:
log V = 0.000 5129.683 (3
log (A1) log (Az) log (Ag) log (Ay) log (A5)
6.17908, 5.66582, 4414, 4,756 4.065
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Damit rechnet man nach der Formel (29), mit 1 =17° 6' /' = 25560; das
Hauptglied wird 25590,208 116", dann die 5 Korrektionsglieder:

0024452 . —0:060 187 - - 0,000 003" , < 0,000021" , —0,000016°

3590,208 116" — 0,074 637" = 25580,183 479"

A=T2 & 30,133 479" (39)

Wir haben hier mit 6 Dezimalen der Sekunden gerechnet, wm zu sehen, wie

weit sich

iiberhaupt die drei letzten Glieder bemerklich machen; da dieselben nur

|

elben ganz weglassen,

}) nebst A von (39) zusammen:

0,0002" ausmachen, konnte man die
Nun nehmen wir die reduzierten Breiten zu (:
hao o4t 4801137

Konigsberg 1y = 54° 37" 24,75639"

Berlin Yy =

=i :11':'.13::-l~<”l (40)

Das dadurch bestimmte sphiirische Dreieck haben wir nach den Gaussschen
Formeln (4), (5) § 60. 8. 389 aufgeldst, wodurch gefunden wurde:
oy = 59° 83 0,6839" o = 65° 16’ 9,8650" } (41)
g = 4° 46' 1,41028" = 17161,41028"
Um o suf s zu reduzieren, braucht man wieder Coéfficienten, zuerst log U nach
der Formel (25) mit Beniitzung des sehon bei (38) berechneten log V:
log U = 8.510 2946-378.

Aus Hilfstafel Seite [62]—[63 entnimmt man mit dem Argument
P=53° 36 5 yon (37), die 5 Coefficienten-Logarithmen fiir §:

log (o) log (0g) log (04) log (05)
3.360, 4,987 5.8

Irl:,}',; Fi
5.27256

aely

5.665
und haben zuniichst das Hauptglied

Damit rechnen wir nach der Formel |
0,124 2583-851 und die 5 lug:Ll'i‘l]1|||i.~'(-'1'.--':t Korrektionsglieder:

146 4--R8:h179 - (-D000 — (0061 0-0002

Dieges giebt im ganzen:
78=  (4%)

5= 520 979,56

13:351 4 7-997 = 5:724 2591-348

log s = 5724 258 :
Die Linge s und die beiden Azimute von (41) stellen die Losung vor, welche
& 105. S, 520—531 hin-

'I]Eii_ Llc']; :'|i{‘_‘:;d'l}‘:'-]“'n‘i':‘” Werten .31' und ..:)II}’ des ‘|'LI'I'i.'g~;’!!]l b
reichend stimmen

1 : ¥ erlogty N 2aTental (9 BT o
Nach diesem wollen wir noch unser grosses Normal - Beispiel (2] § 7o. 8. 391

behandeln: LA
Gegeben g =45° 000" 140 gy o) 5
Py = 552 O D ‘ (4]

Mittel g =hoe 0 0
Damit geht man in die Hilfstafeln Heite [
mmmt die Cosfficienten: " |
log ¥ = 0.000 6020°131 log U = 8.510 8336-826 (44)
log (04 log (05 } (45)

3.700,

5] und Seite [62]- [68] ein, und ent-

log (1) log (G3)

log (4;) log ilJ._]I log (As) l (46)
' - 4,156, )

6.155 215, : :
R ied 36049,93731"
Die Redukbion fiir 4 nach der Formel (29) giebt das i[:mpigl::..,l 36049,93731

ind die 5 Korrektionsglieder:
—0,667 028" . _ 0,149 088" , — 0,001 438"

4 0.000802" , —0,000,148"
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Im ganzen: A = 36049 03731 4T

beiden reduzierten Brei
Yy = 44° 54" 14,67493" = 54° 54" 35,31462" 3

A von (47 Dreieck, desser

o = 30" 45" T 40055 49

— 42761,20996"

Zuar Redn n von ¢ auf s hat man die T
Hauptglied wird 6.12(

Gt}
il

) 6665024 und die 5 Korrektions

S Sy o™ o [N 1 ) 0208 . 0007
Im ganzen:

™ )

logs = 6120 6663:024 < 11778 = 8.
Die Werte (49) und (50) stellen «

en & 105, 8. 530 ve

20 6674-802

ie Lssung der Aufy

vor, welche mit (40},

chen, &

haben wir eine

' nicht « ist wie die nen 1 6
. - g - "

Vghs Ldghs (dgls (Az) sind Lt

uen Diffarenz in den letzten Btellen von log {d,) nnd daher

walche in

was Vernachlissignng von ¥4 en

/ F VX [ i

mehr vorkommt Ausserdem bast
sohi

frithor in die Coéfficienten

numn in
¥ entha

analytisch

renzen hakon

findet, nnd

aktoran {7
gewicht beitri

Als ein wei

!J'L‘iﬂ'il"l fiir die Anwend: im vorstehenden & 106. De-

handelten Verfabren konnen wir die Mecklenbu
N, 3692

Diagonale citieren, welche
ben, in ,Zeitschr. f. Verm.

schon unter unser

1896¢ 8. 240—248 herechnet wurde.

Normalbeispielen in §

|

Kapitel X,

Allgemeine Theorie der geoditischen Dreiecke.

Forbane

in ,Carl Friedr

heransge

: Flichentheorie

Wangerin, L

Wir hs

ichen Entwicklungen des ersten Teiles dieser

Ablhiandluong dr

gtrachtungen von 3 107, und 108, zn arsetzen.,

§. 107, Geoditischer Excess.

Dem sphirischen Excess, den wir in § 40. kennen gelernt haben, mit der
Qon

Formel (2

£= = bzw. —p in Sekunden (1)
5 5 E
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