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$107. Geaditiscl Eixcess. 539

pricht ein ganz anal Satz anf irgend einer krummen Fliche, deren Haupt-

Krimmungs-Hall einem Puonkte M und N und deren mittlerer Kriimmungs-

M N ist, wobel ein une

renzt., die kleine Fliche F' hat.

Halbmesser r lich kleines Dr voransgesetzt ist, das,

lurch e

Linien he

snden Fig kleines recht-

Hiezu betrachten wir in den nachst

57172 : ; e
litisches Du . dessen Katheten C
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die Beziehu

MEEELC
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Beziehung zonm Mer

mken unter p und M die

o vechtwinklio zum Meridian (indessen kann man die nic

tungen aunch allgemeiner fihren).

Unter K, und K, ver- Fig,

iehen wir die heiden Krit
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Boren A (7 i

einen kleiner
beiden Normalen (! K
und A K. M und ent-
sprechend C K, = BRK, =N
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Titischen Bxcess des geoditischen Dreiecks

2 mit d Katheten » und g und der Hypotenuse § zu bestimmen.
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540 Geoditisclier Excess. § 107,

Dabei kann & entweder = e,, oder = g, nach (2) oder (3) genommen werden,
denn wegen des Faktors 92 = e'2¢os2 @ kommt es hier auf solche Unterscheidung
nicht an.

Durch Vergleichung von (2), (8), (4) mit Ricksicht auf (5) und (6) findet man:

3 Y ) "
. w2 oy i "
E=En—108 = g, (1 — 12) = (1—n?) L)
L /| 7 /i 3] 1{:_- (R,
4 ] { 5 Y o =
t=t +te=g(l+ ) =_ \._,n:l -+ 7% (8]
Wenn man beachtet, dass 1 = F2= N:M (nimlich wie immmer nach un-
1
~ 14 g 5 P . g o -
seren Grundformeln § 32. 8. 197) und wenn man aunch genihert 1 — 72 = =
) Y

setut, so geben die beiden Formeln (7) und (8) dbereinstimmend: I
4 oder = L° )

M N T
Wir haben also 2u Fig. 2, den Satz gefunden, dass ein kleines geoditisches,
rechtwinkliges Dreieck 4 B € mit den Katheten p und ¢ in den Hanpt-Kriimmungs-
richtungen (so dass also p und ¢ jedenfalls kleine geoditische Linien sind) und mit

giner schiefen geoditischen Linie 4 B = ¢ einen geoditischen Excess & giebt, der
ganz wie der Exzess eines sphiirischen Dreiecks herechnet wird, wenn man als Halb-
messer den mittleren Kriimmungs-Halbmesser r — V M N an der betreffenden Stelle
der krummen Fliche annimmt.
Ubergang zum allgemeinen Dreieck.
Nachdem fiir das betrachtete rechtwinklige geodiitische Dreieck dieselbe Formel

gefunden ist, wie frither fir das rechtwinklige sphiirische Dreieck, ist auch der Uber-

gang zu einem allgemeinen Dreieck ebenso zn machen, wie fiir das sphérische Dreieck

v & . 1
Fig. 4. 8. 248, und wir kénnen daher den geoddtischen Excess bis zur Ordnung —

einschliesslich nun aneh fiir ein solches geodiitisches Dreieck, das sich aus zwei recht-
winkligen Dreiecken von der Form Fig. 2. 8. 539 zusammensetzen lisst, als bewiesen
annehmen,

Das ist aber noch nicht der ganz allgemeine Fall, denn jenes rechtwinklige
Dreieck Fig. 2. hat die Besonderheit, dass seine Katheten p und g in den Richtungen

P 3 der beiden Haupt-Kriimmungen der Fliche liegen; und
Fig. 5. px B
A, wir kinnen daher nach dem bisherigen Beweisgang den
N Satz nur fiir solche geoditische Dreiecke als bewiesen
R

e

annehmen, welche eine Seite in einer Haupt-Krimmungs:
richtung liegen haben.

Indessen lisst sich der l-_-.hﬁl'_ﬁ'{i‘ljl‘ yon einem
solchen Dreleck zu einem heliebig gestalteten und anch

gegen die Haupt-Kriimmungsrichtungen beliebig liegenden
Dreieck vollends leicht bewerkstelligen, indem nach
1"i;.",‘. 3. das allgemeine Dreieck 4 B ¢ in zwei Dreiecke
ACDund A B D zerlegt wird, welche die Seite A [ in
einer Haupt-Kriimmungsrichtung gemeinschaftlich haben.

Wenn & und &y die Excesse dieser beiden Dreiecke 4 O D und 4 B I sind, 80
hat man nach Fig. 8.:

g9 ¢+
i 22 2= 22




ischer HExcess. 541
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§ 107. Geodd

(g +q)p ap
also: 8y - 2 = S =—— =
; o 2t 2
. : F
allgemein : 8= — (10
P
s gilt also fir kleine geoditische Dreiecke dieselbe Excessberechnung in erster

Niherung, wie fir ein sphirisches Dreieck nach Gleichung (1), wenn man nur den
mittleren Kriimmungs-Halbmesser r =} M N anwendet, wobei fibrigens auch noeh an-
ist,, dass die beiden H-.mp‘;-|U'I"]1|:1]5':llL_5:i—]liilhmrsﬁ'r M und N unter sich

genommen
h sind, so dass '.__” -1+ 72 und J\" l —n2g
il gecen 72 vernachlissigh werden kann.

wolehe #zu den Formeln (7)

setzt werden kann, d. h, dass

} .
nane g

setrachtnngen, {10) gefihrt haben, kann

TImrch solche ain

ormel fiir den Excess herleiten, sondern man kann such

man nicht bloss, wie hier

nooh nachweisen, dass innerhalb die sphirischen Formeln von § 44, nimlich (8)—(10) 8. 246

1 ] p o
8 Satz von & 41, innerhalb also ausschliesslich —- auch jur
o

d welcher krnmmen | she ebenso
eg 111, Bandes, 1890,

habemn

pdes Bedirfnis dafir vorhanden

was aber nun, weil kein dringe

Kongruente Linien-Abbildung wnd _q?-fa{if{'f![\'l'ht’f' Freess.
Im Anschluss an die Betracl in & 68. zu der _'—',L'U!W'I-Ti-‘"||"1||

gen, welche §
Definition der eeoditischen Linie gefihrt h

b

giner krummen Fliche in einzelnen Elementen nach

hitur

on. wollen wir irgend eine Linie auf

Streckenmass und Azimutalwinkeln
anfretragen denken. Die dadarch
i1d¢ der Linie auf der
te Linien-Abbildung®.

renommen . und entsprechend in einer Ebene

entstehende Linie in der Ebene nennen wir ,kongruentes

krummen Fliche, und das ganze Verfahren nennen Wil K

Eine weoditische Linie giebt in solcher kongruenter Abbildung eine Gerade von

eni Linie (vglo § 89. 5. 474).
Ellipsoid eder

(irtsse wie die Bektifikation der _L,'I.'Ul“il"
enen Linienzuee, auf dem Umdrehungs-
.+ Weise sine kongruente ebene Abbildung
sht schliessen,

Wenn von einem geschl

einer anderen krummen Fliche, in di

wird, so wird der abgebildete ebene Zug im allgemeinen i

eicenden Sehlussfehler stehen in Beziehung zu der Kriimmung der
Nur bei einer abwickelbaren

ra i
sElnac

und die dabei sich =z

Fliche, auf welcher der geschlossene Linienzug liegt.
Kl roschlossenen Zuges im allgemeinen

wieder geschlossen sein.

che wird die kongruente ebene Abbildung eines

Die Schlu rspriiche werden, wie bei den durch Messungsfehler erzengten
fehlern der Feldmess-Ziige, teils linear, teils als Winkel sich zeigen, und der
Ixcess” helssen.

in der Winkelsumme auftretende Schluss-Widerspruch soll L zeodatischer E :
Abbildungen zweler

In Fig. 4. seien 4 B und B O die kongruenten ebenen
; 3 A “ g
giner krummen Fliche, so dass die zwei Seiten

Sthlns

fiten eines geodiitischen Dreiecks auf
AB, BC und der Winkel bei B kongruent ab-
gebildet sind: will man aber die Abbildung auch
lir die dritte Seite ¢ A fortsetzen, so bekommb
man entweder ¢ A’ oder A (7, welche beide das
Dreieck 4 B @ nicht schliessen, sondern sich in
D 5I.‘E1!I'Ji-'ii:]1 ond daselbst den ;‘_fE‘ﬁLli'.ii-.l\'*‘n'h‘-'n

Excess & gur Anschauung bringen. Man kann

(i - - - o ¢
len Kxcess & auch durch die EKrimmung emer
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§ 107.

ilichen, welche bei 4 und ¢ die Geraden 4 Q" und © A" berihet,

die Gesamtkriimim

eben jener Winkel & und wenn

dieser Kurve A5 0

die Karve A b ' ein Kretshoore , Wie in F . mit dem ".|ft'__.=|i||_';'.lil FE, =0 erscheint

der Fixeess & auch als Centriwinl

and es besteht zwischen der Bogen-

linge b, dem Halbmesser & u m Rxeess & die Gleichune b = R e

in d

§3 ¢l und 81. betrachteten Kegelprojektionen geben ein

lelkreishogen des Umdrehn

gs-Ellipsoids gi

welehe sich durch Kegelabwicl g leicht darste

« 40 o 1t

4 s den

rehdiricen Gleichunie

der

Kegzel-Halbmesser Neotg g, und fiir den Li Meridian

Konvergenz Lsing; ein Parallelkre in der Breite ¢ mit dem Lingenunter-

giebt dalier in kongruenter - Abbildung einen Kreisbogen vom Halb-

7 mit dem ( entriwinkel [ sin i die |',

nge wirid
1kreisho

N otg gl Sin

ereinstimmend mit der Linee des Paral

Die Kegelabwicklune

odiitisch kongruente Abbildune des Parallel

kreisbogens, nach Krii

[all.

und Entfernung, Gleiches ist bei jeder abwi

diane und zwei Parallel-

kreise begrenztes Trapez des Umdrehungs-Ellipsoids (oder einer anderen Umdrehungs-

fidche) und suchen den Excess des Viere

ks zn bestimmen.

Linien-Ab-

A B ent
gen auf der Breite ¢ mit der
nenter Linien-Abbildung 4 B
ser 4 8 = B S = N eolgq und

S' dem Cenfriwinkel @ als Meridian Konvergenz = I sin ; also:
h E

5 In Fig. 5. sei A BCD
S bildung von drel Seiten eines so

kongrua

chen Trapez

18 spricht dem Parallelkreisho

Linge , es ist daher in |

T

ein Kreishoren vom Ha

9' BS = Neotgq O = lsin g (11

Eine Nachbarbreite sei @ -+ d q, wobei d ¢ als Dhtfe-

niit .Jr'J

rential genommen da e gel,

bezeichnet dann der

. den  Breiten g ound g4 g die kongruente
D//p Abbildung -
gl BC=Mdg
= Die dritte Seite D i

i-n.'_"l.']l&- :.Il I1l|‘:' |:]'

st kongruente Abbildung dos

te g d g, mit dem Lingen-

Parallelkrei

4 nnter:
A Mitt

3 L1

chied I, d. h. es ist O ein Kreishogen, dessen
kt §" anf BS und dessen Centriwinkel @' be-

sind durch die Gleichungen:

C8' =Ncotglp+dg) , ©=lsin(gpdg) (18)
Ebenso wie B € auf

gruent abbilden, oder I A’

m Halbmesser B S, kann man auch 4 & auf A S kon-
e

in sich selbst zuriickkehrenden Linier
wobei J'A und DA’ als Abbildungen desselben Meri

uf dem Halbmesser
y ABCD A,
veng, beide in richtiger

ne Winkel &

unter dem sie sich schneiden. den Winkelschlussfehler der Abbildung oder den geo-

Man hat also einen niec

s 1
1811w

Linge, aber in verschiedenen Richtungen dargestellt sind, so dass der ki




§ 108, Geodiitische rechtwinklige Coordinaten und Polar-Coordinaten.

gzes anf der krummen Fliche darstells. Um diesen Winkel &

an wir aus Fig. b.:
e=0'—8
oder wegen (13): e=1(sim(p+dg)—sing
Da der Parallelbogen A B — N lcosq ist, kann fiir die Fli
nach (12) angegeben werden:
F=BCAB alsoc F=MNIw:pdg (15)
Mit Einfithrung des mittleren Eriimmungs-Halbmessers r also mit v2 = M N

5 -]’ d -:'F-

hat man hierans, mit (14):

lesgdp=—5=¢ (16)

Der Lingenunterschied I kann hiebei beliebig gross sein; zar weiterén An-

imen, nnd damit den Satz

wendung wollen wir aber auch ! unendlich klein annel
sprechen, dass der Excess jedes unendlich kleinen Trapezes von der Form Fig. 5. sich
h der Formel (16) aus F und #2 berechnen lisst. Endlich da jede andere unend
] tzt ans unendlich kleinen Trapezen betrachtet

lich kleine Fliche als ¢

AMmenses

wor Ereebnis unserer Betrachtung richtig, den Hxcess einer

' des Umdrehungs-Ellipsoids, gder einer anderen

I

o

len darf, ist es nach

mdwie be

zten inen Fli

Formel (16) aus F' und #2 zu berechnen.
Imdrehungsfliche d

itischen Dreiecks nach (10

Umdrehungsfiiche nach ¢

Wir haben also fiir den Hxcess eines Trapezes einer |

Berechnung wie fiir den Excess eines kleinen geod

i < : - s Ry
wir kénnen nun den weiteren Schluss bilden, dass fiir irgend einen durch klein

begrenzten Teil einer krummen Fliche, der repditische Fxcess durch

+ (16) ;=\|J!__{.-;'_'|!'|--.'!| wird.

§108. Geodiitischerechtwinklige Coordinaten und Polar-Coordinaten,

Ehene mit geraden

log den Coordinaten-Systemen, welche wir In
1] kann man auch auf irgend

emer Flache mit geoddtischen Lini

mit erissten Kreisen beniitzen,

und aaf der Kue

Coordinaten-Systeme anordnen.

In Fig. 1. sei O & eine zeoditische Linie, auf welcher ein Punkt P dorch das
Mass O P -l o bestimmt ist, und ebenso auch andere Punkte P', P u, s. W. durch
ihre auf der geoditischen Linie (6 gemessenen Abstinde.

[n Punkten P, P!, P u, 8 W. Fig. 1. ;
ische Linien P @, ' ¢, P ¢" [1 QI 0

. 8 W. rechtwinklig zu O G gezogen, und

werden
auf den Linien P € werden gleiche Masse ¢ ab-
geoditische Parallele H H' _.-'f
Parallele K A" im
Abstande ¢+ d ¢ von der Anfangslinie O G. ~ L B

Solcher Linien der zwei Systeme FP¢) ——r

und H H' kinnen wir g

B

getragen, so das

entsteht, und eine zweite

anze Scharen gezogen
denken; dieselben schneiden

T
T

htwinklic (geoditische Par
2, 981) und hilden ein System von Vierecken, [ q q
2 i ke = 4 | |

deren eines A BC D in ¥ ig., 1. besonders |

hervorgehoben ist. [ IP" Pr E 0

Die ganze Apordpung der Linier

Fig. 1. konnen wir ein rechtwinkli




id Geoditische rechtwinklige Coordinaten und Polar-Coordinaten, § 108,

diitisel

Coordinaten-System nennen, mit dem Nullpunkte O, von welchem di

seissen p in der Richtung O @&, und die Ordinaten ¢ rechtwinklig
werden. Es hat also der Punkt B die Coord

der Punkt 4 hat p--dp, ¢ u. s w

en p, q, der Punkt

Der Abscissen-Unterschied P P ist — d p angenommen, und das entsprechends

Mass B 4 haben wir mii ndp bezeichnet, wobei n eine von der Kriimmung der

Fliche abhingige Funk

g n ist, mit welcher wir uns spilter besonders zu besch
haben werden (§ 109. 8. 546).

§ ) _
: Nachdem somit alle Ve

gemacht sind, be

ftigen

hiilltnisse des Vierecks klar

achten wir in F
- Abbildung des Linienzuges A BC D in dem Sinne von & 107.

2. die kongruoente ehene

Der Linienzug 4 BC D A wird in der kongruenten

A bl fehler

& = @' — @ geben, den wir nun wniher zu hestimmen haben.

duong nicht schliessen, sondern einen Winkelschluss

)

Der Winkel @ kann mit den Bezeichnungen von Fig. 2.

dargestellt werden (auch bei windschiefem Viereck) in der Form:
o d(ndp) i
z 1)

r'il fq

Dabei soll @ selbst als positiv gelten, und die Ableitung

von ndp nach g muss negativ

tet werden, wenn ndp
abnimmt bei wachsendem g, wie in Fig. 2. angenommen ist.

Der kleine Winkel & = ©'— @ kann als Differential von
€ aufgefasst werden, d. h.:

(2 (22 ot »)

E=d e s i q (2)
il rlf-"
| Betrachtet man ferner die Fliche F dey Vierecks. d. h

F=ndpdg, so hat man nach dem Schlusssatz von & 107. Seite 543
F f} &

r ndpdg

Aus (2) und

folgt :
1 S S (% rl"lp'l

2 mdp dg?
Bei dieser Betrachtung gilt aber in der zweiten Ableitung von =dp nach g

der Faktor dp als konstant (vgl. P P'— dp in L.), es wird also:

12 B

1 . I d2n (5)
r2 nod g

Man kann diese wichtige Gleichung (5) bezw. (4) auch dadurch ans Fig. 2
ableiten, dass man eine Kurve 4 D betrachtet, weleche A 8 und P’ S beriihrt, also
in ihrer Kriimmung den Winkel & giebt. Der Kriimmungs-Halbmesser der Kurve A 7
. d2 (n dp)

kann als Reciproke von 2

12 genommen werden, und damit kommt man ebenfalls
dgd ©

auf die Formel (2) und dann aunf (5).

(|

Die grosse Wichtigkeit, welche die Differential-Formel (5) filr die Geodisie

iseh

besitzt, bernht darin, dass dadureh eine Beziehung hergestellt wird zwischen geo

zugiinglichen Massen » dp, dg u. s. w. einerseits, und dem geoditisch unzuginglichen




aten und Polar-Coordi

§. 108. Geodatische rechtiwi

das Messt
Rechteck mit B A CD=PpP:
und anf einer krummen Fliche gestatten die ceoditiseh messbaren Verkf
BA und O D

Kriimmung der ]

'||'_..~C-.“*'\L':~'1Z!"]_'I ]"]g. l. in

i:|‘I|!|:|-~.-\-‘]‘ T

Kriimm

einer Kb so wird

1el (5) einen Schluss auf die

PP, nach dem Gesetz der For

Polar-Coordinaten.

In dhnlicher Weise, wie ein System rechtwinklicer Coor

ermn von  Polar-Coordinaten mi

kann man auch ein Sy

schen Linien P 0,

alle von einer Abscissenlinie O P ausgehen, statt dessen

braucht nur anzunehmen, dass in Fie. 1. die gec

3. W,

nach einem

igernng von ) ansgehen, oder
Linien H H', K K', ni

rn geodiitische Kreise nm jenen Punkt seien: dann

alle von einem Punkte (in der Ver

1t mehr ge

Punkte zusammenlaufen, und 5 dann «

Parallele

1M man

n, sond

was sich anf Fig, 1. bezieht, auch auf das beschriebene Polar-System i
Das Kritmmungsmass.
Als _mittleren esser® # In einem Punkte einer krummen

der beiden Haupt-Kriimmungs-Halbmesser
re = M N gesetzt.

Wert von #2 wird nach Gauss das ,Krimmungsmass® (mensura

||-|]l'|| wir das
und M hezei
Der reeci

turvaturae) cenannt, d. h., es ist:

md mit dieser nenen Bezeichnung schreiben wir d

" . 1‘ | o2 n

= iz (7)
2 n dg?

damit ist der Beeriflf und die Bezeichnung Gesamtkriimmung (cur-

sen inteera) eines begrenzten I'lichenteils eingefiihrt worden, nimlich:
samtkriimmung = f'f.' dF (8)

1zelnen

differentialen Flichenteiles d F' in das fiir e
ant zu betrachtende

Is d 17, und das bei (8)

Das Produkt eines
Punkt von d F
Kri

and im Bereiche von d.JF' als kor

des Flichentel

nmungsimas die Gesamtkriimmung

chene Int fimmung des Fli

riebt die Gesamtkr

oan  damit Zusammen, dass die Gésam

Diege Begriffe und Benennung

imung eines F len kann durch einen entsprechenden

Leil B emer Kug
sténiungs-Linie von F mit I |
werden, und so den Teil F' der Kugel begrenzen, welcher gewi

lem alle Flichen-Normalen der Be-

el vom

1d

in den

F wird.

kleinen krommen

sich tiberzeuct hat, dass fiir einen unendlich
Abbildune (8§ 107.) darzustellende

d F der durch kongruente U

it (wo & =0 kann man anch nach geometri-

che Excess de = kd F

lanung g0 welterschliessen :

B, £he

'rdan, Handb, d. Vermessungskunde. 4. Aufl I1L
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246 Verbindung eines rechtwinklizen Systems und eines 1

olar-Systems. $ 109,

e F wird in eine grosse Zahl k

nach in einer Ebene

d I zerlegt, welche

alle ihrem Umdf

reschlossen, foleglich nicht kongruent, abge-

bildet werden, Bei einem ersten Teil d Fy wird in der Abbildung der Schluss er-

zwungen durch eine lineare relative Kriimmung d &, welche ireendwo an dem Umfang
von d F; angel

teil d Fo muss dann, wenn er in der

racht werden muss., Ein an dieser Stelle ansetzender zweiter Flichen-

tellt werden soll, nicht
in He-

eare  Krimmung

hlossen

]';]H']]:.‘ s 1aroe

anch den von d ]f'l ihm gugeschol

=5 seinen men Kxcess d &, s0

konf

ruck bringen. So wird das ebene Kartenbi

, tdunrch eine
um Aus

einzelnen Teile d I simtlich geschlossen d

trag d ang widersprechende
1d] .lf.""l F', wenn es die
rstellt, an seinem Umfange allmihlich
en Abbildung

lussfehler &

de + deg

en Kriimmungen, die der kongru

i'”r F‘n'?l'.ulg[‘l- f.I'IF' il| fh_‘-r‘[;ih von ]-I||-'-.:

zom Ausdruock brineen, und

des [..:'III.r.L‘-.I'I'\_!'h Wi T ];'l||l!'g|1|].r~f

des kongroent abeebildet gedachten Umfangs wird daher der Summe aller Einzel-

sein, d. h.:

Flichenteile
&= [kdF (9)
[Meses ist mit (8) fibereinstimmend,

|']||_ st ;.|Il:'
Halbmesser unendlich, der andere endlich, setzen wir

Bel einer abwickelbaren lem Punkte der eine Haupt-Krimmungs
N=oco M=™M s W
anch r2 = oo und k = 0, folglich anch die Gesamtkriimmung nach (8) und der Excess €

nach L)y 1||1 = Null.

§ 109. Verbindung eines rechtwinklizen Systems und eines
Polar-Systems,

In Fig. 1. 8. 547 ist O der Ausgangspunkt zweier geoditischer Coordinaten

Systeme, eines rechtwinkligen Systems und eines Polar-Systems, so dass z B. der

Punkt 4 die rechtwinkligen Coordinaten p, ¢ und die Polar-Coordinaten s, & hal

'|.':‘-"|I]"'|'!'I".".|1I h ) = d i ‘:'I.II']

der Punkt B die rechtwinkligen Coordinaten P+ d

Polar-Coordinaten s—-d s, e--d e
r-Systems ist der Winkel B eingefiihrt,

.I_llll:||_

aten ¢ und ¢ 4 dq bei A sei der Querabstand A D - ndp

Ausser dem Richtungswinkel ¢ des P:

];l

welchen der Strahl s nund die Ordinate g bei 4 miteinander

Ziwischen beiden Ordin

und entsprechend A ¢ — m d ¢ der Querabstand bei 4 zwischen den beiden Strahlen

0A und O B.

Dabei sind % und m Funktionen ven #hnlicher Bedeutung wie n im vori
§ 108. bei (1)—(5) B. 544. Yur Verdeutlichung dieser Funktionen n und m mag

man sich etwa den Fall denken, dass das ganze System auf einer Kugel vom H:

sser r lire, dann wiire sehr einfach:

n CO8 - m = I-..'JIH

oder entwickelt: n =1 — . 1 ... m — —
9 72 r 648

Zur Untersuchung des allzemeinen Falles irgend einer krummen Fliche, aul
ten wir 2z kleine Viereck

ACE J'l-i. welches ber O |l||'l D E'-‘l':'il\\'i‘.ﬂﬂi;' 1st. Illill'rll wir in di I1li;-.||:-.'|| .":]'illll'

welcher das System Fig. 1. 8. 547 liege, hetr:




_r
=3

§109. Verbindung eines rechtwinklizen Systems und eines Polar-Systems.
dieses Viereck als eben behandeln, entnehmen wir aus demselben durch Coordinaten-

Umformung die Gleichung:

ds=ndpsinfi +dgcosf (2) Fig. 1,
mde=dgsin —ndpeos (3) P

oder in Gestalt von Differenti

l-Gleichungen : _EI D d{[

ds - d g | . A 7
n— — R EN :_f { — C08 .g (4) dpl ﬂdl] / E
an da q ;
” : P _ YA
d o n ¥ d o 1 RV [jS
o3 O

= — 5 = ,Q.';.‘,i;l_ I,c'; { ::l.l .I".][.}I. L
dp i d q I g
Aus den beiden Gleichungen (4) fo
durch Quadriere
\2 L [(8s\2

o fis
na — - — il ._rﬂ]

0 o

ferner aus (4) und (5) durch Mulfipli:
ds O ds du s
= 5 = —— e L4y
dp dp dag di A4S
S L %~ doe
Nun mn
lachen-Kriimmune eingefithrt werden. 0}
n-Kriimmune zunichst unbestimmt zu halten,
tihrk:

ss die Funktion n entsprechend

als algebraische Funktion mit unbestimmten Co&fficienten f, ¢, b . . . eingef

(8)

mit der genommen, well nach (1) die
anf einer Kugel kein Glied mit g vorkommt, und weil

er Kriim-

Dabei ist

Bedeutung von »

er konvex-konvex

1 allen Flichen von stetig
- weil dem rechtwinkligen Abgehen der Ordinaten g

flll -
erste Ableitung = fir g = 0, selbst =0
> dif

"['ij-tif.'lT*" hen muss,

Durch die Gleiche

erhalten, muss man

f, g, fv 1, 8. W. VoD (R)

als Funktion von 1}

Thet =iy 3 . . v Anreh di 1 T B
selbst wieder als Funktionen von i darastellen, dieses },’l.m.fll'he durch die Annahmen:

f=fH+fHip+ hLhpe+-.-
¥ 0
4= g1 Fop? +. .. } |_._|_|
h = Jri,-:, == .".'| P+ ha -' =

nur die Glieder bis

Wenn man diese Ausdriicke (9) in (8) einsetzt, und d
mar :

anr vierten Potenz einschliesslich beibehiilt, so erhilt

n=1+eE+hpe+ faptagl-t... I
+ g +apg .

5 e )

(10}

and dann wieder die Be-

nach g ableitet,

Wenn man dieses zweimal partiell _
i oder wenn man unmittelbar (8 nach g

nelenten () DErUc

2Weimal ableitet, s

y bekommt man:

0% n — 9 ,l" 6 Ul 12h I'Ir-': (a1




Reihen-Entwicklung fiir das rechtwinklige geoditische Dreieck. & 110,

én
-
oo

yarch diese Apnahmen fiir die Funktion » ist die krnmme Fliache, auf welcher

das Coordinaten-System Fig. 1. liegt, soweit charakterisiert, als fiir die nachfolrenden

geoditischen Aufeaben nitig ist; fiir die analoge Funktion s diirfen nicht etwa eben-

iingige Annahmen g

nacht werden, weil m bereits mit » durech die erste

smass nach (5) und (7) § 108

Nun kann man den Ausdruck fiir das Kriimmun
8. 545 anwenden, und wenn man (8) und (11) hier einsetzt, so bekommt man;
1 dZn 2f+6gqg+ 12hqgt
ndg®  1-+fq%+gg®+hgt

n Potenz einschliesslich genau:

oder bis zur zweite
—F 2(f+3gq+6hg® (1 —f¢2)=2(f+3gqg+ (6h—[2 g2 (12
Wenn man hier wieder die Cogfficienten (9) einsetzt, so bekommt man bis zur
gweiten Ordnung einschliesslich :
= 2fo—2fip 6 gy q
—2fopt— gy pa— (120 —2f) 2 |

sinken, d. h. wir

Wir werden nun aber & auf eine lineare Funktion besc
werden setzen:
k= o fo 9 fip— 6 gy (14)
Diese Annahme (14) schliesst in sich, dass in (13) ist:

: 1 :
fo=0 ., gy=0 _, 125, =27F oder hy ¢ o (15)

Damit reduziert sich auch das frithere n von (10) auf;:

# =g+ fipa2+ g00% + & fzq4 (16)

3 3 : T | 4
Im Folgenden brancht man mehrfach auch —, weshalb man nach S. 169 die
bl

Reciproke entwickelt:

s £ £ T e— e S 2
= 1 oY npey Jo 4= 8 Ioq*

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir zur Theorie des geoditischen Dreiecks

iibergehen.

§ 110. Reihen-Entwicklung fiir das rechtwinklige geodiitische
Dreieck,
Wir haben von (6) § 109, S. 547:
2 — ds '-_‘-‘
(e ~ I. a-JJ-:

Um hier statt der Ableitungen von s nach p und nach g die entsprechenden

o) -'.' ds\2 .1|

+ n2

Ableitungen von 52 einm hat man:

'_.,I (52) d s d g d (52} d s P \

2 = 25— und il iy (La
d q 0 i

1 4 (s%)\2

\28 34

dp dp

also: ne —=

oder: 442 = | R




8 110, Reihen-Entwicklung fir das rechtwinklige geodftische Dreieck. 844

Denkt man sich s in eine Reihe npach Potenzen von p und g entwickelt, so

wird diese Beibe mit den

innen, weil fiir unendlich kleine Werte

p und g die Fig. 1. 5. 550 s rechtwinklizes Dreieck zusammenschru
Wir en daher die hst in foleender Form annehmen:

R = |,-.".: - .";'3 oA _In.': g - B B rle .IJI
wobei A und B vorliufiz unbest 1t mmene Ce nten sind, welche durch

71

1 1oy
ICHEE AUR (o) 2

rden miissen. Man hat zu

ichung mit (2) bestimmt w¢

=2p+24pg+ Bgd+... |

= _—— 1 o
von (17) § 109. 8. H43: == 1—fog24.-. |
7

Ferner ans (8):
a (52

. =2qtApr+2Bpg+... (5)
1,.| q =

k (2) zusammensetzen; man erhi

Aus (4) und (5) kann man den Ansd
gur dritten Potenz:

42 =4 p2 442+ 12 A p2g+ 12 Bp g2

aus (8): 482 =4 p24+4¢2+ 44Ap2qg+ 4 B p g

q

jcienten-Vergleichung 12 4 =4 4

als Coi

Aus diesen beiden (leichungen folgt
md' 12 B=4B, d h 4=0und B=0.
Reihe (3) nur die zwei crsten Glieder bestehen,

m p2 g und pg? verschwinden. Wir macher

liedern vierter Ordnung, d. h. statt (3)

Apdqg+ B

-3 Apiqg 2 }'f“.u rfg + A" g3 ‘

[7)
. e LS ] =
hiezn von (17) § 109, 8. 548: —=1—fhg®—.-.
s n
Ferner aus (6):
;J :,n.-:_| [+31

" o (3] ’ P ] {
—2q+ApP+2BpRg+34 pg” '
dyg :
3 3 n ] L . Ir T me R 1l ":-i -':u
Wenn man aus (7) und (8) die Formel 2) zusammensetzt, 50 1AL .
16 A pB g 8(28B —fy) r?q* + 16 A" pg®

man:

aus (2):

=4 p2 .
2 =4 p? 44 g2 - 4A4p%q+ 48]

andererseits ans (6): 4s

Die Coéfficienten-Vergleichung in diesen beiden Gleichur

6A4=44 16 B—8f;=4B 16 4" =4 4'

d. h.: A'=10 B= -1 A'=0

Folglich nun nach (6):

9

58 = @b gs -+ g fo P& 44

-
(¥)

2 o oo 1 or
Anf diesem Weee eine Stufe weiter gehend, erhilt man hig zar finften Ordnung :

2 1 1 g a3 (10
s =pt+ @+ PP+ AP TP :




Hal Reihen-Entwicklung fiir das rechtwinklige geodiitische Dreieck. & 110,

fiigen wir zu (10) noch folg

Um zur sechsten Ordnung zn gelang

te Glieder hinzu (wobei 4, B, C wieder neue Bede

A ."'i: =1 B I-'f'-' == F.Jl'J! -"."-' - D Iﬂl-: .ll.'ii " f':: r]ri : I':"Ju .'_r"-' - _!'.ll,l": I_E'.'."._I
Wenn man damit den Ausdruck (2) bildet, so erhilt man:
452 =4p% 442+ -._{ for®a®+21p° g%+ 2g,p2q°
16\ T
f:p¥gs 4 24 D gt
DA AT B a4 For r "..) " 16 .--_ A o
- 24 4 '.'II. i _JiJ » '_."J . | _-1 L = . _II"I e gl

+24 A5+ 24 BypSg+ (2404

o
4

Wenn man dieses, in Hinsicht auf die Co#fficienten, mit (10) und (10a) ver-

gleicht, so sieht man, dass 4, B, D, B’ A’ samtlich = 0 werden, und es wird:
: -4
O=0'=—"2n
a5l o
Damit giebt die bis zur sechsten Ordnung vervollstindigte Reihe (10) und (10a);
1
= p& o g — (4 £y 12 g& 4
4]
Dabel ist fiir lineare Funktion k, nach (15) §110. 5.548, o =0, gy =10 und

1 : : .
hy =—1 gesetzt. (Wenn man diese beschrinkenden Annahmen fiir far und fy

L¥]

o

+ p2 g4y (11)

Rre L O L g O s R T
S PYg°T o Gy prge) _41-" e g

E!.I"'IIT macht, bekommt nan statt der vorstehenden .114 die al _f"l_';‘ll_l"[ln'-j'vj I“U]’llll'l Il] von

Art. 24, der ,Disquisitiones generales ete.).

Hinfalrung des Kriimmungsmasses.

Der allgemeine lineare Ausdruck fiir das Kriimmungsmass ist nach (14) § 109.
S, D48
k 2fo—2fHp—6gyq £

Wenden wir diese Funktion auf

s0 erhalten wir:

Fall nach Andeutung von Fig. 1. an,

=]

—2fip l (13)

—2f,—2fip—6g04 )

kE 42 -E"r;._ Z!Jr.'_. = (Lo] I.f-l - |'le"| = b ,lr,,rl.'-

(3 A

Fig. 1. Dieses 1st perade der Ausdruck. welcher in der Zro

Kt]ﬁ g Klammer von (11) vorkommt und wenn wir ':'U('_,'

g0° = K letzten Klammer von (11) statt i fz den Wert k2 ans (13
= : = e = = e ol
2 P setzen, oder well es in dem letzten (Gliede einer konvergieren-

B B den Reihe ist, kurzwee & statt k

.y
(¢

% N . T
! & == Jis = o — - =

Leihen- Entwicklungen far s sin @ und s ecos e

Von den allgemeinen Differential-Formeln des & 109. haben wir (4) 5. 547

n
n [

nsinf = , und  cos B
dp

g
T




§ 110.

Reihen-Entwicklung fiir das rechtwinklize geoditische Dreieck,

L

oder mit Einfiihrung der VerBnderlichen 52, wie oben bei (1 a):

1 9 (s2)
23 dp

|

nstn B =

25 sinf = - 235

n dp

: 4 . b oL Bty
= ;Jl.l' 1 g ;,_, e - 2 ‘fl fie

hiezn (17) 8. 548: =1—f—fpd

H
Ferner die Ableitung nach g von (11):
d (s2)
ap

Die beiden Gleichungen (15) lassen si

4 J o
2 i+ = jl"I pR2y + AP

5

1 nach

; 1 =
s8R Iju = :i IFLF' v r]-l._ o

[ "
Lo
=

) 2 ;
SC008 = a-1 B Ta I.'.f iq 5 |'I.l P q -1

Wenn man wieder die Krimmungsmasse nach (13) einfihrt,

und (19) auf diese Formen:
koo -2 ks p >

4 &

ssmf = L

5 COs P = o 5

lten natiirlich

¢ (Gleichungen ge

mif

4 6
9 kg + 3 koo

& COS X -

o

- P

Lur

Probe |\:l!lI| man .'l‘.ll'|| '.'L'l.'|Jl'|'.']'::

> ¥y (i3 -
l:_'{ srn 42 (scosp)E = 58 oder

Man wird dadurch denselben Aunsdruck filr s= ;
| auch wmkeliren (&hnlich wie In

{92

Man kann die Reihen (20)
bis

P = s cos & + sin? e cos @

2

] = & 5im STn  c0s2 @

g eog o und

Dabei ist im letzten Glied p =

Ausserdem kann man darch Zeichenvertanschung auch

o 1. 1 "

B e kg kgp +
sin 4 cos? f§

(5] * 4

85 L, , 2 ke
StH= 0 COS :'r

p=ssinfi —

q§ = & ¢cos ."; =
3

ist 52 nach (11) bestimmt worden, worau

16 3
4 gy p g8 2 08 1 — - £3 p g
0P — g fip* P — = A0 4 [

g0 4* +
5 90 b2 P — g= 39!

B
2t — s p®— i@+

a0

L2 0
2 HE pPE

auch fiir den anderen Winkel ¢, unt

2 e
(5 stn &)t

247 die Reihen fiiv s sin @ und s cos ¢ umgekehrt

(3
-'_IJI'\

1 9 (s2)

dq

cosfi =

dg

s man durch Differentiieren findet:

3 (16)
gl \

TR g e
g —ghopie® ()

(16) und (17) ausfihren, und geben:

Feafipat (18)

[
o)

4
1o

R
(] e ',l:--.'ll-l tell |
gl Pt e —gglel

so bringt man (18)

2

52 (16p2—T ¢2)

(20)

£ - '-;'-":ff=f'2 120
]

i
{
e 2

K2

3 2 (18 02— T pZ)
-gap 271107 123

L R o P
— D= (e Al |

45°
§ o TR
|8 C08 &)= fo

finden, wie schon bei (14).
& 44, 5. 246

Man findet:

wurden).

(1 = 5 8iM i_L':-l]illll]'ll’|1-

folgende Formeln bilden:

J2
T 120
Ska R

5 pe e

(12 -:‘-Ii'—l [£0)

g2

o a o
pE—) L&)




562 Berechnung des allgeme

n (schiefwinkligen) seodiitischen Drei

Gfeodalischer Freess

nkligen Dretecks.
Nach Fig. 1. 8. 550 ist:
8= (e §2-90° —180°= @ = § — op°
f

sin e = — e0s (@ + f) = sin e stn § — cos e co:

Da wir die Reihen fiir s sin e, 830

] ] s
R, BOWIE 5008 &, S CO08 [

kiinnen wir die zwei zu (29) erforderlichen Produkte

sinesin i =mnq

2hg , K2

e FHa
6 4 ggL 4
i
- i p » o T (v 3
gL & (— 165+ 747

82 cos @ cos =

3 g (8 nd 4= 16 g2)
_:II_II.IJ?; Fiop { .|||'r 1
Wenn man diese beiden Aunsdriicke von einander abzieht, und wenn man dabei
die gleichartigen Glieder zusammen ordnet, so erhilt man:

Pq

I © HPS 15

L gin g =

(30)
Hiezn hat man won (14):

?_.u -'l.”J
ple =1 e

Wenn man di

ke kgy Fgp nicht mehr unterscheidet (wie at

1.0

in den Gliedern mit k2 die einzelnen
bei frithe

in (30) einse

» Formeln in

nna

nicht unterschieden wi

wenn man die Glieder von der Ordnung k3 (ebenfalls
wie bisl ]

) ganz vernachl

g odp "

246 ibergeht, sagt in Worten, dass man den |

ligen geoditizchen Dy

- Sk
schen Exee

ek wie ein sph

berechnet, dessen Kugelhalbmesser » dem arithmetischen Mittel der Krimmungsmasse

ke, kop, ¥g in den drei Ecken des Dreiecks ents

richt.
Dieser Satz lisst sich anch 1

schiefwinklizes Dreleck

anf ein heliebie

ausdehnen, wie wir alsbald im ndchsten § 111. sehen werden.

§.111. Berechnung des allgemeinen (schiefwinkligen) geodiitischen
Dreiecks,

. 1 1-ha
rejeck, welCil

Mit den Reihen-Entwicklungen fiir das rechtwinklice geoditische I
wir in dem vorstehenden § 110. kennen gelernt |

en, kann man dorch Zusammen-

setzung zweler rechtwinklicor Dreiecke zu einem -'II.."_’

on) Dreleck
auch die trigonometris

emeinen (schiefwinkl

=

tischer Dreiecke U

¢ Berechnung solcher allgemeiner ge

stande bring




itischen Dreiecks. 553

§111. Berechnung des allgemeinen (schiefwinkligen) geod

wo wir mit

Wir werden dabei in gleicher Weise vorgehen, wie frither in § 44.,

itwinklige sphiirische Dreiecke den er-
oendreschen Satz hergeleitet haben. Ebenso werden wir nun die Formeln
h welche Gauss im Jahre 1827 in Art, 25. der ,Du
curvas® den bedeutenden Schritt von Legendres Kugel-Satze zur Tri-

4. 8. 248 ans den Formeln far zwei re

erten Le

juisitiones generales

hehand

circa superfi

gonometrie auf irgend einer krummen Fliche gemacht hat,

Indem wir im we
dia
beh:

{reg

ten, bilden wir in Fig. 1. ein
tisches Dreieck mit den Seiten
b, ¢ und a = g -+4¢', indem eine
Senkrechte p das Dreieck b, ¢, a
in zwei rechtwinklige Dreiecke p, g,
sowle p, q' zerlegt,

-
1

Sind & und e die geo-

diitischen Excesse der beiden recht-

winkligen 1

ldreiecke, so ist n
31) des vorigen § 110. 8. 35

k3. (1)

-L! —
Iy ks
e b ’r‘: = o AR (2)

Indem wir zundchst die Glieder von der Ordnung k2 bei Seite lassen, konnen

eicht fiberzeneen, dass der Hxeess & |+ 8 = & des FANZen Dreiecks in ers

(d. h. vorbeliltlich der Glieder mit %k2) so berechnet wird:

L _plard) btk 3)
& T8 = &= 2 q

Um die Ubereinstimmung dieser Formel (8) mit der Suwmme von (1) und
1 t man nur die der ganzen Theorie zu Grunde liegende Annahme
Kriimmungsmass k eine lineare Fanktion der Coordinaten auf
Fliche sein, also auf der Linio @ = g - ¢ sich proportional den Strecken ¢ und ¢’

dndern soll, d. h. es muss sein:
kan = k. —- i | Ky —a) oder ':'-'.H = ‘_,"I = .f‘l' + K 4)
q

und damit geht die Summe von (1) und (2) in (3) fiber.

Man kann also nun die

Gleichung (3) so schreiben:

k.

@ o f e
5] Q

oder &

che des Dreiecks sein, . B. kann

Dabei soll in Nihernngswert fiir die

] 3 v . . -
it = —L auch die Fliche eines ebenen Dreiecks sein,

das man aus den drei

(5} vernachlissigten Glieder

igens die in
anch die Bedeutung

‘oitanls . . T ]
ceitenlingen a, b, ¢ konstrmiert, Wenn iib
] 2 beriicksichtigt werden sollen, dann muss

Ordnung

: ) i 2 : = oiocks @ b, € sein
von /v, % B, ob es ﬂ-j oder gleich der T liche des ebenem Dreiecks @, b, ¢
2

soll, unterschi anch die hoheren Glieder

n. weil je nach dieser Unterscheidung

sden w
vou der Ordnung %2 verschieden ausfallen.




oo4 Berechnung des allgemeinen (schiefwinkligen) geoditischen Dreiecks. § 111,

2. haben wir welches dieselben Seiten
| A* B**
haben muss, deren Summe = 180° ist, und deren Differenzen gegen die geod
Winkel 4, B, ¢ nun untersn

Von (20)—(¢

tische Dre

itischen

ht werden sollen.

o) § 110. 8. 5561 haben wir foleends
) ;

| | Pq2 Bk +Blgy+ 2k
| { Deos =9 — 2 !

(6
oo, Ly B/ I
LR pge 8k, 3 ko 21 |
[1 COS ¥
: 3 3

bsine = q P2 Q2 ke -+ gy + J
| 6 i | /
1l

estina’ =q'

Hierauns bildet man:

bceos i cos o' = pt

+k  ploq

2 ks |'l-'!~|_.| =

Da e ¢ erhilt man hierans:

beeos A -

EPT ¥
‘.'_If.:'“: = qq 1

(s
;

£ ' f":.)".f-' D P il I
—-—_rrrfl - GY -_.-I||-- t rl.n'Jrl |

Zwischen den verschiedenen Dreiecksseiten bestehen Beziehungen, nimlich nach

(14) § 110. 8. 550:

P2 g ke 4 2k k.
R O SR ol ] '
;i s 3 4
02 = ply g2 (1U

Non wird nach Fig. 2. das ebene D

welches dieselben Seiten-

lingen b, ¢ und ¢ = g+ wie das ‘
: !

A*, B*, O,

bt die Gl

2ck Fig, 1., wihrend die

Winkel andere werden, niimlic
Dieses Dreieck T

(i a« = (g -+ )2 = b2 | ¢B 2hecos d* (11

Man hat also aus (11}, (10) und (9):

2hecos A* = b2 4 2 (2% + g2+ 2q4q)
kap? kan 12 k. p2 9
=api—2qq — (2 g2 T s L ey elR g e
i ! 19 (@it A g 4 19 :
Vergleicht man dieses mit (8), so erhilt man:
B o lone 4% gAY PRk o o it fraiait P* ko T I
C(eos A™ — eos'Ad) = gg (2 Q=+ ag=-4+49q) 94 Q4 q=--sq4)
T @ 7
o T SR PEhy oy o
== 94 ge-+=a9q¢i- 54 "':"r" qiaq)
Sl - - r. (12
be(cos A* — cos 1, == i If}l 4 2 f'_.-lf f"l: t jr.':J 1 ':-'.n' =.q ) ke . =t [ | | (12)
I -




§111. Jarechnung des allgemeinen (schiefwinkligen) ;;I.:'.nii'lii:-'nlh-ll Dreiecks. 555
Hier ist wieder das Krimmungsmass kg, mit Hilfe der Gleichung (4) zu eli-

minieren: dadurch bekommt man aus (12):

2 (g -+ q' )2 i1
- ¢os A) = ; f‘ji | = k) l\lﬂ
Hier
ecos A¥ cos A = (4 — A*) sin A”

und besin A* = p(g+q)=2

wobei / ein Niherungswert fiir die Dreiecksiliche gein soll. Damit giebt (13):

A

A—A*= 5 @k+h+ k)

Indem wir den schon bei (5) gemachten Vorbehalt beziiglich der Bedeutung
ebene oder krumme Dreiecksfliche auch hier

r Niherung fiir die

von /N als er
machen miissen, schreiben wir die simtlichen drei Gleichungen von der Art der soeben

gefundenen zusammen:

A
e - Dk 4 k) (14)

o ks n'IL'.'- Ti Jl:.' i1E,
Summe: &= = (15)

schon bei (5) gefundene, und

Dieses ist wieder dieselbe Gleichung, wie dis

. wollen, so ist die roidische

wenn wir die Glieder von der Qrdnung k2 vernachli
MO wie die -“-l’]'ii-'ll"cllhe

Dreiecks-Berechnung durch die Formeln (14) und (15} erled
endre schen 8

(12) §42. 5. 236 bis

urch den einfache

Dreiecks-Berechnn
Ordnung — einschliesslich, i ansschliesslich, bestimmu wat.
r2 rd

Um nun in unserem Falle auch mnoch die Glieder von der Ordnung &

nze vorstehende Entwicklung (6)
istdabel nur
nicht mehr

entsprechend — | zu finden, konnen wir die ga

\ |'-"
mit Zusetzung alle

vo 12 wiederholen, und es

Glieder von der Ord

etwa das eine nders zn bemerken, dass dann die Direieclksiiache

?n’ [

0

e L) ap £ i y ]
nach Belieben = L oder = sin A* gesetzt werden dart.
5] = B

die Flache

Indem wir fiir Entwicklung mit G

an festsetzen, dass /A
ro1ecks J."ig:".'- 2.

st durch

edern

des ebenen aus den drei Seitenlingen a, b, ¢ zu konstruierenden Hilf

iehung zwischen j q) and N

sein soll, erhalten wir eine Be

weitere Beniitzune der Gleichungen (6) und (7), nim

'
sin A = sin (e~ o) = sin @ 003 0 - C0§ & S K

§

¢ I: ; ; Ll
besin A=p g+ )| 1+ = (p2—2494 "I.'

e e
A —be| sin d* 4= keos A7 | L 5.

. Ww.
b sin .
o




a6 Kramme Oberfliche des geoditischen Dreiecks. § 112,

Da hiemit der Weg zur Entwicklung von A4 — A* bis auf Glieder k2 ein-

zeichnet ist, beschriinken wir uns im weiteren, das Schluss-Ergebnis

der Entwicklung hier mitzuteilen, umsomehr als die Glied

r mit k2, wenn man inner-

halb derselben keine Unterscheidung zwischen k., ks, ¥ mehr macht, ledielich sphi-
1
rische Form annehmen, und nichts anderes sind, als die Glieder von der Orduung
rd
in den Formeln (31a), 32a), (33a) § 44, 8. 251, welche wir den Formeln (14) schlechthin
zuzusetzen

erechtiet sind.

Entweder durch solche Zusetzung, oder durch unmittelbare Weiter-Entwicklung
fiir das geoditische Dreieck bis %2 findet man:

P T o i a2 4+ THe 7 ¢

3 4 B e 15
DN Ba 2 ks ke + b2
g 4 15

A— A*

=3
[
(=]

B— B* = (16)

A Ry Ty 2k 2 7he R
Cgh s Ba+T+ 2k, i 12 7 a f_r!I.J L ¢
- 4 24 15
: Ea + kb -+ k. TAY a2 4 b2 + o2 =
Summe & = A\ o R : (17)
o fa) 3

Durch diese Forme

weitere Formeln sind nicht notig.
Wenn wir jedoch die sphirischen Vorbilder unserer Formeln in § 44. 8. 251—2

betrachten, so finden wir, dass uns das Analogon zu (35), (38) und (39), 8. 251
fehlt, das zum praktischen Rechnen zwar nicht erforderlich, aber doch so interessant

ist, dass wir im nichsten & 112, ung damit bes werden,

L

§ 112. Krumme Oberfliche des geodiitischen Dreiecks.

Wir nehmen in F . die Vereinigung eines rechtwinkligen und eines Polar-

auf der krummen Fliche wieder vor.

Der Punkt A I
litischen Coordinaten - System
g () die Abscisse 0 P = P and die Ordinate

5_5 stems von g¢

in dem rechtwinkli

=

mit dem Ur-

SPTIL

Pz . Y.
dpi : - 1
e

te rechtwinkl

P 4 = g, und das dadurch bestimm ¢

Dreic

wek O P A habe die kromme Flicl

e

Um das Differential d ¥ zn bestimmen,

untersuchen wir, um was sich die Fliche F'i

and

wenn p und g bzw, sich um dp und d g
: Wenn P allein sich indert, so riickt der
- Punkt A4 in der odiitischen Parallele won A
nach D, und die Flichen-Anderung ist = I—1L
wobei mit I der Streifen PP D 4 und mit I
ale Dreieck O I? A bezeichnet, und

kleine Dreieckchen mit den Katheten A ) und

':'iLL\' .-\'I‘ll'IJ]

kann also schreiben:

I} K vernachlissigt wird. Man




Krumme Oberfliche des geoditischen Dreiecks.

Weise hat man auch:
a1
d q

wenn mit JII das schmale Dreieck (0 4 B bezeichnet wird.

dg= JII (2)

Um die drei Flichenteile I, If, III niher zu nntersuchen, beginnen wir mit I

I = re"-.w dpdg=d I.'._),f ndq (3)

Dabei ist d p als Basis P P’ des Streifens I konstant.

Das Dreieck IT lasst sich zu IZT in Beziehung setzen durch das Verhiltnis [
FA: A B, nimlich:

I IlI=FA:4B

Dabeiist A B = dqund E A = nd p cotg §; daraus folgt mit Rficksicht auf (2):

ar
IT= .~ ndpeotgp (4)
o q = 1

Man hat also nun aus (1), (3) und (4):

S i 3 : AF
T == Tk g — M colag o
{4'_31- d I ).J,l’ ) 7 i p q| dq

Der Faktor dw fillt fort, und dann hat man:
) /]

LOF , OF

cos B m = gin fndaqg

SR | J

op dyq
oder, weil sinf und cos § von den fritheren Entwicklungen nur in den Produkten
e Ty . : o F

ssin i und s ¢os § vorhanden sind, schreiben wir:

AF AF

SR D A - # 8 CO85 b

dp dq

Diese zur Restimmung von F' dienende Gleichung goll in Ubereinstimmung

enden Gleichung, deren Coéfficienten 4, B, C, D gunichst

—gsinfl fndg ]]

1¢

ht werden mit der fo

inbestimmt eingefiihrt werden:
= i po+ Apt+B@+0p2q+Dp ¢ (6)

Nach Anleitung von (5) wird hieraus gebildet:

JF 1
=3

: q+24p+2Cpe+Dg?
dp

a 1 TR
4 Lo p+2Bq+Cp—+ 2Dpq
dp 2 .
Hiezu nehinen wir in erster Niherung von (18) und (19) 8. 551 und (16) ©. odg:
ssinfl =p seosp=1q n=1-+fq"
Wenn man hiemit die Gleichung (5) bildet, und

man 4 =0, B=0, C =0, D=0, d h. die Reihe fir F hat keine Glieder von der
g ), C=0, D=0, d h.

mit (6) vergleicht, so findet

Wi £ i
$orm f,_“ ".!'l"" _ Qs j"[‘"-
Nachdem dieses erkannt ist, wird als neue Form angenominen: !
21 e NS (7)
T — - pq - A }‘,3 q -+ R]""E' 4+ 0 P go !
1
|
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o I

gebildet, hiezmn in zweiter I‘«,';'g:_"_.:]';“u_-' von |

Dieses wird in (5) einge entstehende Ausdrock mit (7) verglichen,

wodorch sich ergeben wird:

1 |
44 = 3 fo 4B=0 L0 =——_Ff,

3
Und setzt man auch noch nach (13) § 110. 8. 550, 2/, = —F, so giebt (7):

5l ] ||l‘ I||l F o 1] 2

P 5D q- 94 k(p%—+ q%)

In der nichsten Stofe haben wir 4 weitere unbestimmte Glieder zupesetat von

der Form A pi g+ B pS 2 + B' p2 g3 + A" p g4, wozn auch s sin &, scosd und n ent

sprechend hiher ]

r Zn

-

gichung

2NINENn ware

n. Die Ausfithrung und Coi

enten- Ve t

nach dem bishericen

. ll ,ri ' = 5 - < 2
y 9 pq ‘]'rtl_?” ;. = fo p& |”.l'.. S 6 f .""% .[IH_I:.

Verfahren gab:

a—Thp e — 1208

Wenn man hier wieder die Krimmungsmasse

1ach (18)

& 110, 8. 550 einflihrt,

so kann man den vorstehenden Ausdruck fir F auf foleende Form bringen:

F— ph  pg [f‘

I ()
R T 1 i

2 (3 p2 -4 rﬁl

o 14 '!r;i: L3 .rl;‘_"'] = f||'.:-‘ \ J\:)r ‘”51 =g ri'3| e Ifl

Setzt man die verschiedenen kg, ks, ky hier einander gleich, schlechthin =F,

so erhilt man wieder die Gleichung (8).

Nun kommt es darauf an, von der Fliche F' eines rechtwinklicen o
ebigen Winkeln.

Der Weg hiezu ist bereits durch die Entwicklung von § 110. mit Fig. 1. 8. 553 vor-

Dreiecks fiberzngehen anf die Fliche eines alleemeinen Dreiecks mit beli

gezeichnet; wir werden wieder das allgemeine Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiec
Yol eke nach d

zerlecen, und ben dann, die

bisherigen mit #; und F, bezeichnend, und

nehmend : 7k % 7
F=F;+F
Wenn wir die Formel (9) fir die Fliche F' eines rechtwinklizen Dreiecks, auf

die beiden Teile von Fig. 1. anwenden, so haben wir:

=P P

PR T W

)l", LE Ii.lr'Ei' i ].'Jr‘l'

P -
o 5} T 2-1“-""'1;'

Hiezn hat man nech (24)—(27) 8 110. 8. 551:

! [ g2 3k 4+ Bhy 2k {
p=>beosel + .{ il = esoent il

] s
g=tbane (1wl 2ttt th b0 ol o
- G 4 |
| 0e8k - 3 kg 21 I I
p=ceosa |1 g .‘" y = beosee |1+ 1 8
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Diadareh 1ot . r oy L 1. 2 r
Dadarch ist der Weg gezeigt, auf welchem man die kromme Dreiecksfliche F

in p, ¢ q nebst de
in dem Dreieck selbst, z. B. p24 2 =82

als erste Niherungen n, s. w. Wenn man nach diesen Andeuntungen

reometrische  Bezicht

]
12

die durchfihrt, so 1an erhalten:

3c2—12beccos Ad) 4¢2—0bceos A)

Fe (402 +3¢2— 9becos .-11! (11)

leren Formen mit

Dese Gleichung (11), welche man auch noch in zwei a
ac¢sin B und mit @b sin O, anschreiben kann, ist nicht symmetrisch, weil eines der

alb besin A

drei Elemente 4, B,  baw. a, b, ¢ bevorzugt ist. Wir wollen d

di ersetzen, und haben hiezu von (14) § 111. 5. 553:
B s ity B R T
_-1 = £ = ’; 1
und im ebenen Dreieck: O hecos A% —= 12 4+ o2 — a?
Da man in den Gliedern zweiter Ordnung von (11) stets A mit A ¥ vertauschen

kann man mittelst der soeben geschriebenen zwei Gleichungen die (11) auf

3 1 -]
rende Form bringen:

y 3 1 .
= :E T '|-J.|'|l'- {2

B4 D2

(12)

Setzt man hier k. = kb = k.
I | ] _l % (a2 - b2 - |:€-J:-; [15|

wicht dem fritheren (36) 8. 251, und damit kann man auch (31)—(42)

n, was in der Formel-Zusammen-

ht auf unseren Fall tiberfrage
13, geschehen soll.

. hakten wir

Auflage dieses Bandes,

inng der Gl

in ‘der

el geodi her Drel

Dieses mag diesesmal ubergang

§ 113. Praktische Anwendung der allgemeinen Theorie der
geodiitischen Dreiecke.

(Bezeichnungen nach Fig. 1. und 2. o 5ad.)

Wir wollen zuerst die verschiedenen von § 111.und § 112. zur prakti n An
uch noch einige zusaminen-

wendung geeigneten Formeln zusammenstellen, und dazu au

nde Bezeichnungen einfiihren. Wenn die Kriimmungsmasse in den
nehmen wir hiezu einen Mittelwert:

fas; drei Ecken

eines Dreiecks mit ki, ki, % bezeichnet sind, so0

Fa kp —+ e = 'll'-!l (1)
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Dieser Wert k&

metischen Mittel der geogr

Wenn die drei

so berechnen wir das

[.’.ll: 1'.‘\:]]\[ ~]-"§
ehenen Dreiecks, welches mit

hat, &

I b o i

Die F

18 des

Mit diesen Bez

e Anwendong

und die Summ

sch
mittlere -‘;'.:'l'.-'l'l-,:il:ll|]'il‘::
a2 - B2 4 i

5]
o

R e 2 s
caoditischen Dreiecks

Die Wink

e
ceodiitischen Dreiecks,

chnungen haben wir v

sefzung der nitigen p:

der drei Endj

der Winkel des geoditischen Dreiecks

des Dreiecks

en Dreiecks

= s

sind

|:"|"E S I

g wo & der geodiitische Excess des Dreiacks heisst,

auf der krnmmen Obe

und die Fliche des ebenen Direiccks mit den Seiten a, b, ¢ seil =

m (16) and (17) & 112,

[ SR SR e - S,

der geoditischen

o odil

A — A% =

oder mit Einfihrung von k; und von m2 in

und

A— A*

B— B*

Sumime &

Der theoretischen Vollstindigkeit wegen
kromme Oberfliche &

als Folge von (5)

3 eh+ 5 elk
o o
Tad
e ke T; 4 (Fn —
A )

b

und (6):

hier bei, nach (13) §

o .; o k2 l 15

dreifacher Form:

|'I|:__,.] == 0 BT m2 — 2 a2)

Dreiecke. =] 113.

||:||_i -:1'-_-|;| :;J'il h-

s Dreiecks.

n @, b, ¢ haben,

i B* + (*
A4+ B+ G

ache gemessen,
8. 556 mit Zu-

20~ |

1. £ lf"' e o "f o i 4

gl T 3 O E=L{M*— 20%) 4]
1 ;}I‘II s \ J [

-'r-'u-' =1 o EZ (T m 2 o2y

: 120 =
/ -‘ .
o k2 2 5

112.

= km?
tal

fiigen wir auch die Formel fiir die

Endlich

oder mi

t Einflihrang der Mittelwerte k

E Il
aus (4) und (5

g2 ki k
g 4k

bildet man

A— A*

L4

g und

A—gr=" 4

Summe & = g,

I3

durch Elimination von

k

£ 180 .

m? nach (1

60

9

aé - B2

and (2)

2
[

die Differenz:

€<} 1]

in dreifacher Form:

|'l|'.I &k . a
- (m2 — a2)

I. A

ol | &k
¥ o o
| = — (me — §8)

Gl

i
(

a o I
(s = I




§ 113, Praktische Anwendung der allgemeinen Theorie der geoditischen Dreiecke. 561

Wo in den hoheren Gliedern dieser Formeln k schlechthin steht, sind die
einzelnen k., ks, k. nicht mehr unterschieden, und wman kann dann nach Belieben
etwa &k = [, nehmen,

Die Zahlenwerte von k& kann man aus der Hilfstafel 8. [8)—[29] unseres An-
hangs entuehmen, denn es ist:

1
.;Iu-'_,' k= loc
. oy J‘.-JL

Aunch darf man sich wohl erlauben, wenn es sich um den Mittelwert k, nach
1) handelt, statt des Mittels

L selbst, das Mittel ans den verschiedenen log &

Dreiecks nehmen, insofern auf nicht zu weite Er-

i die Differenzen zwischen den Breiten ¢, zwischen den Werten & und den
Werten log k alle nahezu einander proportional angenommen werden diirfen,

Wenn die Proportionalitit zwischen 4 @ und A% nicht mehr stattfindet, so isl

- eanzen Theorie zu Grunde L i

38 [t eine lineare Funk-
tion der Flichen-Coordinaten sel, nicht mehr erfillt ‘|,l_'|‘1 13} und ]l § 109, &, b48

nde Annahme,

auch die

and (13) § 110. 8. 550).

‘ahlen- Beispiele nehmen wir zuerst wieder das klassische Dreieck

% einem

ies uns schon mehrfach, auf 8. 232 und S. 2

Inselsberg-Hohehagen-Brocken, we

als Rechen-Beispiel gedient hat.
Wir nehmen nach 2. 232 zuerst wieder die geniherten geographischen Breiten

. [20] des Anbangs

der drei l'_:L-};|+L1ni-,;..- des Dreiecks. und entnehmen darnach von

die Krfimmungsmasse:
Punkt Breite !r[J_r} i '."-'J_.',l =
2

o |'Ir.'.r,l .'I.',_ = 6.390 12778

Inselshere 1
Hohehagen 51° 28" 31" log ky = 6.390 06594 '
Brocken g [l £ log k. = 6.390 03574 [

Mitte] 51° 29 847 log ky = 6.390 07582
Wir haben dabei ansnahmsweise seharf gercchnet, d. h. von Seite [20] zuerst
gebildet. Wir wollen damit die Winkel

(10)

g r interpoliert, und daraus log¢® und log k&
auf 0,000 001" genau berechnen, was nur formellen Sinn fiir ein Vergleichs-Beispiel hat.

wieder beniitzen,

Indem wir die fritheren Zahlenwerte von 3, 237 und . =

:'Hl‘l'Jl-n '-'-'if'l

& = 60,194k b = ¢ = B84,041%
as = 4787, gukm 2 = 11280, 24w 2 = 7215,07 m? = 7744,55m
log A\ = 9.467 21676 /= 2932 856 450
hiemit nach (5): & — 14,849 701" = 0,000 § 14,850 054 (11)
.|:||‘,;| nach (G} F'— 9 039 ang 4501 + B0 603m = 2 032 426 148

und damit & nach (7 g = 14 850 054" (stimmt mit (11))

¥

Die Gruppe (4) und (5) giebt: i
A A* = 4949 900" — 0,000 148" + 0,000 136" v |
B— B 4,049 900" + 0,000 028! -+ 0,000 096" = 4,950 024
4
; 2

3 = Sy (12)
L 0.000 121" = G50 141 |

(0 — O* = 4949 900" 4~ 0,000120°"

0.000 358" = 14,850 053"

6

& = 14,849 700" + 0

I1I, Bd. 55

Jordan, Handb. d. Vermessungskunde. 4. Aufl.




562 Praktische Anwendung der allgemeinen Theorie der geodiitischen Dreiecke. § 113,

Ferner giebt die Gruppe (9):

A

y A* 40950 018" 4 0,000 148" I 0,000 018" - 40950 184"
B— B* £.950 018" — 0,000 028" 0,000 021" 4.949 969" l

{; * 4950 018" 0,000 120" « 0.000 0037 = 4.940 901" [

5 14,850 054" —+ 0 5 — 14.850 054"
|
Wenn man diese Winkal (12) und (13) mit den fritheren .\'|-||:"1T1>-'||I-:I Angaben
aul 8. 253 vergleicht, so findet man nur Differenzen von etwa 0,0001', woraus zu
ersehen ist, dass in diesem Falle eines sehr grossen Dreiecks die Berechnung nach
den sphiroidizchen Formeln keine merkbare Abweichung von der sphirischen Rech-
nung bringt.
Die Zallenwerte, walche wir hier in (12) und (13) berechinet haben, stimmen nicht ubersin
mit den Werten, welche Gan it in Art, 28, der ,Disquisitionos geperales ete® gegeben hat, die
Gatuss schen Angaben sind namlich:
Inselsberg | = 4%
| Hohehagen I — B* IH
Brocken { {
a8 davon her, dass Gauss im Jahre 1827 | er Hechnunr
Zl als die erst von 1841 herriihrenden Hessel sehen lehie unseLe
It 1 Grunde liegen
Fig. 1 1. &,
Irigonometrische Verbindung zwischen Spanien und Algier,
iﬂq |4® (20 :3"uun Gr.
Tetica |
o \'\.\\I_ o ]‘1'908[}::
78 3 L gopiq P8 |
Mulhacen T =75k M\ 0-37%5' | '
h=3481 ™42 TV ; 37
i P ' | Ny b= H
P-37°3' pon2e1s | A% |
| 1 ! A, oo %
- | e e |
| 145‘-{1—4' | \
i Nl w(141°34)
| L N
| ' \Ma24°58)
1 | Ill. . |

| T o {1 g
(1652209 1>~ 3222 | 36°

362

| b=\ . MiSubiha

' Rt N BL* h-585"P35%0'
| ; |
_ /-'225“%'
746°40')
327%40", \ 7N
r /46°25 |
35° 3 ——— a5,
| Fi Lhaoussen
hf'”"-‘,'-cll:l rl_':J:35'.U:
[o° 1° {20 3
1*4 000 00D

100" 50 0 100 200"
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]Jil_‘ 1m 1r'L;l".‘-l.\!]v']:'.i{':'. llu':'-.
Reduktionen zwischen den geodiitischen Linien uni
larch die fritheren Formeln von § 71. bestimmt sind, Je

hneten Winkel-Reduktionen sind unabhiingig von den

1 den vertikalen Schnitten. welche
Redultio VOT-
her schon angebracht sein, ehe die geoditische Theorie von § 109.—112, zur An-

1en -milss

wendunge koi
Wir wo

dargestellt ist.

oriisseren Beispiele zeigen, welches in Fig. 1. 8. 562

1 Dreiecke, welche im Jahre 1879 von Ibanez

Hiezu nehmen wir eines der grosse

gwischen Spanien und Alsier angel

hiet haben.

und Perrier zur

onometrischen Verbindung

a o

worden sind, wie wir schon frither im allgemeinen b

[Hese erossen Dreiecke nen sich sehr gut als Zahlen-Beispiele zur Anwendung

m Sinne ist auch

der geoddtischen Formeln mit sphiiroidis
schon eine Berechnung nach Helmerts Formeln mitgeteilt worden von Fenner in der
plieitschr. f. Verm. 1882¢
isico y astrondmica de Europa y Africa,
o ]
agne*, und endgilt

co y estadistico. Tomo VII. Madrid 1888% 8, B7—111.

[m fibrizen haben wir die Quellenschriften:
& L

JEnlace geods Madrid 1880% und in dem

L PR PR = of
yem "._|||1'.|'|||.-‘.I geodesiqne et as

ralbericht d. europ. Gradm. fiir 18504,

. Berechnung in dem Wi

nomique de 1'Algérie avee

«Memorias del instituto eo;
haben wir die zur Be-

Nach diesen Schriffen und einigen Nebenberechnung

ute in Fig. 1. znsammen

=}

ndtigen Hauptwerte der Breiten und der Azim

v 1. 8. 23 alle: wesentliche 'r_fi-'!ﬂ:._

welche nun in Verbindung mit
Wir wollen hier nur eines der vier Verbindungs-Dreiecke durchrechnen, namlich

Mulhacen, M'Sa Filhaonssen.

sind folgende [:'l.'['.'!llfﬁl' ete. 5. 100):

smessenen Winke

Mulhacen A= 22° 2% 45,269"
g . ST
M'Sabiha B = 7T8° 48' 45,568 l i
S 1 e} |
Filhaoussen O = 782 43" 39,198" ‘

Summe = 180° O
/ i I 11 S AR Yo it
Wir wol iedoch fiir unsere Zwecke diese 3 Winkel licher in Gestalt von

6 Richi ungen darste

n. und zwar so, dass die Richtungen nahezu gleich den Azimuten

der betreffenden Seiten werden:

Mulhacen M'Sabiha Filhagussen
(4 B) = 124° 15 0.000" (B Q) = 226° 53 0,000" (C4)=327° 0,000

339,1987 4 (18)

(40 146°43 45289 (B.A)=2305°41' 45,563" (U B)= 46"

3 89,1087

A 229 98" 45 =

" B 780 49" 45.563" = T8

! . . 2 (1B} ass (A F) i
Die Differenzen 4, B, O sind wieder dieselben wie hei (15). Dass (AEB) und

P . L H TahErT y ap 3 f
(BA) u. s, w. nicht nahezu wm 180° verschieden sind, obgleich die Richtungen elb
auf etwa 1' genaun Azimute sind, rithrt von den Merid Konvergenzen her; die Mitte
; i i, 1. ein-

werte zweler solcher Gegenrichtungen sind als Mittel-Azimute
geschrieben, z. B. (147°12) als Mittel aus 146° 44 und 327 . %
Nun miissen die gemessenen Richtungen (16) zuniichst wcher Weise

len.
Hohe der fi-rl}_l'.lnlé_h] tiher dem Meere;
loktion fir einen Zielpunkt der

Abplattung der Erde redu

tens erfolet die Bedoktion wegen «
83 ist mach der Formel fiir y in § 68. 8. 372 die Re

in der Hohe h tiber dem Meere, im Azimut e angezielt

wird. in Sekunden:

I : (17)
= 1= N 0 St o CO8 14 \

A




ktische Anwendung der allgemeinen Theori

Yweitens ist Beduktion erforderlich von den wertikalen Schnitten, in

die Richtungen (16) gemessen sind, auf die geoddtischen Linien; hieffir haben wir

nach (L6) S. nebst Fig. 5. 8. 384 die Reduktion in gentigender Niherung:

Der in {17) and {18) vorkommende Faktor 72

%

e e'2 pog2 . Da die

ten ¢ der drei Ecky

ian damit anch die Mittelbreiten fiir die drei Seiten, und hiezu lassen sich

Werte logn® berechnen, sowis notizen log N ans der Tafel Seite [16] entnehmen:

M'Sabiha 35° 40’ Mulhacen 37° 3 Mulhacen 37° &

Filhaoussen 35° 0 Filhaonssen 85° (f M'Sabiha 35° 40

20* 36° 2 86922

2 7.65049 7.64286 7.63917 )

log N 6.80513 6.80514 6.80515 |

Mittelbreite ¢

Tarr

(12)

Da im iibrigen zun der Rechnung nach den Formeln (17) und (18) nichts weiter

egeben, teils in Fig. 1
;
I

Rechnungen mit;

zn bemerken ist, indem die nbtig

n HElemente teils in (19) g

eingeschrieben sind, so teilen wir sofort die Ergebnisse

el

Mulhacen M'Sabiha Filhaoussen
ung | (AB) (AC) (BT (BA) (CA) (B

-+ 0,042

¥ ~0,126" , + 0,123" 021", <+ 0,126" | + 0,123 , — 0,021"

i ||_+.\:-‘,f_|’_. — 0074 ..._.||_.|'|._C§j"_ Ty

v+ 9 | --0,087", -+ 0,049” | + 0,061" , — 0,104’ 0,102", + 0,021

(20)
Waield aEn 19 .
— 0,038 — 0,168 0,123

Indem wir diese ionen (20) den gemessenen Richtungen (16) hinzuftigen,

s wir folrende nene Richtuneen, die wir zur Unterscheidung von

erh

zeichnen wol

(AB) u. s. w. nun mit
Mulhacen

[4B] = 124% 15" 0,087" [BC] 83" 0,061 [CA]

= 146° 45 45,318" [Bd]= 805° 41’ 45459" [CB]= 46° 238

Filhaoussen

A' = 22° 28" 459231  B'= 78° 48 45,308" O’ = 78" 43' 59,821" (

horen, auf ein ebenes Dre
um die frither mit A*, B*, C*
ler die hiefiir giltigen Formeln anzuwenden,

welche wir am Anfang dieses § 113. unter {1)—(9) 8. 559—560 znsammengestellt hab

Um nun das Dreieck,

mit gleich langen Seiten zu reduzieren, oder

neten Winkel zu finden, hat man wi

Die hiezu notigen Krimmungsmasse &, bzw. die entsprechenden logk ¢ sind:

i VS : Do e o
A, Mulhacen =87 3 logkp=log = = 1.7059395
{ B ¥

3, M'Sabiha

(#, Filhaoussen

Was die Rechnung im fibrigen betrifft, so haben wir die Seite AC

zu G

lie Winkel 4, B, ( zuniichst vorliufig auf 180° ausg

unde gelegt,

¥ TR = 1% . = o : 3 Y =1
damit erste h;tllt-:'um{e;h von it Y, erhalten, woraus weiter Jc,ll-_fi‘.;_ BlL=40d




§114. Bestimmung der Meridian-Ellipse durch zwei Braiten-Gradmessungen. 565

105173,9™ und 4 B = ¢ = 269 845,7~. Damit konnte weiter gerechnet werden

1 endlich:
B'— B* = 93.5866"
(22) von den A, B', C' in (21) ab, so erhilt man
A* = 22° 28" 21,644"
B* 78° 48" 291,811"

log A = 10.148 6726 und & =

1 A% = 23.1

Zieht man diese

C—C* =93,5875"  (29)

C* = TB%48" 15,738"
Somme = 179° 59° 59,188"

y — R 23)

Dieser nun noch bleibende Widerspruch w = — 0,812 rithrt von den Beob-
he Winkel-Reduktion an sich ist damit vollendet.

achtungs-Fehlern her. Die geod:
Wenn man die praktische Frage aufwirft, ob die kleinen Reduktionen, mit
technung zu bringen

denen wir uns hier beschiftigt haben, bei Triangulierungen m
e der Beobachtungskunst diese Frage filr die

sind, so wird man beim hen

igen Hihen vereinen; dagegen bei soleh grossen

iangulierung @

wihnlichen kleinen Dreiecke und |

oy

Verhiiltnissen, wie diejenigen der chen Spanien und Algier, sind
kleine Grissen wie die unter (20} erhaltenen neben einem
Messungs-Fehler w0 nach gewshnlicher Anschanung nicht zn vernachlissigen.

deren Theorie in den friilheren §8 66.,

die Theorie

nur etwa 8 mal erisseren

Dieses betrifft diejenigen Reduktionen,
7. und 71. behandelt worden ist, Ide Kkleinen Grossen, welche durch
noch erheblich kleiner, und

dieses Kapitels X. § 110.—8§ 112 gewonnen wurden,
der praktische Gewinn unseres canzen Kapitels X. 1 sich also sogar bei der
T
h Theorie der Ganssschen ,Disc
icies eurvas® sich hier nur als schtne Theorie zeigt
unmittelbar braucht, so ist die Theorie damit doch auch praktisch nicht fiber-
denn ohne diese Theorie wiisste man eben nichf, dass die zweifellos vorhandenen

janeulierung auf Glieder von 0,001 Betrag.

1-algierischen

itiones cenerales «

iernach die

welche man in der Xis

» der Abplattung der Erde in diesem Falle so wenig ausmachen, und die hiheren

. . o - . [ o e T s dar anhiarnidizchen Glieder
sphirischen Glieder mit : in § 44, wiirden ohne die Kenntnis der F]lhel!'-?l‘!'-"'-]“ n Glieder
o

Wwertlos sein.

]\ ] }r] i'.i“l X [
Bestimmung der Dimensionen des Erd-Ellipsoids.
§ 114, Bestimmung der Meridian-Ellipse durch zwei Breiten-

Gradmessungen,

|".!'1ifii||t"l|,~i.|;'|-"l1 sind

* PN 1EoT
die SoFenannien

Das flteste Mittel zur Bestimmung der
» wir in der Einlei
man die Messung eines Meridian-

coteilt ha

I g3 1—9 mi

breiten-Gr

HESSINgen, deren (esel

e versteht
geographischen Breiten seiner Endpunkte.
FEOgTA]

solcher Gradmessungen unter ver-
dadurch bestimmten

. Unter einer Breiten-Gradi
togens der Erde und der Polhshen oder

Wenn man die Messunes Ergebnisse zweier
: = die Dimensionen der

sthiedenen Breiten kennt, so- kann man

My

idian-Ellipse berechnen.
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