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166 Reihen-Entwicklungen. § 28B.

ist der Uberschuss der

Der sphirische Exzess eines sphiirischen Dreiecks
Winkelsumme fber 180°, d. h.:

8=+ f+y—180°

Wenn r der Kugelhalbmesser und X die krumme Oberfliche des sphirischen

Dreiecks ist, so findet man darauns den Exzess & nach der Formel:
7
& U

e

= 130° - 180 , 60 ., 60
st o= oder fiir Sekunden p =
4 o £ P

Aus den Seiten a, b, ¢ erhilt man den spl

- 206 265", (Vgl 2. 170.)

rischen Exzess durch die Formel:

£ 5 88— s§— b §—¢C
tang - = 'f tang - tang tang tang —

wobeli a +b 4 ¢ = s.

§ 28. Reihen-Entwicklungen.

In der hoheren Geodiisie spielen konvergierende Reihen eine wichtige Rolle.

_"I';“ull'i.f'“; i-)

Als Grundlage

enz-Reihen betrachten wir

it konverg

Taylorsche Reihe mit der Verdnderlichen x und mit der Andernng h derselben:
4 1 RBE h3 .
fle+h)=flo)+hf (@)+51" (& +5"

I

Dabei bedeutet f' (x) die erste Ableitung von f(z) nach =z, ' (x) die zweite

Ableitung u, s. w., ferner ist:

1t=1 51— 190 91 32880
Ze=119="29 6l = 720 10! = 8628800

=+
s |
|

= 5040 11! = 39916800
= 2o g od = 24 8! = 40820 121

79001600

In anderer Form sind diese Fakultiten:

21 =9 '|l1fl_
8l=19.43 7 11! 11

n=1 9 2 4 5 [ 11 12
=2 4 B 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096.

=]
oo

Die sehr oft gebrauchten trigonometrischen Anwendungen der Taylorschen Reihe
gind:

h h8 hyd

s+ h) = sinmx + k Cos & — — sin o — CcO8 T - st x —-
2 g oy i

o 3 : he 53 4

sin(x—h) sinm—~—hens o — sinx 4 cos o - " SN E— ..
2 sl R B ;

1.6 «
o 2 : he ha hd
cosla 4 h) =cose — hsinag — —COST — SINE - - cOST—...

2 6 94

et h& " hd
cos & — F Sinan - o B = .
4

cos(x—h) = cosc 4+ hsin v —
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1 11,3 he eos2 o =S smizx

. 2
tang (a2 -+ h) tang x -k
R * g 3 cost o

- . : he sinfx 4 Jcostx
cotg \x + hy=ecotgx —h —— g e T

sind 3 cosix

. e | 2 - ] ¥y
al ist es bequem, alles in fangx = ¢ auszudriicken, wie folgende Bei-

L B2 g 2 BB e B2 e (5 -9 '-—‘_’-LJ_"I....
? 1 --J'f'—|-‘_3|.; = 218) 4 A bie) gz iaTab e /

1 S F e
tang (2 + h) = tang o -+ h (1 +12) +— k2 ¢ (1 + 1) 4 (1 -4 12 + 3 14)

Folgendes sind die weitergel Ableitungen von fangw:

d x2
as i = % s
d xs =2l SRS E)

dd{ :
— Bl (21342
i e L

a2y = _ ey e

e 2 (2 1512 4+ 16 t4

a o . |

= 164 (1 + ) (17 + 6012 + 45 ¢#4)

"E;]’f'-'

dvt

d &7

ds ¢ Y 1E i
128 ¢ {1 + t2) (62 - 378 12 -+ 630 ¢4 —+ 815 19)

d B S £ I

d? t

d a9

l"-l”:-'.f

d x10

— 128 (1 + £2) (62 - 1320 #2 + 5040 ¢4 | 6615 5 +-

956 £ (1 - 12) (1882 + 12720 {2 - 34965 t4 - 37800 {6 + 14175 i)

all ¢
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— 956 (1 - 12) (1382 4+ 42306 12 -+ 233425 ¢4+ 50935

Ebenso auch die Able

anl YOI cotg o
totgx —= ¢

de
dax

ds ¢

dag — T ac(l4cf)
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d a3
d4 ¢
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die Co#fficienten sind hier dieselben wie bei den Ableitungen von ¢, jedoch findet

hel

den ungeraden Ableitungen Zeic

inderung sta

Mit dem Vorstehenden hat man zugl
log sin m, denn e

die Ableit

dleosx d | sinx
= — tang x E = C
ix i x

d2lcos x d i v dilsina de : g
=~ = == - = L1 ] i e V=T eE)
d x2 d x d x2 dx

Auf die zuerst

clanrin sche Reihe:

die Ma-

wobei f(0), f(0), £ (0) u. s. w. diejenigen :
fla) f (@), 1" (@) uw s w. die Verinderliche o g

y sind, welche entst
ich Null gesetzt wird.

wenn in

Von besonderer Wichtigkeit ist Binomial-Reihe

(1

Die Coéfficienten dieser Reihe heissen
gende Bedeutungen

omial-Coifficienten, und haben

fn\ n

b mn ¥ 1
} 1 )
& 1 r
ny nn—1n—
-

;’3. ‘.} (1= ;E’_:'l

L R S I

l+aPp=145211022 - 1028 - 5 x4 + g5

A+a2)f=1+6z+ 1522+ 2028 1524 1 6 x5 - zb

L1 3 S . ¥ - (5 G OF 1 s

i* Potenz piebt 1. 7 21 B85 35 91 [ I

Ty i - 1 B 2R 1] 70 1] I8 =5 ]

i 9 26 8 126 128 34 26 ) 1

bath -8 a2e-802¢

+6abe
+3ab®4+Fack 32,
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Die Binomial-Reihe gilt allgemein fiir ganze oder gebrochene positive oder
negative 3':_\:1|-_-||c2'||1{'5'. n 1
gebran

riert immer, wenn @ <1 ist. Einige hiiufig
ende:

= 1 L L= LY =% -
1
7 | 1 _'.',"—’- = (] i
1 - G
I ) 1] [ n
il )2 — o il 0E— 4 o Lt —
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= | +~2 1 bl { 08 4 o 2d
I 3 1 [ 1 PR i 5 e a5 o7
e L H L — UG = Ly g &l T
L ; 2 z 8 3 L6 4 128 256 1024 2048
1 Lo 1 b
y 1 1 | = — a2 — a8 =
s 3 16 128
I 1 1 B Bt 85 - 63 L b 429 7
5 [ s — B o — — b — = L¥
V1+a 2 R 16 Z 128 t 256 1024 2048
1 | 2 5 a5
1 T -+ e a3 rd +
|_ 1 . 4 = 16 198
1 | : 5 e
2 = o o , e ] o 10
} a 1 L i T 198 %R
] 1 o ) 35
1 — o2 @l + e B St
2 o | &rito] Za)
Logarithmische Reile.
. - S L S
LA e T T TR |
. f _-;'L’ s xd ; s \ |
bl ==2) (B e T S

S : ; s TS e L g
Hiebei ist ! das Zeichen fiir natiirliche Logarithmen mit der Basis e 29,1828 ..
n bedeutet log 2 den dekadi-

oder es ist [ 2 der natiirliche Logarithmus von 2. Dage
igerschen Logarithmus mit der Basis 10, und es besteht die Besiehung:

logz = nilz)

Der Faktor u heisst der Modulus des Briggschen Logarithmen-Systems.

Auf 20 Stellen genau hat man hiezu:
1

= 0,43429 44f 1 82765 — 230258 50029 94045 68402
1

] = y y L% oQ

log u L 43118 00536 78912 log — = 0.36221 56886 99463 21088
=2 o IREH =T

Wenn man grissere f\]nllipi.ii:-.n".-'.:lm!_-{th~1']li-.'isi0:'.-‘|1 mit dem Faktor u = LJ,-—E:L-}-‘.E.[*. i
fithren hat, so n man eine Tafel der Vielfachen von u oder 1:a ]_-cnutz.-;-n,
Wie sie in manchen #lteren Logarithmen-Tafeln sich finden z. B. Thesaurus S. G641
ind Steinhauser 20stell. Logar. , .‘L‘-'i-:n 1980 8. XIT bis 100 u und 8. XI nmgekehrt.

ausz
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Gapomential-Reihe.

ad

4!

- bt s

18284 59045 :'I-’.'.r,' = u=10434%9 . ..

(Foniometrische Reihen.

In den Potenzreihen fiir sin x, cos x, u. 5. W.

nehmen, zu dessen Erkls

winkel erinnert wird. In einem Kreise mit dem Halbn

in Graden (also z. B, & = 30°, o = 40° u. 5. w.

Bogen b berechnet w

:2rm = @:860°

ali ; 2rme’ et
also ! YT o Wenn

1}

Setzt man . = (¢, S0 wird b

Dieses fiihrt allcemein zu der Erklirune:

in geome

ist @ in analytischem Mas

*an die Berechnung eines

rden, wozu die Proportion dient:

Wenn z°, o, &

schem Mass, d. h. in Graden, Minuten oder Se

10 2,3026... (5.

ENS Zu BT Cen

nkel &

ein Centa

sprechende Wert in analytischem Masse, so bestehen die Gleichungen:

ik g 180
) wobei p?9 =

oder fiir neue Teilune:

MY

v 3
— wobeli o
0° Z

Die genaueren Zahlenwerte hiezu sind:

T = &, 14159 26

3703 log m

1
0,31830 98861 83791 log —
el 4

— 0,01745 32095 10042 log

o (il

] ; log o'
1 s I
L 00029 (8882 (RGEG log

i}

p° 57,29577 95130 82321 log 0°

L=

FEVEL:
3.14159 .

{8040

- 9.50285 01273 05866

19172

00828

92816

07184
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' = 206264,30624 70963 55156 frjgg." B

0.00000 48481 86511 log —; = 4.88557 48668 23541

pf = 63,66107 log p? = 1.80883 01225 69847

0,01570 79632 67844 {og— = 8.19611
9 g
Zu weit getriebenen Reihenentwicklungen braucht man auch =2, a8, .. | fiir die

Potenzen von

3846 logm 0,49714 98726 94133 85
,26960 44010 59358 61853 log n2 = 0.99420 97453 88267
log m® = 1.49144 96150

i 97 400090 10340 02437 24 log m4 1.98850 94907 765235 41741

2 C

a3 = 21,00627 66202 99220 1

o a06,01968 47852 21453 log 75 = 245574 H3634 70669

b3 044 Fu.jf b = 2023289 92561 64505

a8 = 061.88019
7 3020.29522 77768 j“‘f a’ = 348004 91089
m8 = 0488 53101 60757 log 78 = 3.97719 59816

log m9 = 4.47434 88549

Diese Werte sind unmittelbar durch Mul

logmil = .07 144

ithmen der

, weshalb wir die L

Am héufigsten braucht man p in Sekun
dieses p, nebst dem oft dazu gebrauchten Faktor u im Folgenden zusam-

n

/ 0,008 2
€ Q fad Enet-11 o
i 3.604 5031115 o]
y Eh Ly o
et N e S a1t !
3 3.065 65845
) 3.065 Honbd:
) Il.
10
i [
* =
L)
0 (
1
1 11
1ih 1
19 12

Y R0R4

sind hier nur die Werte zwischen 0 und

ristik der Logzarithmen !
062=. .. 0.5 W. Una

o geschrieben 2. B. fiir tog p2 = 10.6

15t nur geschr 3 |

sen; der Punkt oben

€n

150 sind auch die — 10 w. s. w. am Schlusse einfach we
ten aunch ffir alle iibrigen

. B. 1:332 steht nach der 7 Stelle. Diese Bemerkungen

rithmenrechnunoen dieses Buches.
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'abelle gilt fiir alte Teilung und g in &
les Verfassers loga
8, 417, und die wichtigsten Konst

funden.  Fiir newe Teilung stehen

r.-trig. Tafeln fiir neue
nten mit px und p fir

die n Potenzlogarithmen in

Teilur
nene

itsprechen:

ng = T.80aadl 41558 30689

T3596,44708 17149 Lo vdalei 2 a
62 o
(1] i = z i : e
J' = Do R0 34124 51446 log 5.72800 40606 96861
o .

1. 46559 G9001 log .16699 131458

) s E [ b= 1%
22,08845 35017

nden Eeihen gelten f

, &5 L d
SR T I — = ==
] J [ 18]
i fro Lt y i 1 b T 1]
O T = : S i e
s e T R ] T (0390 3622800
i 2 s i L0320 abZasiy

2 T g 240

tang @«

cotang a

S€C &

COSEC T (1

ys dyd  Hyt 85 yo 19 411

€T o= are gin {r. — 4 -} .J'l- | i i |In',l'l / IJ:I:{ 9 i iy
z 6 H) 112 1152 2816
1y Yo T 9 11 13

x = arciangy = y — J Rl j LN B
: S o i d 11 13

= §in &)

. L= a4 (i
1 s .r:.'."J— —_— el =3
¥ =i}
£ i I
L €O8 @& — —
2 2 45

Die Uoeinicienten dieser drei letzten Reihen erfiillen die Bedineungen:
T -
1 1

[ R B R =ty = 5 allgemein 8, + Th = Us
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[

und ! = 3 i
A 9 s 120 19 180

I".'.'I-'il .‘-':"‘H S 2 .H'.!:H & 08 &Z).

smerkt, fiir @ in analytischem Masse;

relten, wie schon oben

llil'.":\" Elll_'i]ll_']'}
so muss mit dem betreffend

wird & in Graden. Minuten oder Sekunden & %
oarithmen ist mit dem Modulus ¢ im Ganzen

dividiert werden, und fiir gewGhnliche Lo

ren, wodurch man fir Gradmass und gewthnliche Logarithmen hat:

zu multiplizie

ol pad b B ol

37800 g8 467775 1|

~

. 3 H K
log sin log
L

E.':_.;l cos o

"!.'IH 'I.“'”.(Ir T F(J_.l'l,l ol e

(]

18900 o5 = 66825 pl0 |

und die dibrigen Coétfi

Hiebei ist fiir Sekunc

Logarithmen sind die folgenden:

i &b xs
6.124 8112:7 4.208 6804 2.544 891
7 900 9025-3 6.008 0210 4.951 432

)3:1  6.001 0721 4.949 725

{r;.'l,l 19

log cos

frjlrl,l tang 8.53

wenden Werte fiir neue Teilung sind mitgeteilt in des Verfassers

Die entspre:
logar,-trig. Tafeln fiir nene Teilung, 1894, 5. 417.

Mit diesen Reihen kann man die log stn u. s W. bis auf 15 Stellen bereck
0° bhiz zn 10° und wenn man zu einem kieinen Winkel @ einen

s re
fiir Winkel

Vo1

man ihn mit weni

so etk

scharfen Wert log sin x oder log fang =z bra Gy

oliedern besser unmittelbar als durch Interpolation aus der 10stelligen Tafel.

welghe in des Verfassers

® nnd 35° hat man die Eulerschen Reihemn,
eghnotem o

en fiir

pene Teilung suf 5. VII angegeben sind mit neu ausge

hen 85° und 55° haben wir sewe Formeln ai

v von 457, etwa Zw

lligen Tafel 8. VIII, und es mag

hier Eurz deren Entwicklung angedeuntet

in der gen an bEt

werden, Nach dem Tavlorschen Satze ist zunichst sllgemein

z? d tany < &3 2 tang X
] A I rog — — ferne L
Feog (X 4 = {cog X i fang A 5 e g T

Ableitungen von feng X sind bereits anf

Ode Jr, lassen sich dersus mit ¢ =1 leicht ermitte
r 2 4z 16 2
50g 4 ) =1 cos 60y — 1 e TR, 04
1 anf gle wird gefunden:
i 4 8 3
g ==zl == 1 sin D - e -
i 1 2 i

man @ mit @¢ und z? mit B dividieran

rische Logarithmen ist der Faktor i

1 8w, wobei lag Oy =

! .+, soll erhalten werden:

i Ganzen zuzusetzen (log f

S0y 4= z) = log co8 o — gy 2 — gL~

log cos

log sin (50p 4 x) = log &in 60y + & 2 — B3.5° 7




Weitere Heihen.

“é )

yder,

It es sich, Nihernngsw

namlich :

UNEeTeEr o fir nene Teil

gateilt, dass jene .neuen Formeln® far
rden, anch

Herr Schols

tog sin (5

fagser

5t varofientlicht w Herrn Prof. Sch

vOmn r micht ver-

il

i) worden
Potenz mit 27

in der Ausrec ch weiter, namlich big zur

Vearm.” 1843, 5. #01 m

durch

~TELeT

mit 6

G 1544, & i
5. 160, Nell
20 Stellen.

glebt dort len nnd ihre Logarithmeén

Als Quelle izt )

haupts

im allgem

Zablen

140stellig, 10

Tetelligen

logar.-trig.
prizizsen Berschnung §

tellige Zahlenmaterial b 1 gich mit Barect
FIL LIS lar geodatischer Art besch? Wir = neh am Schluss

§ 29' Weitere Reihen,

sn® o und cos® x

g1 geoditisch

en Entwicklungen hat off
sinme und eosnaz w s w.

Potenzen zu integrieren und dergl.; auch die umgekehrten

das

anszudriic

Bedii die Potenzen

man

in den

ten, z. B, um jene
Verwandlungen werden
eebraucht.

nn alles dieses schrittweise aus den einfachsten woniometrischen Form

PR £ g 2 7 .
i o T <8N COR X 082 @ = cosa — sin

sim 3 sim(Z2a 4+ x)

sin 2 2 cos w1 cos 2 x sin @
= 25in 2 0052 o -+ cosB @ sinw — sind

8in 3o = 2 sinxcos® v — sind T

In dieser und dhnlicher Weise konnte man alle von 8. 176—177 Formeln Schritt

fir Schritt entwickeln, doch kommt man besser zom Ziel mit Hilfe

211

der imagini

Ausdriicke fiir sina u

Cos H

zn welchen wir nun fibergehen.
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