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202 Die Funktionen W und V. § 34.

Halbmesser . Wir wollen annehmen , zu einer trigonometrischen Höhenmessung zwischen
dem Polytechnikum in Karlsruhe und dem trigonometrischen Punkte Hornisgrinde
im Schwarzwald solle der Erdkrümmungs -Halbmesser in der fraglichen Sicht berechnet
werden . Die Mittelbreite beider Punkte ist cp = 48 ° 48 ' 26,6 " und das mittlere Azi¬
mut a — 18 ° 55 ' 8,0" . Mit diesen Werten findet man nach der strengen Formel (4) :

log B = 6 -804 3345
und nach der Näherungsformel (9 ) oder ( 10 ) :

log B = 6 -804 3347
Dieser Wert wäre einer weiteren Berechnung nach § 149 . unseres II . Bandes,

4 . Aufl . 1893 , zu Grunde zu legen , entsprechend log B in (6 ) S . 510 jenes Bandes.

Änderung der Erdkrümmung nach Breite und Azimut .
Wenn man das vorstehende Übersichtstäfelchen in Bezug auf die Änderungen

betrachtet , welche der Krümmungs -Halbmesser B in der Breite und im Azimut erfährt ,
so bemerkt man , dass für gleiche Änderungen A cp oder A a die Änderungen A log B
von nahe gleicher Grössenordnung sind , und das zeigt auch die Differentiierung von
log B oder von B nach cp und nach a , die beiden Differentiierungen von B nach <p
und nach a geben Grössen von der Ordnung e’2.

Allein wenn man überlegt , welche Änderungen von B überhaupt Vorkommen
auf einem räumlich begrenzten Vermessungsgebiete der Erde , so wird die Vergleichung
der Einflüsse von cp und a ganz anders , denn auf beschränktem Gebiete der Erde
ist die Breite cp nahezu konstant , dagegen trotzdem das Azimut « innerhalb seiner
äussersten Grenzen 0 ° und 90 ° veränderlich .

Auf beschränktem Vermessungsgebiete sind daher die Änderungen im Azimut
viel einflussreicher als die Änderungen der Breite , und man kann in solchem Falle
sagen , dass die Erdkrümmungsänderungen , welche von Breitenänderung A cp herrühren ,
nur Grössen zweiter Ordnung sind im Vergleich mit den vom Azimut u abhängigen
Krümmungs -Änderungen .

Zwischen-Bemerkuug.
Mit den Entwicklungen von § 31.—33. sind wir so weit gekommen , dass alsbald zu § 40. u . fl.

sphärische Triangulierung übergegangen werden kann , und von allem bisherigen wird dort zunächst
nur der mittlere Krümmungs -Halbmesser gebraucht werden . Es ist für erstes Studium zu raten ,
von § 33. auf § 40. überzugehen ."Wenn hier anders verfahren und noch § 34.- 39. eingeschaltet werden , so hat das den Sinn ,dass vieles für weitergehende Zwecke Nötige hier ein für allemal erledigt werden soll ; auf Ein¬
zelnes , z . B. Meridianbögen § 35., welche später zu Coordinaten gebraucht werden , kann nach Be¬
darf zurückgegriffen werden , ähnlich ist es mit den Parallelbögen und Oberflächen .Bei den geodätischen Messungen und Berechnungen im engeren Sinne hat man kein Be¬
dürfnis , die Oberflächen einzelner Zonen oder Gradabteilungen des Ellipsoids zu kennen ; jedochbesteht für Kartographie und Geographie im allgemeinen ein solches Bedürfnis , weshalb auch
die Flächenberechnung der Gradabteilungs -Trapeze in g 37. angeschlossen wurde . Auch auf die
sehr wichtigen Hilfstafeln des Anhangs , deren Berechnung in den nachfolgenden Paragraphen ge¬lehrt wird , wird später nach Bedarf zurückverwiesen .

§ 34. Die Funktionen W und F.
Bei der Entwicklung der Krümmungs -Halbmesser in

tionen aufgetreten :
W = ]/l — e2 siu2 cp

32 . sind die zwei Funk -

(1)V = ]/l -+- e'2 cos2 cp
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welche unter sich in der Beziehung stehen :

1 — e2 1 + e'2

wobei — log (1 — e2) = i0g ( i + e'2) = 0 .002 9083-596004

— log Y 1 — «2 = log y 1 - )- e' 2 = 0 .001 4541 -798002

Diese Punktionen werden so oft in der Geodäsie gebraucht , dass wir sie näher

betrachten und namentlich in Reihen entwickeln müssen .
Zur Reihenentwicklung haben wir von ( 1) :

W 2 = 1 -

also nach der logarithmischen Reihe (S . 169 ) :

log ~
jy 2 = M e2 sirfi cp -+- sm4 qp + sin6 q) + sm6 qp + —

* ~ stra46qp + . . . (3)

Die Ausrechnung der Co@fficienten mit dem Besselschen log e2 = 7.824 4104-237

giebt für Einheiten der 7 '"* Logarithmenstelle :

28986 -430302 sin* cp + 96 -733122 sin4 cp + 0 -430422 sinß cp
+ 0 -002155 sins cp + 0 -000012 än ™ cp

oder mit halben Cogfflcienten :

log — - = 14493 -215151 sin 2 cp + 48-366556 sin* q>+ 0 -215211 sm6 cp I
W + 0 -001077 sin» cp + 0 -000006 sin 46 cp |

1 '

Dieselben Reihen mit den Logarithmen der Coefflcienten sind :

loq - L 1 t4-462 1947-350] sitficp + [1 .9855751 -590] si«4 q>+ [9 .6338943 -3] sin« <p I
W 2 + [7 .3333660 ] sin6 cp + [5 .06087] sin 46 qp J

1 '

Durch Halbierung der Coefflcienten hat man auch :

log — - = t4 -1611647 -393] siw2 qp -f- [1 .6845451 -633] si«4 cp + [9 .3328643 -3] sin®cp I

W + [7 .0323360 ] sin8 qp + [4 .75984] sin40 qp T

In gleicher Weise hat man auch die andere Punktion :

F 2 = 1 + e ' 2 cos2 qp

log F2 = e' 2 c0lS2 cos6 qp+cos 6 qp +cos4 qp

Wenn man hier löge ' 2 = 7.827 3187 -833 einsetzt , so erhält man :

log F2 = 2918M96469 cos2 cp — 98 -0374220 cos4 qp + 0 -4391567 cos6 <jP » ,g)
— 0-0022131 cos» qp + 0 -0000119 cos 40 qp )

log V = 14590 -098235 cos2 q> — 49 -0187110 cos4 qp + 0 -2195783 cos6 qp 1 , 1Q,
— 0 -0011065 cos« q) + 0 -0000059 cos®qp / 1

Ferner wieder mit den Logarithmen der Coefflcienten :

log P2 = [4 .4651030 -946] cos2 (p - [1 .9913918 -822] cos4 qp + [9 .6426194 -1] cos6 qp1 ,n <
— [7.3449995 ] cos6 qp — [5 .07541] cos46 qpj

log F = [4.164 0730 -989] cos2 <p — [1 .690 3618 -865] cos 4 qp -f [9 .3415894 -2] cos6 qp | (12 )
— [7 .043 9695] cos« qp + [4 .77438] cos40 q? I
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Wenn man bei log W 2 den Grenzwert qp = 90° und bei log F 2 den Grenzwert
qp — 0 setzt , so bekommt man log (1 — e2) und log (1 -+- e '2) welche , schon bei anderer
Gelegenheit in § 31 . S . 192 angegeben sind.

Für qp = 45 ° geben die Reihen (5) und (10 ) :
— log W = 7246-607576 -+- 12 -091639 + 0 -026901 -i- 0 .000067 = 7258 -726183 \

log V = 7295-299117 — 12 -254678 + 0 -027447 — 0 .000069 = 7283 -071817 (
logV : W = 14541 -798000 |Nach | 31 . S . 193 soll dieses sein = 14541 -798002 *

Die Probe stimmt auf 0 -000002 , d , h . auf 2 Einheiten der 13 ,e" Logarithmen¬
stelle , was hier befriedigend ist .

Da die Fund W unter sich in der einfachen Beziehung stehen F 2 = TF2 (1 + e'2),hat man die Wahl V oder W zu rechnen und das andere daraus abzuleiten . Diese
Wahl stellt sich bei den vorstehenden Eeihen so , dass für kleine Werte qp man be¬
quemer log W rechnet , zu welchem man am Anfang des Quadranten nur sehr wenige
Glieder braucht , während in der Gegend von qp = 90 ° die Rechnung mit log V die
bequemere ist ; bei qp = 45 ° sind beide Rechnungen gleich gut .

Man kann die Eeihen für log W und log V auch noch auf eine andere Form
bringen , indem man die sin2 cp, cos2 cp u . s . w . in cos 2 cp, cos 4 cp u . s. w. ausdrückt ,wozu die Formeln von § 29 . S . 176— 177 dienen , nämlich :

log W2 = — fi e2 sirfi qp — ^ - sin 4 cp — sin6 cp — —— sin 8 cp — ^ sin 10 cpu D 4: 5
sin2 cp = -

y cos 2 cp

3 1 „ 1si»4 cp = -
g
-

g
- cos 2 cp + — cos 4 cp **

5 15 3 1SW6 cp = — —
gg

- cos 2 cp 4- -
Jg cos 4 cp —

p
- cos 6 cp

85 7 7 1 1ginS ^ =
i28

^
j6 COs2lf + ~

g2 COs4 <fl —
Jg

- cos6 (f' + j ^g cos8 ,f>

sinio cp =
2| g

- « w 2 cp + -g - cos 4 qp - ^ cos 6 cp + A cos 8 qp - — ■cos 10 cp
Diese si»2 qp, sin±cp u . s . w . in die Eeihe log W* eingesetzt geben :

log W * = -
(

± - ge * + ~ fie * + 4 - P «6 + 5̂ ^ iSlö ^ ßl° )

+ ( 4 _ ^ -+- ^ - p e6 + w ftel0 ) cos2q )

“
( liT + I6

" ^ e6 + l
'
28 ^ e8 + -| f A, el0

) cos4qp

+ ( 9fT ^ eS + J4 ßeS + 5l2 P el°
) cos 6 *)“

“
( 5l2 ^ 68 + 2T6 ß el° + ) cos 8 V

^ (2M0 ^ el° ) C0S 10

(14)
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Wenn man dieses mit dem Besselschen loge %= 7.8244104 -237 ausrechnet (Be¬
nützung der log ff en auf S. 193), so bekommt man in Einheiten der l tm Logarithmenstelle :

logWt = — 14529 -6251671 + 14541-784 4150 cos 2 cp — 12 -1728172 cos 4 cp 1
+ 0 -013 5864 cos 6 qp— 0 -000 0170 cos 8 cp + . . . |

Dieselbe Entwicklung für log 7 2 gemacht giebt aus (8) und § 29 . S. 177 das

folgende :

COS2 Cf, = - I- - C/lff9 Cf:

cos 2 qp +

cos 2 qp -+- cos 4 cp +

cos 2 qp -+- cos 4 qp+ cos 6 cp +

cos 8 cpcos 2 <jp + eos 4 <p -+- cos 6 qp+ cos 10 qp

,ue '8 -+-jue'4 -f-

fi e' 10 cos 2 qpfi e’i +

e' 10 cos 4 qpfte
' 6 +

^ e’i° cos 6 qppie 's +

g e' 10 cos 8 cp

cos 10 qp

(16 )

Wenn man dieses mit dem Besselschen log e'2 = 7 .8273187 -833 ausrechnet

(Benützung der logpie ' * auf S . 193), so bekommt man :

log 72 = 14553-9708333 + 14541 -7844155 cos 2 qp — 12 -1728170 cos 4 qp 1 . .

+ 0-0135863 cos 6 qp — 0 -0000171 cos 8 qp - t- . . .

Die Reihen (17 ) und (15 ) stimmen in den Coefficienten hinreichend überein

md die Absolutglieder geben log 7 2 — log W2 = 29083-5960004 was mit log (1 + c' 2)
nach S . 193 stimmt wie es sein muss .

Durch Halbierung der Cogfficienten hat man auch log W und log 7 , nämlich

zugleich ein wenig vermittelnd zwischen den Endziffern in (15 ) und (17 ) :

log V = 7276 -9854166 + 7270 -8922076 cos 2 qp — 6 -0864086 cos 4 cp ) „ g.

+ 0 -0067932 cos 6 qp — 0 -0000085 cos 8 qp I

und da man gewöhnlich logarithmisch rechnet , wollen wir auch noch die Coefficienten-

Logarithmeu angehen :
log F 2 = 14553 -9708333 + [4-1626177 -018] cos 2 qp — [1-085391D0] cos 4 cp )

^
+ [8 -1331028] cos 6 qp — [5 .23172] cos 8 qp )



HF ;

i M

I

206 Die Funktionen W und V. 34.

log F = 7276 -9854166 + [3 -8615877 -062 ] cos 2 qp— [0 .7843611 -0] cos 4 qp
+ [7 .8320728 ] cos 6 cp — [4 .93069 ] cos 8 qp

Um von der Mitte zu zählen, wollen wir noch setzen cp — 45 ° -{- (qp— 45 °) also :
log V = 7276-9854166 — [3 .8615877 -062] sin 2 (cp — 45 °) •+- [0 .7843611 -0] 1
cos 4 (qp—45 °) + [7 .8320728 ] sin Q (cp — 45 °) — [4 .93069 ] cos 8 (qp — 45 °) (

1 '

Diese Form bietet den Vorteil , dass man damit in einer Rechnung stets die
Bestandteile für zwei Werte qp erhält , welche gegen 45 ° symmetrisch liegen ; z. B .
cp — 45 ° = 4- 15 ° und — 15 ° geben log F für qp = 30 ° und für qp = 60 ° das folgende:

(20 )

log V = 7276-9854166 ■

log V = 7276 -9854166 ■

■3635 -4461038 -+- 3 -0432043
- 0 -0067932 + 0 -0000042
• 3635 -4461038 + 3 -0432043
■0 -0067932 + 0 -0000042

log F = 0 .0010915 -4679357 '

log V = 0 .0003644 -5893145

für qp = 30 °

für cp = 60 °

zusammengefasst :
für qp = 30 °
für qp = 60 °

Diese Werte stimmen innerhalb 0 -000001 mit den aus (7 ) oder (12 ) berechneten.

Interpolation für log F.
Wenn man eine Tafel der log F aufstellen will , so wird man gewisse Haupt¬

werte, etwa für qp von 1 ° zu 1 ° unmittelbar nach den vorstehenden Formeln (7) , (12)
oder (20) berechnen, und im Übrigen weitere Werte einschalten . Wenn man nun
bereits Näherungswerte der einzuschaltenden log V kennt , was oft der Fall ist , so
kann man zur schärferen Einschaltung eine gute Formel nach dem Prinzip des Mittel¬
argumentes aufstellen in folgender Weise :

Ein Wert F gehöre zur Breite cp, ferner V" zur Breite qp -j - und V zur
Ci

Breite qp— A cp
2

" , dann werden nach der Maclaurinsehen Reihe folgende zwei Gleich¬
ungen bestehen :

AcpdlogV 1 ( A <p\ 2 d2 logV 1 ( A tp\ s ds log V
2 d qp

+ 2 2 j dq ‘i
log F " — log V -

6 , 2 1 dtp2
' A qp\ 3 ds log V

2 ) ,h ; 2
log V ' = log v - ^ fi + 1 (IW dHog V £

2 dtp ^ 2 \ 2 j dtp2 + 6
Die Differenz giebt : log V" — log V ' = Alog V:

A log V = A cp
d- 1̂

+* *
dep

^ 24 dtp2
Zur Anwendung haben wir log F dreimal abzuleiten , wobei nun künftig immerzur Abkürzung geschrieben werden soll tang <p = t und

dif

(22 )

F 2 = 1 + e'2 cos2 qp = 1 + tfl
_ /? t r iF = ]/l - ’ d tp

, also 7j2 :

- 2 Tj2t) = -

; e'2 cos2 cp d qp

d log V
d tp

1 d V
V dq >

= — 2 if- t (23 )

(24 )
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In dieser Behandlung werden die beiden nächsten Ableitungen .-

dfl log V _ if=
> 4 ( - l + tf - lf - ljBt *)

(2 -+- t;2 + 3 ^2 J2 _ ^4 _ rji f-)
2i )U , (25)

d qfl
log V

1 t? <p3 F 6

Die Ableitungen (24) und (25 ) hat man in (22) einzusetzen und zugleich wollen

wir zi qp = 10 ' nehmen , wofür mit q = 3437,7 . . . zu dividieren ist , und da auch noch

mit ft = '0 .43429 . . . zu multiplizieren ist , haben wir :

Alog F = — F -, n rP t , F 1000 rfl t

e F + 12p3 76
also ipt = e' 2 sin qp cos qpDa rp = e ' 2 cos2 qp

stante zusammenzufassen , zugleich tj* vernachlässigend :

(2 + ?/2 4 - % ipt — — fl )

so hat man , um alles Kon¬

zile ^ V = fi sin 2 qp 1000 ft e'2 sm 2 qp
5 -= •e ' 2

Q V2 24 F6

Die Ausrechnung giebt für Einheiten der 7 *«» Logarithmenstelle :

(2 + + 3 rf~ fl) (26)

A log F = — [1 .6277992 -161 ] K ^ [5 .4760703 ] (2 + rfi ■ ■3 j/2 fl) (27)

Das zweite Glied macht sehr wenig aus , nämlich :

qp = 10 ° 2 . Glied = 0 -0000 2015 qp = 50° 2 . Glied = 0 -0000 5888

20° 3795 60° 5201

30° 5133 70° 3874

40 ° 5862 80 ° 2063

Dieses Glied geht also erst in die 12*e Logarithmenstelle ein und ergiebt sich

von selbst als eine kleine innerhalb weiter Grenzen nahezu konstante Differenz zwischen

den Summen von je 6 Zwischenwerten A log V und dem Intervall zwischen zwei

festen log V, das sie ausfüllen sollen . Die F 2, welche man im ersten Gliede von

(27) braucht , müssen dem Mittelargument qp entsprechen ; in unserem Falle verfuhren

wir dabei so , dass diejenigen log F 2 , welche schon in der vorhergehenden Auflage

des Bandes 8stellig für alle Werte qp von 10' zu 10 ' ausgerechnet Vorlagen, von 5 '

zu 5 ' eingeschaltet , die nötigen Näherungswerte zur Gleichung (27) lieferten , um

Interpolation auf 12—13 Stellen genau zu geben ; folgendes ist ein Beispiel hiefür :

q; = 48 c

qp = 49 c

42 -07059 —

42 -04425 —
6 = 42 -07053
6 = 42 -04419

log V
6522-92572
6480 -85519
6438 -81100

q>
48 ° 0’

48 ° 10 '

48 ° 20 '

42 -01646 — 6 = 42 -01640 6396 -79460 48 ° 30'

41 -98728 —

41 -95667 —
6 = 41 -98722

6 = 41 -95661
6354 -80738
6312 -85077

48 ° 40 '

48 ° 50’

41 -92464 — 6 = 41 -92458 6270 -92619
i !'

S
1

251 -99989 — 36 = 251 -99953 251 -99953

Die Differenzen 42 -07059 - 6 u . s . w . sind nach der Formel (27)'

6 ist das zweite Glied , im vorstehenden Beispiel abgerundet , (m ir J

mit einer Stelle mehr gerechnet ) .
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In dieser Weise wurde unsere Tafel der Werte log V , welche im Anhang auf
Seite [2] — [7] gegeben ist , berechnet mit 12 — 13 Stellen und nachher auf 10 Stellen
abgerundet .

Die Ableitungen von V nach qp.
Auch die Ableitungen der Punktion F werden später noch oft gebraucht

werden , weshalb wir sie zum Vorrat hier hersetzen , auch mit Einführung fester
Zeichen :

d t
lang cp = t

d qp
= 1 + 42

F 2 = 1 + e ' 2 cos2 cp = 1 + if - also rp = e' 2 cos 2 qp

= — 2 e' 2 cos (p sin cp = — 2 rpt

und allgemeiner

d V _
dcp

dP V _
d qp2

~

d2 r
d cp2 '

drp _
dcp

~

1 drP
2 F dcp

fd rp t~
[TcpV

+
2 ?/2

- n rp t

rp t
~

rp dt
VTy

'

- u

(a)

(3 )

(c)

(d)

(e)

<2)

rptdV
2 V dcp

rp t2~
W

F 2 :
Wenn man hier alles auf den Nenner F3 bringt , und berücksichtigt , dass
1 + rp ist , so bekommt man :

<J2 V
= - 4 -s (1 - *2 + ’/2)d cp2 ys

Wenn man in diesen Formen weiter differentiiert , so bekommt man :
d* r rp t
d qß

= Fä (4 5 ^ + 3 ^ ß +

(f )

(g)

di V 7]* ■4 42 + 9 rp + 10 rp t2 — 3 rp 44 + 6 rp + 14 rp f2 + 12 ^ D + rp ) (h>= ~ (4 -d <jps F7 1

Mit Hilfe dieser Ableitungen kann man auch V von einer Breite <p auf eine
benachbarte Breite reduzieren , denn man hat nach dem Taylor sehen Satze für eine
Breite cp

' einen Werth V ' entsprechend folgender Beihe :

F - = y _ ? 1 _ W
(1 _ * + , 2) .

oder Fl ■(qp
' — qp)2 . . .

(i)

(k>
(qp

' — cp) ipt
F 2

Damit hat man auch die Reduktion der Krümmungs -Halbmesser von einer auf
die andere Breite , z. B . :

N -- c
F

N '
V'
V 1 W - <p)

F 2

N ' - —^ y

(qp
' — <jp)2 . . . (i)

Später wird davon mehrfach Gebrauch gemacht werden .
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