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Da hiemit der Weg zur Entwicklung von A4 — A* bis auf Glieder k2 ein-

zeichnet ist, beschriinken wir uns im weiteren, das Schluss-Ergebnis

der Entwicklung hier mitzuteilen, umsomehr als die Glied

r mit k2, wenn man inner-

halb derselben keine Unterscheidung zwischen k., ks, ¥ mehr macht, ledielich sphi-
1
rische Form annehmen, und nichts anderes sind, als die Glieder von der Orduung
rd
in den Formeln (31a), 32a), (33a) § 44, 8. 251, welche wir den Formeln (14) schlechthin
zuzusetzen

erechtiet sind.

Entweder durch solche Zusetzung, oder durch unmittelbare Weiter-Entwicklung
fiir das geoditische Dreieck bis %2 findet man:
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- 4 24 15
: Ea + kb -+ k. TAY a2 4 b2 + o2 =
Summe & = A\ o R : (17)
o fa) 3

Durch diese Forme

weitere Formeln sind nicht notig.
Wenn wir jedoch die sphirischen Vorbilder unserer Formeln in § 44. 8. 251—2

betrachten, so finden wir, dass uns das Analogon zu (35), (38) und (39), 8. 251
fehlt, das zum praktischen Rechnen zwar nicht erforderlich, aber doch so interessant

ist, dass wir im nichsten & 112, ung damit bes werden,

L
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Wir nehmen in F . die Vereinigung eines rechtwinkligen und eines Polar-

auf der krummen Fliche wieder vor.

Der Punkt A I
litischen Coordinaten - System
g () die Abscisse 0 P = P and die Ordinate

5_5 stems von g¢

in dem rechtwinkli

=

mit dem Ur-

SPTIL

Pz . Y.
dpi : - 1
e

te rechtwinkl

P 4 = g, und das dadurch bestimm ¢

Dreic

wek O P A habe die kromme Flicl

e

Um das Differential d ¥ zn bestimmen,

untersuchen wir, um was sich die Fliche F'i

and

wenn p und g bzw, sich um dp und d g
: Wenn P allein sich indert, so riickt der
- Punkt A4 in der odiitischen Parallele won A
nach D, und die Flichen-Anderung ist = I—1L
wobei mit I der Streifen PP D 4 und mit I
ale Dreieck O I? A bezeichnet, und

kleine Dreieckchen mit den Katheten A ) und

':'iLL\' .-\'I‘ll'IJ]

kann also schreiben:

I} K vernachlissigt wird. Man




Krumme Oberfliche des geoditischen Dreiecks.

Weise hat man auch:
a1
d q

wenn mit JII das schmale Dreieck (0 4 B bezeichnet wird.

dg= JII (2)

Um die drei Flichenteile I, If, III niher zu nntersuchen, beginnen wir mit I

I = re"-.w dpdg=d I.'._),f ndq (3)

Dabei ist d p als Basis P P’ des Streifens I konstant.

Das Dreieck IT lasst sich zu IZT in Beziehung setzen durch das Verhiltnis [
FA: A B, nimlich:

I IlI=FA:4B

Dabeiist A B = dqund E A = nd p cotg §; daraus folgt mit Rficksicht auf (2):

ar
IT= .~ ndpeotgp (4)
o q = 1

Man hat also nun aus (1), (3) und (4):

S i 3 : AF
T == Tk g — M colag o
{4'_31- d I ).J,l’ ) 7 i p q| dq

Der Faktor dw fillt fort, und dann hat man:
) /]

LOF , OF

cos B m = gin fndaqg

SR | J

op dyq
oder, weil sinf und cos § von den fritheren Entwicklungen nur in den Produkten
e Ty . : o F

ssin i und s ¢os § vorhanden sind, schreiben wir:

AF AF

SR D A - # 8 CO85 b

dp dq

Diese zur Restimmung von F' dienende Gleichung goll in Ubereinstimmung

enden Gleichung, deren Coéfficienten 4, B, C, D gunichst

—gsinfl fndg ]]

1¢

ht werden mit der fo

inbestimmt eingefiihrt werden:
= i po+ Apt+B@+0p2q+Dp ¢ (6)

Nach Anleitung von (5) wird hieraus gebildet:

JF 1
=3

: q+24p+2Cpe+Dg?
dp

a 1 TR
4 Lo p+2Bq+Cp—+ 2Dpq
dp 2 .
Hiezu nehinen wir in erster Niherung von (18) und (19) 8. 551 und (16) ©. odg:
ssinfl =p seosp=1q n=1-+fq"
Wenn man hiemit die Gleichung (5) bildet, und

man 4 =0, B=0, C =0, D=0, d h. die Reihe fir F hat keine Glieder von der
g ), C=0, D=0, d h.

mit (6) vergleicht, so findet

Wi £ i
$orm f,_“ ".!'l"" _ Qs j"[‘"-
Nachdem dieses erkannt ist, wird als neue Form angenominen: !
21 e NS (7)
T — - pq - A }‘,3 q -+ R]""E' 4+ 0 P go !
1
|
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o I

gebildet, hiezmn in zweiter I‘«,';'g:_"_.:]';“u_-' von |

Dieses wird in (5) einge entstehende Ausdrock mit (7) verglichen,

wodorch sich ergeben wird:

1 |
44 = 3 fo 4B=0 L0 =——_Ff,

3
Und setzt man auch noch nach (13) § 110. 8. 550, 2/, = —F, so giebt (7):

5l ] ||l‘ I||l F o 1] 2

P 5D q- 94 k(p%—+ q%)

In der nichsten Stofe haben wir 4 weitere unbestimmte Glieder zupesetat von

der Form A pi g+ B pS 2 + B' p2 g3 + A" p g4, wozn auch s sin &, scosd und n ent

sprechend hiher ]

r Zn

-

gichung

2NINENn ware

n. Die Ausfithrung und Coi

enten- Ve t

nach dem bishericen

. ll ,ri ' = 5 - < 2
y 9 pq ‘]'rtl_?” ;. = fo p& |”.l'.. S 6 f .""% .[IH_I:.

Verfahren gab:

a—Thp e — 1208

Wenn man hier wieder die Krimmungsmasse

1ach (18)

& 110, 8. 550 einflihrt,

so kann man den vorstehenden Ausdruck fir F auf foleende Form bringen:

F— ph  pg [f‘

I ()
R T 1 i

2 (3 p2 -4 rﬁl

o 14 '!r;i: L3 .rl;‘_"'] = f||'.:-‘ \ J\:)r ‘”51 =g ri'3| e Ifl

Setzt man die verschiedenen kg, ks, ky hier einander gleich, schlechthin =F,

so erhilt man wieder die Gleichung (8).

Nun kommt es darauf an, von der Fliche F' eines rechtwinklicen o
ebigen Winkeln.

Der Weg hiezu ist bereits durch die Entwicklung von § 110. mit Fig. 1. 8. 553 vor-

Dreiecks fiberzngehen anf die Fliche eines alleemeinen Dreiecks mit beli

gezeichnet; wir werden wieder das allgemeine Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiec
Yol eke nach d

zerlecen, und ben dann, die

bisherigen mit #; und F, bezeichnend, und

nehmend : 7k % 7
F=F;+F
Wenn wir die Formel (9) fir die Fliche F' eines rechtwinklizen Dreiecks, auf

die beiden Teile von Fig. 1. anwenden, so haben wir:

=P P

PR T W

)l", LE Ii.lr'Ei' i ].'Jr‘l'

P -
o 5} T 2-1“-""'1;'

Hiezn hat man nech (24)—(27) 8 110. 8. 551:

! [ g2 3k 4+ Bhy 2k {
p=>beosel + .{ il = esoent il

] s
g=tbane (1wl 2ttt th b0 ol o
- G 4 |
| 0e8k - 3 kg 21 I I
p=ceosa |1 g .‘" y = beosee |1+ 1 8
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Diadareh 1ot . r oy L 1. 2 r
Dadarch ist der Weg gezeigt, auf welchem man die kromme Dreiecksfliche F

in p, ¢ q nebst de
in dem Dreieck selbst, z. B. p24 2 =82

als erste Niherungen n, s. w. Wenn man nach diesen Andeuntungen

reometrische  Bezicht

]
12

die durchfihrt, so 1an erhalten:

3c2—12beccos Ad) 4¢2—0bceos A)

Fe (402 +3¢2— 9becos .-11! (11)

leren Formen mit

Dese Gleichung (11), welche man auch noch in zwei a
ac¢sin B und mit @b sin O, anschreiben kann, ist nicht symmetrisch, weil eines der

alb besin A

drei Elemente 4, B,  baw. a, b, ¢ bevorzugt ist. Wir wollen d

di ersetzen, und haben hiezu von (14) § 111. 5. 553:
B s ity B R T
_-1 = £ = ’; 1
und im ebenen Dreieck: O hecos A% —= 12 4+ o2 — a?
Da man in den Gliedern zweiter Ordnung von (11) stets A mit A ¥ vertauschen

kann man mittelst der soeben geschriebenen zwei Gleichungen die (11) auf

3 1 -]
rende Form bringen:

y 3 1 .
= :E T '|-J.|'|l'- {2

B4 D2

(12)

Setzt man hier k. = kb = k.
I | ] _l % (a2 - b2 - |:€-J:-; [15|

wicht dem fritheren (36) 8. 251, und damit kann man auch (31)—(42)

n, was in der Formel-Zusammen-

ht auf unseren Fall tiberfrage
13, geschehen soll.

. hakten wir

Auflage dieses Bandes,

inng der Gl

in ‘der

el geodi her Drel

Dieses mag diesesmal ubergang

§ 113. Praktische Anwendung der allgemeinen Theorie der
geodiitischen Dreiecke.

(Bezeichnungen nach Fig. 1. und 2. o 5ad.)

Wir wollen zuerst die verschiedenen von § 111.und § 112. zur prakti n An
uch noch einige zusaminen-

wendung geeigneten Formeln zusammenstellen, und dazu au

nde Bezeichnungen einfiihren. Wenn die Kriimmungsmasse in den
nehmen wir hiezu einen Mittelwert:

fas; drei Ecken

eines Dreiecks mit ki, ki, % bezeichnet sind, so0

Fa kp —+ e = 'll'-!l (1)
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