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Zu einem Zahlen-Beispiel fiir die Anwendune der Formel (15) nehmen wir ent-
sprechend vorstehender Fig. 6. eine Mitteilung von Bessel .Astr. Nachr., 19. Band,
1841¢, 8. 112114, iiber seine Neul inung des siidlichen Teiles der alten fran-
zisisch-spanischen Gradmessung won Diinkirehen bis zu den balearisehen Tnseln. Der
1Ii"11'|]1i("§;f: [J'.IT%]{t MHIE:E:'\' lieet an der ¥|':-;|||E,C:|']]I":|I Kiiste bei fj;il'{'l'll'ln:g, and der siidliche
Punkt Mola ist der siidli

chste Gradmessungspunkt anf der Insel Formentera.

Aus der Triangulierung hat Bessel die e

ische Linie zwischen Matas und

Mola, & = 165108,526 Toisen oder — 321 802.629™ berechus t, sowie auch die Azimnte
e und ey reduziert, welche nebst den Breiten iy und go bei Fig. 6. einreschrieben sind.

Wenn man damit die Ausrechnung nach der B

1el (27) macht, so findet man:

m = 315 I'i'l_.jl_J':l.'l._|--| 4 9590m__ ) O0]m — 3 :1":“\'];'.‘-

Das letzte Glied der Formel (15) bringt also hier nur 1 Millimeter: dieses Glied
wird wohl immer zu vernachlissigen sein.

§ 116. Ausgleichung mehrerer Breiten-Gradmessungen,

Indem wir unserer Einleitung 8. 7—10 folgen, kommen wir zn der Bestimmung

der Dimensionen des [ird-Ellipsoids aus mehr als zwei Breiten-Gradmessungen, oder zu
der Aus:

Quadrate.

eichung mehrerer Breiten-Gradmessungen nach der Methode der kleinsten

Man geht dabei von der Anschanung aus, dass die astronomische Messung der
Polhthen ¢ verhdltnism

ig viel ungenauer ist, als die geoditische Messung der
Meridianbsgen m, denn ein Fehler von 17 an der Polhihe

oder Breite ¢ erzengt
bereits eing Anderung von etwa 31 Meter an dem Meridianbogen m,

withrend det
mittlere l'.H]J.ll_ar der gfﬁn’;:‘ili‘cl'ht‘:l l‘rI"!;'i'Hm':".‘};'L"TI-JI]-:’.-'.vc!i"':_"' ein

viel geringerer ist.

Allerdings iiberzer

ge man sich bald, dass auch die Messungsfehler der Polhahen
@ nicht genfigten zur Erklirang der Widerspriiche in den verschiedenen Gradmessungen;
Ulitf]‘[l man ],IL'!!iI'i'L- Ilsll'lﬂ i“l,‘ 1“|||'||| |'.|_|}|_' A

B

rleichungs-Rechnung, wonach die Quadraf-
-Anderungen zu einem Minimum emacht warde, noch lange bel,
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eichung mehrerer Breiten-Gradmessungen.

obeleich man wusste, dass die l'nI'!||'|iii?11-‘u‘p'inhll'.\-p|'£'1i't'u‘. gum grossen Teil gar nicht in

Messungsfehlern, sondern in Lotabweichungen ihren Grund haben. Die Methode der

nur die Bedentung einer empirischen
ittlung widerstrebender Elemente, und die dabei ibrig bleibenden Fehler v geben

:]

Wir wollen nun einen Teil einer solchen Ausgleichung von Breiten-Gradmess-

kleinsten (uadrate hat bel solcher Anwendur

an welchen St Lotablenkungen zu suchen sind.

ungen vornehmen, und dazn die von Bessel 1837—1841 gesammelten und gesichteten

gs-Ergebnisse beniitzen, aus welchen Bessel 1841 seine beriihmten, heute

Gradmessn

noch beniitzten Erddimensionen (vgl S. 180) abgeleitet hat.
Wir wollen aber nicht die Besselsche Rechnung selbst hier vorfihren, sondern
Ihen

wir wollen nur ei Zahlenwerte d

sgreifen, um daran den Rech-

NUNZgsgang zu zeigen.

Von der franzosischen Gradmessung sollen folgende 5 Stationen heniitzt werden:

Station Polhshe g dq Meridianbogen
]. Formentera (¢ = 88° 59" a6,1" :
2. Barcelona oo =41 22 479 29 42 51,8" 301 35
Carcassonne g =43 12 54,3 4 32 58,2 505 137 (1)
4. Pantheon i 48 50 49.4 10 10 533 1131 050
5. Diinkirchen g5 =51l 2 a8 12 292127 1874 572

gleichung nach vermittelnden Beoh-

. Fird-Dimensionen @ und &2 nach

Um die Fehler-Gleichungen fiir eine Aus

achtungen zu erhalten, legen wir die Besselscl

leche Verbesserangen von a und von e%

den Verbesserungen zu

& 81. 8. 193 zu Grunde, und bestimmen &

n (p anzobringer

welche die Quadratsumine aller an den Polh
einem Minimum machen.
2ot

Dazu mfissen wir znerst Be wuneen zwischen den Polhohen-Differenzen A4

und den zugehorigen Meridianbgen m ermitteln; and nm hiebei einfache Rechnung
dem Satze von §35. S. 210, welcher sagt, i

arf. mit dem Meridian-Eriimmuongs-

dass man

20 haben, verfahren wir nach

einen Meridian-Bo ; Kreishogen berechnen d

Halbmesser M der Mittelbreite und mit dem Centriwinkel Ag. Da wir die Breiten @

anf 0,1", entsprechend 3 Meter, erundet haben, so ist die angegebene Niherung

zulissig.
Die zwei ersten gemessenen Polhishen g und ¢, sind mit dem dazwischen

liegenden Meridianbogen m verbunden durch die Beziehung:
i
o —10" = 0
I_ ] :“' -~
15) af fiir M die Formel gilt:
and (15) 8. 196 fir M die rmel g
1 (1 —eZaimq)i . gL+ Ts 9
: : *mitp = =
M all— -

Da die hier vorkommenden Erddimen

(17)

nen ¢ und e filr unsere Ausgleichung

die Unbekannten sind, zerlegen wir dieselben in Niherungswerte @, und ef mit zu

oen Verbesserungen &g und 8¢, d. h. wir setzen: ;
2 = e + e (3

X
4 =dyr—ovd

Wir bezeichnen auch mit M, denjenigen Wert von M, welcher durch die

¥ y 1 . anlea .3 e
Niherung a = ag und 2 = e} entsteht; und demnach entw ickeln wir nacl

1 1 g ol - 4
= s iy, { 0 a4 = M )
M 4!;.'_, da \ M ’.' de= \ J-.‘
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Die beiden hier gebrauchten pa

len Ableitungen der Funktion : entwickeln
M

wir nur in erster Niherang, nach (2), mit Vernachli

sigung a Glieder mit ¢2:

o 1 1 | a1y Ly Sirehaaky :
= an r |ike—=— sth= ) 3

da\ M ad ; de2 |\ M/ ft 2 ! \

Nun kann man zur Bildung der Fehler-Gleichungen schreiten. Die Gleichung (1),
welche wegen der Beobachtungsfehler im allgemeinen nicht erfiillt sein wird, wird

dadurch zum Stimmen gebracht, dass den beobachteten g; und g, ihre Verbesserungen

v; und vy zugesetzt werden, also:

(lg — r]’--_ +te— U, =mp ] ;I'._|

M)
Wenn man hier (4) und (5) einsetzt, so bekommt man:
: ! : g 1 da & Vs el o
g g+ vy — v = m g_rth i ] — 9 snt Q| — I 1)
Hier darf

deren Niherungswert ap setzen; ja wir wollen sogar,

i in den Gliedern mit & a d mit

der Unbekannten a,

mit €2 in den Coéfficienten von da und §e2 vernachl

m o i W LA 5 4
nach (1) das Produkt — = - = (g — qy setzen, und damit wird (7):
i a M e 2 3
o il f {1t TS fggs i ¢
Vo iy o 0a-|1— SIEQ | (ps — @y) 062 4- —= (ps — Gy} (B)
2 1 ity ! 2 R l ",'.”II o 1

Um begueme Zahlen zur Rechnung zu bekommen, wollen wir nicht & @ und & ¢2
selbst bestimmen, sondern von & & das Tausendel und von & ¢2 das Tausendfache: d. h.
wir wollen zwei neue Unbekannte z und o einfilhren durch die Gleichuneen:
d o

i LOOO § 2 (9]
1000 o :
Dieses in (8) eingesetzt, wird geben:

to U a0y (10}

wobei a', I’ und I' folgende Bedeutungen haben:

s ll“'llll:"' — B : Pg _'i: e o TS q | (11}
ay 1000 | 2 J

e

— {0 =103 12
M, (P2 1) {

Als Niherungswerte a, und ¢ nehmen wir die bekannten Besselschen, vom
nach § 31. 8. 193, namlich:

Jahre 1%

T 397,155m log ay = 6.804 6434.6 |

oy (15])
e = 0006674 :

log e; = 7.824 4104.2 |
Wir werden dadurch die Annehmlichkeit 1

in (1) geradezu gleich den Bes

iaben, dass unsere Absolutglieder
I ]

wollen wir hier davon zuniichst keinen Gebranch machen. sondern die Anwendung der

Formeln (10), (11), (1

'|r~'|,'i||_'|| [ 31 B \.'"l'lf

wdgiltigen 5 —uv; w. 5. w. we

an den zwei ersten Werten der Tabelle (1) von 8. 573 zeigen:

Formentera g, = 38° 89 56,1" dven
n arp M=ol ooa™
Barcelona g = 41° 29" 47,9 l .

EE— = 0771,8"” l
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Damit man nach den Formeln (11) sofort berechnen:
a" = — 1,652 U == 8,708 (15)

Auch die Berechnung von ! nach (12) hat keine Schwierigkeit, indem dabei M

¥
1

Wert ist. welcher den Werten g, und ¢ von (13) entspricht, d. h.:

: 1 |.|:'|.:|

My log M, = 6.808 5

2 )3
- giinsticen Umstand ansniitzen, dass die ag
1 Hilfstafeln

[ndessen kénnen wir wohl aunch d
1

und et von (13) die bekannten Besselschen sind, welche auch unse
\

3. [8]—(29] des Anhangs zu Grande lie

. dasselbe anch von Seite [18] des Anhangs entnehmen, oder lieber

wen: und wir kéunen daher, statt nach (16)

log M, anszurechne

weh sofort von Seife [19]:

filr 409 17 292 ,_r”ﬁ '|| t4 g,.w. 1[;' 2.510 8803
AFL )

hiezu von (14) logm = log 301 354 | 5479 0770

m : bt o SRR
lag _”{J 3.080 Y603 ‘”‘ 9771.6
LM L 8]

hiezu von (14) @g — g = 9 T71,8"

:|.|.‘.l: = |",'-j"'

Nimmt man dieses mit (15) zusammen, so hat man die erste Gleichung von

der Form (10):
3,7 0,2 (13}

ahyd 1 Y

« (eichung mit Ausrechnung der Coéffi

Nachdem wir so die Aufstellong e
wwden wir das

benen fran-

irl El:lln'llr Wi

cienten und des Absoluteliedes in aller Ausfihrlichkeit ge
I

T

wchnung fiir die 4 fibrigen, welche un den bei (1) a1

ehnis der Ber

jsischen Gradmessangen gehoren, kurz anschreiben.

Fehlerdifferens-Gleichungen.

A i 1 g~ y O
Formentera-Barcelona Vs s 371y — 0,2
1 X E 40 . 1 4
= -LJarcassone g — 1 — A 00 Y 1.4 (19)
" -Pantheon vy vy B, 1o & -t 1“-:50,’( — 2, I
) ¥

.Diinkirchen. v5 —; = — 6,38 %+ 11,31 y + 1,2

n
hen anch fiir alle anderen Gradmessungen,

Ahnliche Gleichungsgruppen entste

Besszels Ansgleichung hat im Ganzen 10 soleher Gleichungsgruppen mib Zusammen

r Zusammenstellung von § 1. 8. 9
in der Grappe (1) nur

38 — 10 = 928 soleher Gleichungen, wie aus unsere

unten #zu ersehen ist. wogun wir aber bemerken, dass SCHOL
lie Zahl der franzdsischen Stationen

b Stationen anfgenommen sind, withrend nach 5. 9
i ist; wir haben deren 2 weggelassen. :
eowihnlichen Sinne,

ygen in dem

Die Gleichungen (19) sind keine Fehler-Gleicht
o auftreten. Die Tre
eine Polhthen-Verbesserang o gelbst
schend der Ausgleichung gaoditischer

Messungen eine Nullpunkts-

S DI {p 5 A ; 1 L T e
weil in jeder Gleichung zwei Verbesseru nnung der v g

schieht dadurch, dass man fiir jede Gradmessung
als Unbekannte einfiihrt, Der Fall ist ganz entspr
Satz von

Richtungsmessungen, wo man auch flir jeden
iihren muss.

Korrektion als Unbekannte eir Eotils
Auf disse Weise entstehen aus den 4 Gleichungen (19) folgende 5 wirkliche

Fehlergleichungen:




Lingen-Gradmessung. & 117.

t Uy .

; o 5 ,

Yo 1 YO I wily 0

Ug (i 257 a ), 80 1 (20
. v . T5 & - 10.36 3

s | 6,98 & 11,81 o -+

der 10 Gradmessung

i

solehe Gruppe von Fehlergleichung

und da Gradmessung eine besondere Unbel

cannte © hereinbringt, wie z B.
der I:'|'|',i|’..:_L {200 |

80 iiberblickt man, dass die %ahl

r Umbekannten = 10 4

muss, namli die 10 besonderen v und dann die

4 eigentlichen Unbekannten & und .
Nun steht ]I:_-"ll'-,-i 1m W ege, die 15'-'-_1_’_'"]]-.5-['i."':'|| 12 _\;”|'|'|]-c="
aus denen man die 10 Hilfsunbekannten

leichumgen zu bilden,

v so rasch als méglieh eliminieren wird.
Da der Gang der Ausgleichung hierdurch ceniigend klar o
wir dabei abbrechen. Ei

waollen

ausfiihrlichere, aunf die ganze Ausgleichur mit G Grad-
messungen in Furopa und mit zusammen 20 Stationen

h erstreck: Berechi ang

Auflage dieses Bandes 1890, § 104. 8. 507—516, enthalten.

§ 117. Liingen-Gradmessung.

g 1., Wenn man eine Tris in der Haupf

erstreckung von West nach Ost anle

und die beiden End

punkte durch eine astronomische 1
bindet, so
Wi
.' hundert,

igen - Bestimmung  ver-
erhilt man eine Langen-Gradmessung.

end in fritherer Zeif, namentlich im vorigen Jahr

wegen der grossen Unsicherheit der

ischen
{ \ Lingen - Bestimmungen,

er Gradm wenlg

Zl'jl'

der Breitenmessui

s O Bedeutung hatte, ist jetzf, seit die elektro-telegr
"2

ipertr

gungen nahezu

: I erreicht haben, das Verhiiltnis ein anderes geworden, und
3 I. | Hasmnes e o ; L 8 i h EErR_ Y L ot | 1 Ol
| dngen-Gradmessungen sind jetzt d Breiten-Gradmessung:

nahezu glei
Um die Theorie der Liin

brauchen wir nur die Gleichung (16) § 7

:hr"l'l?-'i.t.__ i

gen-Gradmessune in ihren Grndziicen zu behandeln,

fiir Mittelbreite i} vorzufithren:

leosp = Ssina | | o7 | Sine @' — cos? o (1 4+ 112 — 912 12) } (1

Dabei ist noch (1a) 8. 403, da N = ¢: V die Bedeutung von S diese:

=]

= : ],f|. I p'2 cnse I" |1||c1 | — fLJf-,igy rp {2)

1 + §o 0 < o
dazn auch = & — 1 ] (2
q 9 (74 g

Ausser dem astronomischen Lingenunterschied ! und dem geoditischen Bogen s
sind auch noch die Breiten 1, §p und die Azimute ¢y, a, durch Messung zu be-
stimmen {vgl. Fig. 1.). Wenn
Aquators) stattfin

Messung unter niederen Breiten (in der Nihe des
det, braucht ¢ nicht sehr genau zu sein, und wenn der Bogen s
vest-Ostliche Erstreckung hat

genau zu sein.

wesentlich

(¢¢ nahesn = 90°), braucht « nicht sehr
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