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Erite Abteilung.
®eometrie.

L Ronfivnktion der Begelihnitte mit alleiniger fiilfe
oes Lineals,

1) Pascaliher Sat.

on Zeil I ift auf atoeifacie Art bewiefen fordent, bap Der
Pascaljhe Sab sunddit vom Kreife qilt. Sodbamm ift er Durd) jent:
vedjte und und jdhrige Parallelprojeftion und ebenio purd) Central-
projeftion auf bie Regeljdhnitte fibertragen worden. Gr lautet fiir
pie [ebteren:

Bei jedbem Kegel{hnitte fhneiden fid) die Gegenfeiten
be3 Sehnenfedhseds in brei Puntten, die auf einer geraden
Linie liegen.

Der Gaf gilt von gewdhnlichen und itberjd)lagenen Sedhsecten.
€v gilt ebenfo vom einbejchricbenen Fiinfect und der Zangente in
etner feiner Gden, vom einbejdricbenen Biered und demn Zangenten
in et Eden, vom einbefdriebenerr Dreiect und den Zangenten in den
pret Gden. Gv gilt nidht nur fiiv Kreis, Cllipfe, Parabel und
Dhperbel, fondern aud) von jwei pavallelen oder jwei {id
Idhneidenden Geraden (die der Ellipe beztv. Hyperbel entipredjen).

€3 it swedmdfig die Figurven 40, 41, 42 und 43 von Teil II
fiiv jede Art von Kegelfdhnitten 3 geidmen und die entfprechenden
Sige auszujprechen.

Jead) Ddiefen Bemerfungen laffen ficdh verichiederte Sonjteuttions:
Anjgaben mit dem Lineal allein (sfen.

2) Nufgabe. Diejenigen Tangenten des durd) fitnf ge-
gebene Puntte gehenden Kegelfhnitts zu fonftruieren, die
ihn in diefen Punften beriifren.

Polamiiller, Mathematit IIL 1
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4 Crite Abteilung:; Geometrie.

uflojung. Sind 1, 2, 3, 4, 5 bie gegebenten Punfte, jo bilbe
man P ald ©dnitt von 1, 2

Sig. 1.

- und 4, 5, @ als Sdmtt von
2 3 und 5, 1, R als Sdnitt
pon 8, 4 und PQ. Die Ge-
rade pon R nad) 1 ijt die
Tangente im [efpteren Puntte.
: ,  3n derfelben Weife find bie
P 7. I | >~ iibrigen Tangenten zu fon:
ST v ftruieren. — Der Betveid

i, cie o / beruht davauf, daf 1 al3
: = Doppelpuntt 1, 6 betvachtet
ird.

3) Mufgabe. Den durd) fiinj gegebene Punfte gehenden
Regelfchnitt 3u fonjtruierven.

uflojung. Sind 1, 2, 3, 4, 5 die gegebenen Puntte, jo ziehe

man bie Geraben -], 2 ober I, 2, 3 ober I, 3, 4 ober III, 4, 5 ober

IV unb bilbe den Durch:

Big. 2. fhuitt P von I und IV.

- P ~—=e 2 "----——-75 Durd) P lege man eine

i P belicbige Pascaljche Ge-

| i rade @,, dbie von II und

0\~ Sk [IT in Den Punften ¢,

Pt und 1, getvoffen tvird.

e Man ziche jebt die Ge-

vaben @, 5 und R, 1.
Der Durchjdhnittspuntt 4,
diefer Geraven ift der zur
BVascaljdhen Geraden a,
gehorige fechite Punit oes
fegeljcnitts. Bieht man
B beliebig viele Strabhlen

purd) P, jo fann man be-

(iebig biele Bunfte A fonjtruieren. Ju jeder Padcaljden Gervaden
gehirt ein beftimmier Ruutt 4. Fmwjcen bem Strafhlenbiijchel durd
P und den zugehorigen Puntten 4 auf dem Kegeljdnitte findet alfo eine
Axt von Reciprocitdt fiatt, auf die nod) ndher eingegangen werben joll.
Die Reibenfolge der Punfte ift gleichgitltig. Jede Konjtruftion ijt
einbeutig, durd) fiinf Punfte ift alfo nur ein Kegeljchnitt beftimmt.



[. Ronftruttion der Kegeljdhnitte mit alleiniger Hiilfe ded LQineals. ks

4) Nufgabe. Den Regelfdnitt ausd vier LRunften
und der Tangente in
etnem davon 3zu fon-
jftruierven. P, :

Wuflojung. St b
Punft 1 mit der Tan:
gente I gegeben, auBerdem gres =
Punkt 3, 4 und 5, io 3 it
betrachte man 1 ald Dop- N
pelpuntt (1, 2). Die : e _
®ervaden I, II, III, IV @, !
haben bann Dbiefelbe Be- ! i ;
Dentung ie vorher, und
pie Ronjtruftion geftaltet
fich gang ebenjo. R,

.1

ig. 3.

5) Nufgabe. Den Kegeljdhnitt aus drei Punften und
pen Tangenten in zweien davon zu Fonftruieven.

Uuflojung. Sind I und III die gegebenen Zangentert mit den
Vevithrungdpuntten (Doppelpuntten) (1, 2) und (8, 4), und ijt 5 dex
Puntt ohne Tangente,

o 3tehe man nod )
2,3 oder II und  p ; v
4, 5 oder IV. it
pen Geraden I, II, e b
IIT, IV verfahre man ~_
bann ivie vorher. : 3,54 2

Bemerfung. 3 Reriewe Sar

ift angurvaten, nad B = ~

=i - e P,

jedem  Quadranten N
bin einige Pascaljche e
Ltien yu giehen. Wc Ry

bie Fille, wo @, R s

oder A in unendliche

Entfermung fallen, miiffen Beriidfidtigung finden. — Die Art Hes
entftehenden Reqgelfdnitts (aft fih im allgenteinen durdy geeignete
Walhl der Punite vorherbeftimmen, nur in der Nahe bed Grenzfalles
ber Parabel ift die Entfheidung jchivieriger.

6) ©ab des Briandon.
(83} 5

kit Hitlfe von Pol und Polave wurde der Badcaljde Sab in
1#*




4 Erfte Ubteilung: Geometrie.

Feil IL in den bed Briandjon verwandelt. Durd) Projeftion mwuroe
diefer auf beliebige Segeljdnitte iibevtragen. Gv lautet:

Bei jedem Kegelfdnitte fhneiden jidh) die Berbindbungs-
linien der Gegeneden in einem Punfte.

Cr gilt von getwdbhnlichen und dfiberjhlagenen Sed)Zecten, vom
wmbefdricbenen FiinfeE und dem Bevithrungspuntte auf einer der
Setten, vom umbejdyriebenen BVieved und den BVerithrungspuntten auf
swei Seiten, vom umbejdhriebenen Dreied und dben Berithrungsdpuntien
auf ben dbrei Seiten. Cv gilt nicht nur von Kreis, Clipje, Pavabel
und Hyperbel, jondern behilt aud) Sinn fir zwei durch eine Gerade
verbundene Punfte. (Sonderfall der Ellinje.) [m lehteren Falle
find 3. B. durd) die beiden Punfte ﬁ{!tucrij'ft"hﬁ Gerabe zu legen, bie
alé Tangenten aufjufafien find. Die Verbindungslinien ber Gegen-
ecfen T'Jucibtn fih in einem Puntte.

&3 1jt wedmdhig, filv jeben Fall eine Beihuung wivklidh aus:
sufiipren. Die entjprechenden Konjtruttiondaufgaben (mit alleinigem
Gebrand) des Qineald zu [den) find folgende:

7) Unjgabe. Die Berithrungspunfte desd Kegeljdhnitis
s fonjtruieven, der fidh) eimem gegebenen Fiinfed einbe:
fhreiben [dft

gig. b we 0 =
o Auflojung. Sind I, 11,
1 : ITT, IV, V Dbie @Eden bes
L 7 qrqehen‘n ZTangentenfiinfeds,
7 Pt \s jo geben TIV wnd II V af8

i/ Sy = T o e \ F=

7 e S Sdnittpuntt den Briandon-
_,-' I L“-_.\_-‘ il P i - " T
=l ' IV fden Puntt By I B giebt
“‘*-\H _ p den _2’#01:1"[1’}1?1111-}1»‘3;1:mft X.
5o | 3 Ehenjo werden bdie iibrigen
‘\\// Puntte beftimmt. Der Be-
Pt eid beruht darauf, bah bie

Gevade I, V ald gebrodhene
Linie 5, 6 Dbetrachtet twird, deven Feile 5 und 6 einen Winfel von
180° einjchlicpen.

8) Unfgabe. Den durd fitnf Tangenten beftimmien
Kegelfdhnitt dburd) beliebig viele andere Tangenten ausdzu:
jdhattieren.

Huflojung. Die Servaden 1, 2, 3, 4, 5 feten die gegebenen
Tangenten, die vorhandenen Cckpuntte jeien I, II, IIL und IV. Man



. Ronjtruftion der RKegeljhnitte mit alleiniger Hitlfe ded Qineals. 5§

yiehe I IV, nehime auf
Diefer Cinie einen be= i
[iebigen Briandjon: ; "
Punft B, an, jiehe Z
[T L‘; bis sum ©dynitte _ e
V mit 5, und III B, : 12, :
018 jum Sdnitte VI ' :
auf 1, dann ift V VI o S G =3
eite  der gefuchten et
Tangenten. s
©olche fann nan
beliebig biele Ffonjtru-
ieren, indem man B, -
auf ber Geraben I IV P
und threr Berldngerung / N
beliebig verchieht. Dies e
it 3 B. in Figur 7
gefdhehen.
B jedent Paunfte I
B, gehért affo eine W% : ‘
beftimmte Tangente a,. 1R PR S
Auj die Art des gegen- S b
jeitigen  Entjprecdhens e — e
joll ntody ndber einge- gt
gaigen weroen.

—~
.

9) Aufgabe. Den durd vier Tangenten und einen
Beviihrungdpunft beftimmten Regelfchnitt zu fon-
ftruteven.

Nuflojung. Big.
Tie gebrodhen zu =il
benfende Gevade 1,2 /'/ S :
mit  dem  Beriih: Nl -
tungspunfte I fei 3/ e
gegeben, ebenfo bdie AN f" =
Geraben 3, 4 und 5. e A= Sy

8.

Die  vorhandenen _ L — \ A
Sdjnittpuntte feten s = o ey
I, IIT, IV. Dtan R
siehe TIV unbd per- i
fabre wie borfer. 5




6 Erjte Abteilung: Geometrie.

10) Aufgabe. Den durd) drei Tangenten und zmwei Be:

rithrungspunfte bejtimmten Regelfdhnitt zu fonfiruieven.
uflojung. ABC fei
Sig. 9. pas gegebene Dreifeit, T und
111 die gegebernen Beviihrungs:
punfte. Man betvadte A B
diss ald in I gebrodjene Gerade
HEls N 1,2, BC alg in III ge:
' brodjene Gerade 3,4, B
'. N undb € alg bie Punfte II
s und IV. Auf I IV nehme
man  willkiclid) bden Brian:-
e e don=Punft B, an. Dann
e N giebt BB, den Punft D,
SR auf 5 undb IIIB, giebt E,
AN auf 1. D, E, ift eine bex
Tangenten ded Kegeljchnitts.

Soldhe fann man unendlih) viele fonjtruieven.

IL Folgerungen fifr Centralperfpehtive, Sdyliefungs-
probleme und dergleidyen,

11) Dad Duadrat und jein einbefdriebener Nreid in
Gt Centralperipettive.

0 Durd) Centralprojef:

e tion geht bas Quadrat

' i ; ABCD (in Figur 10)

i ein allgemeines Bier:

ed ABCD (Figur 11)

;*\)‘,-i_’xfd_f.;j'._:nz_.‘;:-.\-- A itber, Ddefjen Gegenjeiten
: \?i/' ‘ ; fih in BPunkten P und @
5 R fdhneiden.

yo e o Su beiden  Figuven

S jchueiben fih) die Diago-
W | ‘\'fz nafen in R

.'*\ = i ; PR in Figur 11 giebt

e e bie Beriihrungdpuntte F

S wnd H, QR bdie Beviih:

|
4 rungdpuntte £ und G eined



IL. Jolgerungen fiir Centralperipeftive, Schliefungsprobleme u. dergl. T

pem Bieved einbejdhriebenen Kegelfhnitts, der dem einbejchriebenen
Sreife entjpricht.

Man fennt alfo 4 Tangenten und 4 Berithrungspuntte des-
jelben, 0. ). B Stiide, von bdenen 5 zur Konftruftion mit dem Lineal

%ig. 11.
W
v S = —
0 < = == ' -
2 4
i N
allein ausrveihen. — Die Geradbe PQ mit den Harmonijchen Lunkten

PQVW entjpricht dem unenblichen Beveiche der Ebene von Figur 10.

Man vergleiche in Dbeidben Figuren bdie Havmonijhen Strahlen und
SPuntte.

12) Dag Quadrat und fein umbe{driebener Kreisd in
Centralperipettive.

St Jigur 10 find bie Tangenten in A und C pavallel ju 2,
pie it B und D Derithrenden pavallel zu w. Sie bilden ein um:
bejchriebenes Quabrat, deflen Eden auf p und g liegen. Folglich:
S Figur 11 find WA und WC, VB und VD bdie Tangenten
bes berjpettivijd) davgeftellten Rreifes durd) 4, B, ¢ wnd D. Aud
hier jchneiden fie fih auf p und ¢ Man hat aljo 4 Tangenten
und ifhre 4 Vevithrungdpuntte sur Konjtvuftion des Legeljhnitts mit
vem Lineal allein, wdhrend 5 von bdiefen Stitcfen ausveichen.




g Erite Ubteilung: Geometrie.

13) Das entipredende SdhlicBungsproblem.

Begiunt man in Figur 10 in emnem Dbeliebigen Punfte bdes
griferen Rreifes mit dem Hiehen von Tangenten, jo {dliet das
Tangenten-Gehnen=Duadrat jtetd. o ijt 3. B. B, C; D, I, ein jolches
Quaoraf.  Folglich:

Beginnt man in Figur 11 an irgend einer Stelle desd
duperen Kegeljdhnittd mit dem Biehen von Tangenten an
pen tnneven, o dhlieht die lehte Tangente ein Tangenten:
©ehnenviered. o ijt 3 B. 4, B,C, D, aud) bier ein joldhes
Gebilbe. Cdammilihe Tangenten-Sehnenvievede der Figur Haben bdie
Snitthuntte ber Gegenfeiten auf der Gervaden PQ.

[14) €3 lapt jih Deweifenr, dap bdiefer Sdliepungsjah auf
excentrijdje Kreije und dann durd) Projeftion gany allgemein auf
Segelfchnitte iibertragen werben fann. Gevadbe bdiefer Rreisfahs ift
burd) Jacobi fiiv die Hohere Mathematif zu bebeutungdvoller An=
endbung gebracht worden. Daher foll eine elementave Ableitung
nad) vechuender Wethobe eingejhaltet werden. A3 Einleitung bdiene
per einfacdheve Fall ped jymmetrifden Viereds.

Nufgabe. Die Rabdien » und o zweier Kreije jeien ge:
gegeben. Wie grop mup die Entfernung der Mittelpuntte
genommen werden, damit jid) zundadift ein jymmetrijdhes
Tangenten-Sehnenvieved einzeichnen lafje

uflojung. Sn Jigur 12 fei KON die Hiljte ded gefudhten
BVievetd, die Katheten feien NO =z und KO =y. Der bdoppelte
Dreiedsinhalt ift.

1) 2y =0 + y),

= auperdem ift
H'\.‘\_ 2) 72 + fr“l — 42
'\\., Aus betven Gletchungen
S~ \ It fih folgende bilden:
—x 2 + o'+ 2ay

— 42 —f— 29(1 _I_ ﬂ):

(@ 4 y)? = 42* + 20(x + 9),

pher

woraud folgt : _
3) &4 y=o0 -+ Virt + o*

Dasd negative Beidjen, bei bem es ficdh wm ein Problem ber duperen
Berithrung (Wn-Rreis) Handelt, joll jest nidht beriidfidhtigt werden.



IL. Folgerungen fiiv Centvalperipeitive, Schliefungdprobleme u. bergl. 9

CStatt @ und y zu berednen, febe man Mu = e und bilbe die
pothagoreijchen Gleidhungen

Sl : \2 2 2 S el 5

Ku® =— (r o) = (y — o ‘| Q" = Yy* 207 — JQ_;_.."
AT 2 P eyt e S e B el st ath [P S & ain
LY - — L.} - ¢)" = (r — i_i"} o T~ =0 4 0.

Durd) Addition folgt
9 .r':: _I_ 92 — l:.f 2 _I__ f;::') __iF_ 4 {_‘12 iy 2(] (.J' 21k ‘fj.ji

aljo unter Beriidjichtigung von 2) und 3)
I

2rF 4 2¢% = 4r? 4 49 — 29 _-g +Vart 4 (}’F

Demnad) ijt bie gejuchte Enifermung zu finden mit Hiilfe von
e Sl = 0 _i-’;rl A g

wad feicht fonjtrutert tverben fanm.

Nadh) Teil 1T Figur 42 {dhneiden fih Diagonalen und Be-
vithrungdfehnen in einem Punfte P, dem Pole der dritten Diagonale
JIC ved vollftandigen

Bieveds fitr beide Kreife. Fig. 12a.

Der Punft P und beidbe Ll

RKreife gehoven alfo der S ~.
freigjdhar an, die bon P
pemt durch bie Punite \ N

P und ¢ gehenden
Kretgdbitjchel fenfredyt
gejdhnitten toird. Die
Lergleichung der Win-
feljumute der Bierede
AEPH und PFCG
geigt, bal << EPH
= 90 ift. Aus Sym-
metrieqriinden jind aljo
EG und FH unter
45° geneigt, aljo aud
wd und pK, und e3 ;
ift QK = Qu. Aus

¢ = o; =y = o, = o folgt QI — QD = Qu. Folglich geht der
um ¢ mit Qu gejdlagene RKveid durch die Cdpunfte B und D und
aufjerdem durdh) J und K. Sdammtlidhe Tangenten an den
gropeven Rreis, dbie von Puntten dev Gevaden JK ausgehen,
jind alfo gleid) den Cntfernungen bdiefer Punfte von g
Hievaud evgiebt fich eime grofie Sahl von KLonjtruftionsaufgaben.




10 Exjte Ubteilung: Geometrie.

14b) Daf bie Vevithrungsjehnen EG und FH auf einander
jenfrecht ftehen, gilt bon jebem Tangenten:Sehnenvieved, ivie
die entfprecdjende Betradhtung fitr A P H und CF PG 3eigt. Umgeteht:
Jft ein Rreid mit Radiud o gegeben und legt man
burd) einmen gegebenen Punft P innerhalb desfelben eine

|

beliebig geriditete Sehne p und eine auj ihr jenfredte ¢,
jo geben die Tangenten in den Eudpuntten diejer Sehnen
ein Tangenten=Gehuen=Viered.

Es lapt fidh nun zeigen, daf die umbejdhriebenen Kreije jamt-
lidder zu P und bem gegebenen Rreife w gehdrigen Tangenten:
Sehnen-BVievede denfelben Radiug » und denfelben Mittel:
punft M Haben. Man fehe zum Beweije die Cutjernung pP = s,
jo bafp @® — s® ober %* Der abjolute Betrag der Poteny ded Puntted P
in Bezug auf den fleineven Kveid ift. Mit Hiilfe der AbJtande der
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II. Folgerungen fiiv Centralperipeftive, Schliehungdprobleme u. dergl. 11

Sebnten p unbd ¢ von w ift bann leidht zu seigen, vap p®4- ¢ =4 (20— 5%

alfo fonjtant ift, welde Sehnenvichtung » man aud) wahle. Ans

ver Gleichheit bed Peripheriewinteld mit dbem zugehirigen halben Centri-

winfel folgt die Ahnlichleit der Dveiede EFP und CGp, jo dap

Ci10=q,:p, =Py 4, ift, W0 p;, ps, ¢, g5 Die Ubjchnitte der Sehuen p
g + s q

und ¢ bedeuten. Daraud folgt CD =c 4 d =~ : 0= "o
y 11
Ebenjo ergiebt Jich der Wert fitr die anderen Vievedsieiten, und man Hat:

AB==1 pBo=28 ¢gp_1° p4_2e

Py Gs By 1
Nad) Piolemdus folgt nun fiir die Diagonalen » und w
von ABCD

qo 0 qo

vow=AB-0D 4 BC-AD

ghel - phot ot gt e 0P g

= ¢ 2 :
P1Pe 1 ds 91 Ye R
Das Probuft dber Diagonalen ift aljo fitr alle hier
moglidhen Tangenten-Sehnen-BVievede unverdinderlid.
Die Summe zweier Gegenjeiten ijt

7y oy | 3 T ! 1 1 \ ?‘J }J H j) f}
& o B Sy ; — el %— — D L
_Jif J’) fi 1 .I i ( I) ] ,;] ( 1'-)1 J__{) ) il

£ =

—
P1Ps pre=a

Da ferner (BC 4 DA)p=F, b. §). gleih) dem Jnhalte von
ABCD ijt, fo folgt
e U

4 ]
O

Bugleid) ift dbas Prodbuft ziveier Nadhbarfeiten

AB.po=210 = 24¢ _ 35

Py r.'r;: ‘j: j]l jJB qs
Ep-DA P L Gipae i g
Pith Pr 41 P
Die Geiten dez Bieveds EFGH follen £ g, k, i fein.
abe B
17 Dergl. Teil II, Nr. 9)

ift fiiv bie Jnhalte der Dreiede ABC und CDA

Jad) befanntem Dreiectsjabe (r =

o : ) p-AB-BC+v.CD-DA v F (p s
Fe F | F, = = : — (1 )
P! 47 47 \g, iz P
p¥plLa  pE
; 4 ¢ Py qs T 47 Prg.
aljo m
g == s




12 Grfte Abteilung: Geontetrie.

und ebenjo

g*
Lg = 1 =]
Te o Py
folglich
Sy vwg®
164% = — L2
P g
A TIT 1T [ JT{""-f bof o £a ye! (A3 ka8, o B
pber, da A JHu ~ EFP, aljp ot ijt, unter Beriidjichtigung
o o |

ped obigen Rejultatesd fiir o - w),

Fitr jamtlicdhe um Diagonalidnitt P gehdrigen Tangenten-
@chuenbvierede ift demnad » fonjtant.
Gamtliche diefe Bierede DHaben aber die Scmitte ihrer Gegens
feitet auf der PBolare von P, und da (nad) Teil IT Figur 42) die
Polare und P aud) fiir den umbejdhriebenen Kreid al8 joldhe u
einander gehoven, fo miifjen 27, w und P auf einer Gervaven liegen
und P gehort mit Den beiden Kveifen wiedevim 3u einer Kreidjdar.
Aber nur ein Kreid auf der betvadyteten Seite diefer Scdhar fann
bent Nadind » Daben, folglich haben famtliche gu P gehdrigen
Tangenten-Sehnenvievede benfelben MittelpunftundRadius
fitr ben umbefdyriebenen Kreis. Man dbarf alfo vom dem Falle
ped pmmetrifen Bievedd Figur 12a audgehen und findet dabei
ven Gap:

Sind » und o bie Rabdien jweier Kreije und ift die
Entfernung der Kreismittelpunite

= ‘I/_?.‘_* e o — o V"‘J' r? QEr

e =
Al =

jofdliegen jamtliche Tangenten-Sehnenvievede, wWomanaud
Deginnen moge.

(lnter den zablreichen Jnvavianten ber Bieredsjdar bei ge-
geberet o und s (und i = o® — s*) feien nod) folgende genannt:

§
I Do"

fohi = 4 °k%; 7 = g WO F, per Jnbalt dbes fleineren Biereds
a3 ;

EFGH ijt, benn

= (_E’I "I‘ﬁz) (fh == .G"-z) = P19 T P2y + P19s + Py =2 T
5 - : gk k* 2 F,
ac="bd = ¢°; sinAd-sin B = S

Wuch auf die BVegiehung AB - BC- CD - DA = F* fei aufmerfjom
gemacht.)



II. Folgerungen fiiv Centralperipeftive, SdlieHungdprobleme w. dergl. 13
Durd) Projeftion folgt nun der Sab:

Wird einem BVieved ein Deliebiger Kegeljchnitt umbe:-
jdhrieben und ein beliebiger einbefdhrieben, fo jhlieken Jami:
Lide Tangenten-Gehnenvierede, o man aud) beginnen moge.

Wit dem Gegebenenen Hangt eine grofe Reibe von Konftruttions:
aufgaben jujommen. |

15) Jijt ein Kreid und inmnerhalb dedjelben ein Punft R gegeben,
jo 1ift defjen Bolave » be-
jtimmt. Bu jebem Puntte 5ig- 13.
P ber Polare » gehort
eine Polare p, bdie von
r i @ gefdnitten twixd.
Die Polare ¢ von Q gebt
ebenfo durd) P, fo bafy P
und @ zugeorbnete Punfte
find und dad Dreied PY R
s fich felbjt vecibrof ift.
Bieht man von P aug
eine beliebige Sefante e
PAB,jodbann BCQuud P
IDP, o gicbt QD ftets
einin A {d)liefended Sehnenviered, deffen Diagonalen fidh) in
R jhnetden. (Warum?) Entjprechendes gilt von ACD B undb A BDC.

H

16) Heciprof folgt: Bieht man vou einem beliebigen Punite
F auf g eine Tangente A bi8 zum Sdnitte & mit p, jodann
GB bis zum Sdnitte H mit ¢, jodann HC His zum Sdnitte
J mit p, fo giebt die Tangente JD ein in F {dliefendes
LBieved, defjen Bervithrungsjehnen jidh) in B {dneiden.

Beive Sdliepungsiibe gelten von allen Kegelfdhnitten.

P, @ und R find ein jogenannted Tripel von Punften.

17) Das Sdliefungsproblem der Tangenten-Sehnen:
dreiede.

Jn Teil 1I, Geometrie Mr. 14 war gezeigt worben, daf, wenn
die Mittelpuntte zweier Kveije mit den Rabien » und o die ECnt:

N

Fermung ¢ =V/r* — 2r¢ Haben, fid) unendlich viele Tangenten-Sehnen-
Dretede einzeichnen laffen. Wo man aud) auf der Peripherie ded Anpen:
freife8 beginnen moge, Tangenten i ziehen, ftets jdhlieft die Reibe.

Der Gap qgilt aud) vonm den duBeven Beviihrungstreifen bdes
Drefeds und dem Umbreife, nur ift dann e = Vo? 4 270. Durd
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Rrojeftion gilt er aud) von Kegeljdnitten.

maBen ausdgeiprochen werden:

D

ort fann er folgenber:

Shlickt bei zwet Kegelfdhnitten ein Tangenten-Sehuen:
preted, {o fdhliegen famtliche, wo man aud) beginne.

Hig. 14.

&3 qiebt aber auch nod) anbere
Uusdrudsweifen. Jn  Figur 14
3. B. find 3iwei joldhe Dreiede dar-
geftellt, ABC nnd DEF. Dabei
it GHJLN ein Briandon:
Sedized, ADBECF ein Pascal:
Sedyded. €3 ergiebt fich Folgendes:
Bieht man tn einem Pasdcal:
Sedsed famtlige Diagonas
e, bie Dretede abjdneiden,
0. h. verbinbet man alternie-
renbe @den, fjo Dbilben bdie
Diagonalen ein Briandon:
Sed)sed.

Der reciprofe Saly fiiv diefelbe Figur lautet:
Berlangert man in einem Briandon:-Sed)3ed die alter:

nierenden Seiten Hid zum D

Durd)iduitt, jo entjtehen zet

Dreiece, deren Cden ein Pasdcal-Sed)sed bilden.

18) Cin @egenjtiid sum vovigen Lroblem.

BVerlingert man die alternievenden Seiten eined Pas-
cal-Sed)8eds bis aum Durdhidnitt, foentjtehen zwei Dveiede,
peven Cden ein Briandon-Sed)ded bilben.

Ober: Sdnetdbet man von
einem Briandon-Sed)sed
mitteld Der entfpredenden
Diagonalen lauter Dreiede
ab, o bildben bdie fed)3 Dia-=
gonalen ein Pasgcal=-Gedhsed.

Der Beteid [dpt fidh auf
perjchievene Weife fithren. CEine
raumliche Beweidfithrung ergiebt
i aus Figur 16.

ABC undb A;B,C; fjelen
sivei Dretecfe, beven entiprechende
RLerbinbungsdlinien fich in einem
Punfte 7 {dhneiben; dann Ilapt
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1I. Folgerungen fiix Centralperjpeftive, Sdiliefungdprobleme 1. dergl. 15

fid Z(A4,B,C,) ald Beidnung einer dreifeitigen Pyramide betvadhten,
bie burd) bdie Flidge ABC jdhrig abgefdhnitten ift. Da nun bei
diejer Anjdanung

a und @, in der: 7
felben Ebene [ie-

gett, jo jchuetden fie _ .
fichineinem Raum: p/ Sb i
punfte P. Ebenfo
jdneiden fich b und Ak
b, in einem Raum: TE=h
puntte ¢ ¢ uno / L _

¢, int einem Raum: e R Z L LTSNS,
punfte R, Da s S e e ;

aber die Sdynitt: e e \é

ebenen ABC und L~ —5 '

A B C fi§ in /4 =

einer Gervaden

jhneiven, jo miiffen P, @, R in einer gervaden Linie liegen.

Das entjpredhende gilt von Figur 15 und damit ijt der Sedhzed:
jah Detviefen.

Der Hiilisjas flautet: Liegen zwei Dreiede jo, daf die
Berbinbungsdlinien ihrer Cden durd einen Punft gebhen,
jo jdneiden jid) die entipredenden Seiten tn PLuntten, die
auf einer Geraden liegen.

Der veciprofe Sab fiiv diefelbe Figur l(autet:

Sdyneiden jid) die entfpredyenden Seiten zweier Dreiede
in Punften, die auf einer Gevaden liegen, fo {dneiden fid
pie Berbindungslinien entjpredender Ccden in einem Punifte.

Wuf Grund ded Reciprocitdt ijt ein bejonberer Beweid nidht notig.
Cr lagt fich jelbjtindig durch eime dbhnliche Raumbetradhtung fiihren.

Dreiecte jolcher Wt bezeidhnet man ald peripeftivifde Dreiede.

S pem Sae jind zahlveiche andere als fpecielle Fdlle enthalten.
Wean vergl. 3 B. Figur 43 in Teil IT und den Sab itber dad Fup-
puntidreted der durd) einen Puntt gelegten Cdtransverjalen einesd Dreieds.

ig. 16.

19) Durc) vier Puntte 4, B, ¢ und D laffen fich unendlich) viele
Segeljchnitte legen. Bildet man nod) die Schnittpuntte P, @ und R
unn die ugehdrigen Volaven p, ¢ und », jo ift dad Dreied PQR fiix
piefe jamtlichen Kegelichnitte fich felbjt veciprof. Die Polare p iwird
aljp vont famtlichen Kegeljdnitten jo gefdynitten, dafy die Tangente im
Sdnittpunite durd) P geht. Entfpredhended findbet mit ¢ bezt. » ftatt.
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Wird nod) ein fiinfter Puntt F des Kegelfhnittd gegeben, jo tann
man {ebteren nach Paseal durchfonfruieven. Man findet aber aud) jofort
mit Hiilfe der Polaren drei weiteve Puntte &, Z, und K. ©o it B
ber vierte Hormonijde zu P, K und E. Die Geraden £, @ und ER

wig. 17
5 £ _,7?_.
:'-!;'1:_( / \ *

geben als Sdnitt E,, E, P und EQ geben Ej. (Bergl. Das Slieungs-
proffem unter 15.) Bilbet man jebt aud vier beliebigen von den acht

PBuntten ein neuned BVieved, jo ergeben i) 3-4 = 12 neue Puntte w. j. 0.
Sebe Ronftruftion ift eindeutig, aljo ift wiebevum dev Kegeljdhnitt dureh
5 Punfte eindeutig beftimmt.

Fig. 18.

Gtatt des Puufted E fann aud) eine Tangente ¢ gegeben fein

(ofue Angabe ez BVeriihrungspunites). Hier verjagt die Konjtruftion
nad) Paseal, man findet aber fofort drei weitere Tangenten e, ¢

—_—

R .



L. Brojeftivijde Punftreihen. 1.9
und e, durd) folgende Iberlequng. Wird die Polave » von ¢ in G
gejdhnitten, fo muf die von G aus gezogene Tangente e, Der bierte
¢ gugeordnete Strahl u GQ, GR und e fein. Sind némfih X
und ¥ bdie Beriihrungspuntte mit dem zu fonftruierenden Kegeljdinitte,
jo geht XY dburdh) B, und X, ¥, B und Z auf » jind Darnmontjche
Puntte. Nun jdneidet e, die Gevabe p in H und die Gevade g
it J, wihrend e bie Gerabe p in B und ¢ in F {dhueidet. Die
Gevaben EJ und HF geben die Tangenten e, und ey, die fich in
K auf r fdneiben, jo daf auf jeber Polave zwei Tangentenjduitte
liegen. Ta P, @, G, K Davrmonijdle Punfte find, o Fmmen auch
bie zweiten Tangenten in F und F mit Hiilfe des vierten Havmoni:
jden Strahles fonfiruiert werden. (Vergl. SdhlieBiungsproblem 16.)
Die fertige Konjtruftion fann mit Hiilfe des Jnvolutionsjapes von
Desargues bduvdjgefiihrt werden. (Siehe Unbang.)

20) Uufgabe. Die veciprofen BVetvachtungen zu AbjGnitt 19
angujtellen, bei denen es {ih um Regelfdhnitte Hanbdelt, von denen vier
Langenten gegeben {ind, su denen nodh eine Hinfte, oder ein Lunkt tritt,

Bemerfung., Aus den lepten Betvachtungen erqiebt fich, Daf,

foern bon einem Regeljhnitte vier Tangenten und ein Punft, oder
vier Punfte und eine Tangente gegeben find, man acht Stitcfe fennt,
nimlid) bier Tangenten und vier Punfte. Duvd) dieje find aber im

allgemeinen jededmal zwei Kegelfhnitte beftimmt.

OI. Projektivifye Punkiveiben,
21) Wetvadtet man eime der Kegelfhnittfonftruftionen nad
Briandon, 3 B. die Konftrultion aus fiinf Tangenten, fo evfennt
man leicht, daf fie fidh

4 P ig. 19.
aud bdem Bujammen: b ;
! = o
I)m}_ge it b““,h[’“' \"x
trefenden Sabe (iiber 5 ~g

freis oder  Regel:
fdnitte) ganz Heraud:
[ofen Yapt. Wa3 BHat
dabet eigentlicd) ftattge-
fumben ? ®egeben waren
ote Punfte I, II, IIT,
IV al3 Sdnittpuntte
per gegebenen Gerabden
¢, 111, II 1O, TIL IV

Holzmiller, Mathematit. IIL

(i
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und . Ptan Hat die Geradbe I IV oder b gezogen. Jeber Puntt B,
derfelben ift vom II aqus auf ¢ und von IIL aus auf e projiziect
worden, wad die Puntte C, uund 4, gegeben Hot. Jede BVerbinbungs-
finie A, B, wurdbe Tangente ded gejudhten Kegeljdhnitts.

Durd) Projeftion der Figur 19 wird nichts Wejentliched geanvert.
Demnad) gilt Folgendes:

BVrojiziert man die (nummerierten) Puntte einer fejten
Gevaden von jwei feften Punften ausd auf zwei andere
gegebene Gevabe, und verbindet man je zwei jujammen:
gehorige (gleichzahlige) Projeftiondpuntte mit einander, jo
umbitllen die Berbindbungslinien einen Kegeljdnitt, bex
aud) bie Trager dev neuen Punttreihen und bie Berbindungs:
(inien 3wifden den beiden Projeftiondcentren unter fid
und mit ben Sdnitten der projizierten Gevadben zu Tan-
genten hat.

92) Bunttreifen wie 4, 4,, 4,, ..., ¢, G5, C;, ..., Die purch
stwet verjchicdene Projeftionen ausd ein mﬁ perj elben ‘J;un ftrethe ent=
jtanbent finb, Degeichnet man ald projeftivijdye Punttveihen.

Der gefunbene Sap [Aft fid) jept folgendermafen ausdriiden:

Die Verbindbungslinien entipredhender Lunfte zweier
projeftivijcher Puntiveihen umhillen einen Kegeljdhnitt, bev
auc) die Triager ber Punftreihen ju Ta: 11‘1:1L1I hat.

Man fann diefen Saly ald eine newe Vefinition des Kegel:
jnitts Dbetracdhten. Diefe Erilfdarung ijt unabbhdngig von
jeber Mafbeziehung. Dap eine jolhe Definition miglid) ijt,
dhavattervificrt bie Regelfchnitte al3 vein projeftivijche Girl’;ilﬁv
und flart bavitber auf, dap mancdhe Konftruftionen ofhne Hiilfe des
Bivke(d audgefiihrt werden fonnten. Man wird jdon jeht evfennen,
paf man mit bem gefunbenen Sabe den erjten wirtlichen Cinblid n
pad Gebiet der Geometrie der Qage (im Gegenjab zur Geometrie
pes Mafes) gewonnen hat.

23) &ind die Punfte By, B,, B; und B, Harmonijde, jo find
nad ﬂt‘,uf II Nr. 47) aud) A, 4,, A4;, 4, Hormonijche und ebenjo
¢, C,, C5, C, harmonijhe. Harmonifdhen Puntten einer Punkt-
veifhe entipredhen alfo Dharmonijde Puntte jeder su ihr
projettivijden Punttveihe. Jn diefer Beziehung liegt aber nod) nicht
pas alfgemeinjte Chavatteriftitum, von dem fpiter gefprodjen werden joll.

24) Wud) die Punftgruppen 4,, 4,, 4,, ... und B, By, By,
find projeftivijche, jebodh) Jagt man von ihunen, fie befinben fid) in

.
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peripeftivijdher Sage. BWerbinbet man bdie gleihnamigen Puntte,
jo gehen famtliche Verbindbungsdlinien purc) eimen Punft, umbiillen
aljo einen unendlid) Heinen RKegelihnitt.

Man braudt nur die eine Gerade aus ihrer dage zu
berfdpieben und 3zu verdrehen, um den peripeftivijden
Charafter aufzubeben. Dann treffen die Steablen nicht mehr
penfelben Punft, jondern fie wmbitllen einen KRegeljdhnitt.

25) Run loffen fidh 3tvet Gruppen harmonijder Punite badurdh
e perjpeitivijdje Lage bringen, daf man 3vei gleichnamige Puntte
aufeinanderfegt. BVevgl, Teil I, Geom, Nr. 50. Folglich:

Projettivifdhe Punttreihen lajjen jid ftets in perjpef:
tibijde Lage Dbrimgen. Die eine Gruppe lift fih aljo aud
piveft aud dev anbern durd) Projeftion erzengern.

26) ©mnd bie Trdger @ und b pavallel, o mennt man die per:
jpettivijhen Punftveihen A, 4,, Ay, ... und By B Beoo. .. ahne
lidje. Sind dabei aud) die projizierenden Strahlen pavallel, {o nennt
man fie congruente Punftreihen. Sind die Trdger a und b
nid)t pavallel, die projizievenden Strabhlen aber pavallel, fo findb bie
Punttveihen ebenfalld dhnliche.

Bringt man dhnlidje ober congruente Punttreiben in eine nicht
perjpettivijdye gegenjeitige
Lage, fo muf die Um-  _ = CLRD.
hiillungScurve der Ber- :
bindbungglinien  zujam-
mengehiriger Punfte ein
RKegeljdunitt fein. Diefer
Regelichnitt hat nur einen
Urm, veidht aber ins
Unendliche, er ijt aljo
emme Pavabel. Folglidh:

dolgen aufj zwei
Gevaden Punttreifen
in gleichem HAbftanbde
auj einander, o ift
diellmbiillungscurve
ber Verbindbungslinien einander entipredjender Runtte im
allgemeinen eine Parabel.

ont Falle gleichen Ubjtanbdes fitr beide Geraden wird die Beidnung
eine fymmetvifdge.

Durd) die Kongrueny und Hhnlichfeit, ebenfo durd bdie gleichen

R
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Abftinde, Hat man tvieder ecine Mapbeziehung in bie Betradytung

eingefiihrt, jedod) erleichtert dies fiir die Schulzivede die Betvadytung.

27) Die Hodjichule beginnt die newere Geometrie der Kegel:
jhnitte mit der Definition durdh projeftivifche Punfiveiben. Fiix
unfern Bwed reidht ed aud, die folgende Moglichfeit einer Umilehrung
bes fjritheren Lehrganged anjuveuten:

a) Die CErildrung der Poarobel fann auf bdem Wege ber
Medanif oder Rinematift (Rinetif) gegeben twerben. Ein LPuntt
_[mm::ge fid auf ber Gevaben AB mit founjtanter Gejdwindiglet,
diefe fenfe fih aber dabei mit gleid)firmig befchleunigter Gejdhtvindig

feit. Nad) dem Fall-
big 21  gefebe  (vgl. Teil II,

Geom. Ny, 104) it

- -

bann der Senfungsiveg

Neps

in ¢ Sefunben k= gt*,

g et o !
fvo é bie Sentung m

\\\

Hon nittens o) ber erften Sefunbe ift.
e Die Senfung ift alfo
Tl e ; yady 402 84 oh. L

r
R T e [ [ e~ g g o¥
=W gy Sehuntben gt 2o7 Ia

13/" p

- :_l-l--""'ﬂ-_.___ g an < 5
~ 5 165, 265 u | w

Statt alfo nad) 1, 2,
DN 8, A, & R aes
/i langen, gelangt ber
Puntt nach I, II, III,

IV, V.... Die jo fonftruierten Punfte find Puntte einer Parabel.
Soldhe Puntte fann man beliebig viele einfhalten. (BVgl. Teil 11, Fig. 187.)
Ungenommen, dad Senfen hirte auf, wenn der , Kirper” in einent

per Punfte angefommen ift, fo wiirde er nad) dem Beharrunggejese
ber Mechanif in der Tangente tveiter gehen und die benachbarte
Genfredpte um % hoher erveichen, alé e vorber gejdhafh. Aljo find
bie Zangenten bder Pavabel fefhr bequem mit Hiilfe der Kéinge
11 = g su fonjtruieren. Bieht man die ‘Tangenten bid zur gripten
ber Genfredhten durd), jo fieht man auf diejer dad Fallgefeh fiiv bdie
eingelrien Sefunbent 1 : 3 : 5 : 7: 9... veranjhauliht. Auf dex
Tangente AB aber [dneiden die gepeidneten Tangenten
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gleie Stiide ab. Dasfelbe gefdyieht ebenfo auf jeber
anbern ber gezeidhneten Tangenten. Folglidh ftimmt bdie
Definition der Medyanit mit ber Definition aug dben Ber:
bindbungdlinien dber Puntfte, die auf zwei Trdgern in gleidhem
Abjtande auf einander folgen, itberein.

b) Jebt definiert man jeden Kegelfdnitt ald Vrojeftion
einer Parabel. Daraus jolgt, bap man durd die ﬂ‘Ll bindbungs-
[inien ber entjprecdhenden Punfte jzweier projeftivijder
Punftreiben einen Kegeljdhnitt exhalt.

c) Sft nunm b bdie wrjpriinglicdhe Punftreihe, ¢ bdie von II aus
projizierte, @ die von IIT qud projizierte, und find 4, und C, die
Projeftionen von B,, jo ift
A,C, eine Tangente Ded
Segeljdhnitts, ber auBerbdem, X
wie bie RKonftruftion zeigt, T
bie Gevaben a, ¢, TII, TLIII, dE e
IITIV  beriihrt.  Demnad) 7 PR
ift A, TITIILIV €, ein Tan- e R :
gentenjechdect, und in diefem e R N
treffen jidh bdie Diagonalen " ‘*-
IIV, IIC; und IIT A, in \
einem  Punfte. Damit oy L
it ber Briandon-Cas, >
wenn man bon der Pa-
rabeldefinition abfieht,
ohne die Geometrie des Mafes betwiefen. Die Hodhidule ift
imitande, jeden Nejt von MaPgeometrie aud der Betvadtung zu ent-
fermen.  (Bgl. Thomae: Die RKegelfchnitte in rein projeftiver Be-
Dandlung. Dort wird alled aud dem Sape itber perfpeftivijdhe Dreiece
abgeleitet.)

Fig. 21D,

Projektivifhe Strallenbiifdyel,

28) Die reciprofe Vetradtung (ifit fih an jebe Aufgabe bdex
Pascalfden Gruppe, 3 B. Aufgabe 3, anjdliegen. Bei biejer
it tm Grunde nur Folgendes gefdehen.

Die Punttreibe der R, auf einer fejten Geraden » ift mit wei
Punften P und C verbunden tworden, was die Strahlenbiijhel P
und C giebt. Das Strahlenbiifdel P ift durcd) eine Gerade ¢ ge-
{dnitten, twad bie Punfireihe der @, giebt. Die Punftreihe der @,
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Fig. 22. it mit etnem feften
Buntte B verbunben
- = oorben, iwad ein
7 I:' 2 - -. i L&} i, -I.- ~ i
7~ Gtrahlenbiijchel B
3~ o giebt. Die gleid)-
: s LT = e
P e namigen ©trahlen
.x ] > /'_.- il
e =<4 ner Bitjdhel B und
=5 S ey C {dneiben jid) in
] - B Bunften 4, die ei:
\J. el / . S S
\ R] ity nem Regeljdnitte
] S angehbren, Der
purd) 0228 4B
R / s - '
= o geht.
' Sdyneidet man dad
= Strahlenbitjdel P

durd) eine Gevade »,

unb verbindet man bdie Punfte B mit einem Punite €, jo fann man
ba3 Strahlenbiifdel € ol eine Projeftion ded Biifhels P, vermittelt
purd) bie erabe s,
Detvadhten. Ebenjo ift
i oa8 Bitjdel B emne
Ny ¢ Lrojeftion vom Bii-
,"_ jchel P. Die Biijchel
T —_— B unb C, bie durd
T TN X =8 perichiedene  Rrojef-
e tionen aus demjelben
e e R Bitjhel P entftanden

fre B e jind, Dbezeihnet man
1/-'/ N SRS e als projeftivijcde
L T s T L ©Strahlenbitjdel.
Bon ben Bitjcheln P

und C jagt man, fie befinben fidh in pevfpeftivijder Cage, ebenjo
pon den Biifdeln P und B. Die Gerade heifst Perjpettivititdachie,

Die ganze Ausdrudsiweife ift die veciprofe zu der im vorigen
Ubjhnitte angewandten. An Stelle der Puntte find Strahlen, an
Stelle der Punttreihen Stvahlenbitjchel getreten und umgetehrt.

Aus der oben genanuten RKonftruftion folgt der Sah: Die
Durdidnitidpuntte entfpredender Strahlen projeftivijder
Strafhlenbiijdel liegen auf einmem RKegelidnitte, der aud
purd) die Biifdyelpuntte geht.

Diejer Sap ift unabhingig von jeder Mafbejiehung.
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Gr fann au einer nemen Definition ded BVeqriffs Keqeljchnitt verivandt
foerbent.

29) Uud) hier gehoven, ie aud der Projeftion Hervovgeht, zu

parmonijden Strahlen bded Bitfdeld C folde von P, und zu hars
monijden Strafhlen von P foldhe von B. Folglich gilt dasjelbe von
B und C. Aljo: Bet projeftivijden Sivahlenbiijdheln ge-
horen zu Harmonijden Strvahlen bed einen DHarmonijde
Strahlen ded andern. Aber aud) hier giebt e3 eine noch allz
gemeirtere Beziehung, deven Vehandlung nod) folgt.

Da fid itbrigend zwei Gruppen harmonijder Strahlen jtetd in
perjpettivijdhe Lage Dringen lajfen, fo folgt, daf projeftivijde
©trafhlenbiijdel ftetd in peripeftivijde Lage gebradt werden
fonnen.

30) Gtrablenbiifhel fommen fongruent Dbejv. abhnlid) feim.
©ieht man von ber Lange dber Strafhlen ab, jo find &hnlich und
fongruent Hier ibentijd.

Nach dbem Sabe von der Gleid): s
feit ber Peripferiewinfel am Kreife B
geben aber zivei fongruente Strahlen- ol S
bitfjel B und C als Ort der Durd)- f/ g\ S
Jdnitte entjprechender Strahlen eimen N [ A | )
Kreis. (Fig. 24.) = "\r_'_ ‘ | o HI

Projeftion ded lepsteren giebt einen
Segelfchnitt, die Projeftion fongruenter
@trablenbitjcdhel giebt aber projefti-
bifdhe Strahlenbiifdel. (E3 find
gewiffermaBen mit bdentjelben Biijchel
stoeiRrojeftionen borgenomnien tvorden. )

Man fonnte aljo aud) hier den Untervichtdgang umbehren und jagen:

a) Songruente Straflenbiifdhel geben einen RKreis.

b) Demnad) geben projettivijche Strahlenbiijchel einen Keqeljdnitt.

¢) Jft nun P ein Strahlenbiifdel, gejdnitten duvd) » und
g, und find B und Cyy fejte Punite, find ferner @, und R,,
ebenfo @, und A, zujammengehorvige Punfte dber Projeftivbiijchel
ourd) P, B und C, jo ijt ber Ort fiix A4,, twie dbie Konjhruttion
zeigt, etn Reqgeljdnitt, der durch folgende *Puntte geht: durd) C,,
ourd) 2, b 0§ Den Durdjdhnitt von g und dem gemeinjdhaftlichen
©trafjle PC;, bdurd) 3, ben Sdmitt von ¢ und r, durd 4,
pen Sdnitt von » und Ddem gemeinjdaftlihen Stvahle - PB

und  burd) B,. Man Pat alfo in C,234Bz4, cin Cehnen:
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ig- 25. jech8ect eined Segel-
"I y ¢ idmtts. P, @, undb R,
! R R find die Sdnittpuntte
s per (Gegenfeiten Dded-
L 4 jelben, und diefe liegen
e / auf einer Geraden. Da-
\ |-=*"3/ mit ift, wenn man
X b bon der Definition
AN V4 pes Rreifed bejzi.
g i per gleichen Winfel
i abjieht, Der Pas-
calfde Sah obhne
. jede Magbeziehung
beiviefen. Die Hod)-

jule fann aud) hiev jeden Rejt von IMapbesichungen entfermen.

V. Mas Doppelvechilinis,

31) Das eigentliche Charatterijtitum ber gegenjeitigen Bezichungen
projeftivijder Puntireihen und Strahlenbitjdyel ergiebt jich folgendermafen.
Gub A, B, C und D harmomjde Puntte, jo ift
A AC __AD
§1g. 26. : ok
CB BD!'
pper twenn man — BC
fiiv CB {dyreibt,

WSS R AC AD
b ‘\ T T
AR <og BC 5D
i L J - (4
A N ™ DODEY
\\. P -
AC , AD i
b BC - BD T -
pet) I S e S : \\___ =it aber D midht der
¢ igtut 2 @ vierte Harmonijde, jon-

. o 15 . s S
pern ein beliebiger Puuft der Geraben, fo ijt B0 B
bon — 1 und Hhat fiiv jede Lage von D einen beftimmien Wert.
Da e3 ji) um dag Verhaltnis ziweier BVerhaltnifle Hanbelt, nennt
man den Ausbrud dad Doppelverhaltnid ber vier Punfte und
bezeichnet e3 als (4 BCD).*)

berfdicden

e

) Bei ver fhier gewdhlten Sdjreibiweife find die zugeorbneten Puntte
nebeneinander gejdhrieben.
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32) €% fragt i num, ob, twenn man bdie Puntte 4, B, C, D

]

—

mit einem beliebigen Punfte P m‘rhi]:hti, fiit die Sty n[l en etivas
Entipredhendes gilt.
Begeihnet man den Winfel wijden a und ¢ mit (ac),

2. N APC = PA - PCsin f.;(u:'} = AC . PQ,

folglich
AC I’A PC 5 ehon BC PR - P(
: = — 1t ehenjo ——— =
sin (ac) f’l’} Al gin (b¢) BG T
Durch Dibift alf
ourd) Divijion aljo
1L L ] ‘_,1 8] PA si ﬂ ”,(‘)

]], i B0 PB sin ||'s c)
Ehenjo 1t
AD v PA-PD . “BD: - BBPD
sin(ad)y  PQ ' sin(bd) = PQ !

L

alfo durch Divifion . ; , ;
) T AD PA sin(ad)

9’ T = S ety bt
<) BD = PB sm(bd)
Durd) Divifion evgiebt fich aus 1) und 2) bdie Beziehung
= AC AD gin (a¢) sin(ad)
o) b =i ‘

BC*BD ~ sin(be) “sin (bd)

Die linfe Seite ijt dad Doppelverhiltnid der vier PVunfte. Die
rehte Geite heipt analog dad Doppelverhiltnid der vier
©trohlen. €8 witd mit (abed) begeidhnet. A und B, ebenjo
C und D find zugeordnete Punfte, o und b, ebenjo ¢ und d zuge-
oronete Strahlen. Gleihung 3 lautet in der vereinfachten Schreibiveife
4) {;—.’1 B f.-';")) == I_{f.f.?:isz:l.

Aljo: Das Strahlenbitfdel und die jhneidende Gerade
haben fiir je vier Clemente dbasdfelbe Doppelverhilinis

33) Bilbet man nun Fig. 27,
aus dbem Straflenbiijdel P R
auf projeftivifhem Wege \\\
ein perfpeftivijches P, jo ift aples!

(FJL' (?) = ABCD
= (a,b.c d;).
Bilbet man aud der
Puntiveihe ABCD eine
perfpettivijhe 4, B, 0, D,
jo ift
ABCD = (abed)
= 4, B,C,D,.
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Wie man nun aud) projeftivifd fortfahren mige, flets bleibt ber
Wert der Doppelverhaltniffe unveranverlich.

Folglid) gelten die Sipe:

Bei brojeftivijdhen Punftreihen Haben je vier Punite
ve3 einen ftetd basjelbe Doppelverhdltnid, wie die ent:
{predjenden SPunite besd andern.

Bei projeftivijden Strahlenbitjdheln DHaben je bier
Strahlen ded einen basjelbe Doppelverhalinid, toie Ddie
entjprechenden Strahlen ded andern.

Da aber audy die Doppelverhalinifle der Strahlen und ber zuge-
hirigen Punftgruppen gleich jind, jo folgt gany allgemein:

Bei projeftivijden Gebilven 1§t fitr je bier Paave
einander entjprecdhenver Elemente dad Dopbelverhalinis
dasjelbe.

Die dret Sabe geben bie Gletdhungen:

II BCD) = (4,B,C, D), (abed) = {;H.,f:l r_'l.u?]:?,
(ABCD) = (a,b,c,d,).

34) Ber ber fongruenten Abbilbung find die Homologen
Winkel gleih, die Yangen Homologer Seiten ebenfalls gleid.

Vet der ahnlichen Abbilbung find die homologen Winfel gleid
und bdie Lingen Homologer Seiten ftehen in fonjtantem Verhaltnis.

Bei der Abbifbung burd *Projetftion ijt pad Doppel-
verhaltnis von je vier Punfien auf einer (um[mu gleich) bem Dbex
bier entfprechenden Punfte: ebenfo ift dad Doppelverhiltnis von je
vier Straflen gleich dem ber vier entjpredjenden Strahlen.

&ig. 28 35) €8 giebt aber nach Dbigem
auc) projeftivijche Beiehungen,
ber Denmen bad Doppelver:
haltnid von je vier Punften
aunf einer Gervadben gleid
pem bDer bvier entjbredien:
__ip bden Strafhlen durd) eimen
| Punft ift, und umgetehrt,
pag von bier Strahlen burd
e einen Punft gleicdh dem der
A 5 ~e vier entipredjenven Punite
SR |  auf der entipredenden Ge:
Seou o raDen:

4 Diesd gejdyieht 3. B. bei der Ab-
pilbung durd) veciprofe Polaven.

,.‘JJ
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Berbinbet man namlich) die Puntte A BCD in Figur 28 mit I,
jo find zunddjt die Doppelverhiltnifie (ABCD) und (abed) ein
ander gleic). Jjt aber P ber Pol der Geraden p, und fallt man

bon thm aud auf die Strafhlen a, b, ¢, d Qote, jo erhilt man die
Polaven a;, by, ¢, d; der Punfte ABCD, und diefe bilden ein
sum vorvigen fongruentes Strahlenbiijchel, denn fie folgen unter den-
felben Winteln aufeinander, wie jene. Wu3 (ABCD) = (abed)

und (abed) = (a,b,¢,d;) folgt (ABCD) = (a;b,¢,d,).

Durd) Projeftion diejer Figur erfennt man, daf gany allgemein
bet dper Abbildung durd veciprofe Polaven mittelsd eines
beliebigen Kegelidnitts bie Doppelverhiltniffe (ABCD)

/-
|

und (aybyc,d,) ebenfalls gleidh) bleiben.

36) Durd) Abbilbung mitteld veciprofer Polaven iwird jede
Bigur bon der Geftalt 29 in eine bon der Geftalt 30 verwanbelt,
0.0 pexipettivijdhe Stral)-
lenbitjchel berwanbdeln fid)
in peripeftivifdhe Puntt-
veiben; ebenjo berivan-
deln  fjidh projeftivifde
Etrahlenbiijchel in pro-
jeftivijhe  Puntireiben,
und mgefehrt.

Die Verbindbungs-
finien entfprechender Ele-
mente projeftivijcher
Paunktreiben geben alfo
itber in  bdie Durch:
jdnittdpuntte entipredhen-
per Clemente von projet:
tivifdpen Strahlenbiijdeln.
Folglidy:

Durd) AUbbilbung
mitteld reciprofer Po-
laven gefen famtlide
Puntie jedbes Kegel:
fhnitts diber in bie
jamtlidhen Tangenten
eined entjprechenden
Kegelfdhnitts.

Dabei bleiben jotwolhl
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=

bie Barmonijhen BVevhiltniffe, ald aud) bdie Doppelverhilt nifje allz
gemeiner Art exhalten.
Nod) ein Puntt fei Hier erwifnt: Betvachtet nan dbad Doppel:
verhalinid
AC_AD

B BD. (ABCD) =1

fo jind tm ganzen 24 Umijtellungen in der NReifenfolge der Punite
migli). Bon bu‘]ru jamtlichen Doppelverfhiltniffen {timmen je vier mit
cinanber itberein, o ift 3. B, wie die urfpritnglihe Schreibiveife seigt,
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = 1.
; ; : Gk 1 1 E—1 k
Die iibrigen geben bdie Wer — k — )
( ie iibrigen geben »nie te W 1 k, R i b e

Entiprechendes findet filr Strahlen jtatt.

VI Ginige Beifpicle projektivifder Strallenbifdel wnd
Punkiveilen.

37) Figur 31 ftellt zivei fefte Kreife dav, die fic) in B jdueiden.

Auf thren find die feften Punfte P und @ angenonumer. Durd) B
jind beliebig viele Sefanten

&ig. 8L AB gelegt, burd) bie 4

und den Punft P, ebenjo
burd) die B und den
Puntt @ die entfprechenden
Strahlen gegogen. Die
sjammengehdrigen
Strahlen g,e[u.n ginen
Rreiddburd) Pund@uud
ben zmweiten Sdnitt:
punft. Der Beweis liegt,
efementar betradhtet, davin,
paf alle @ gleid jind, eben-
fo alle g, dag alfo jeded
(¢4 B) it
Demuad) liegen bdie C
janitlich auf einem Kreife.
Projeftivijch) lautet der Beweid folgendermafen: Bitjdyel P und

R find fongruent; Bitfhel B und @ cbenfalld, folglid) jind aud

—_—
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Bitjchel P und @ fongruent. gig. 32.
— Die Miglicheit ber S
Nbectragung von Fig. 31 N\
in Fig. 32 durd) Projeftion sk L2
it felbftverftandlich. ' __
©agt man jtatt fon: i X /
griuent projeftivifch, fo el
gilt biefelbe Schlupiolgering.
Sind demnad) I und II
beliebige Regeljdnitte,
fo it audy III ein Regel:
fdhnitt. Der bavin lieqende
Sap ijt leiht in LWorten

ausdzudriicen.

38) Der reciprofe Sab
foird folgendermapen lanten: R
Bieht man eine ge- S
metnfdaftlide Tangen=
te ¢ 3meier KRegelfdhnitie I und II (3. B. Kreije) und von ihren
Buntten aus eine Tangentenfolge a,, ay, @y, ... nad einer
Tangente p von I, und von denjelben Puniten aus eine

wig. 83

Zangentenjolge b, by, by, ... nad) einer Tangente g von II,
was die Punftveihen 4,, 4,, 45,... und B, B,, B,, ... giebt,

-

fo find biefe Punfiveihen projeftivifdhe, und ihre Ber:
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bindbungslinien umbhillen eiven Kegeljdnitt, dev von p und g
unb der yweiten gemeinfdaftlidgen Tangente bevithrt wird.

Bemerfung, Die Lunftreiben p und ¢ find projeftivijche, die
Runttveifen ¢ und ¢ cbenfalld, folglich aud) die Punttvethen p und 4.

39) Sn Figur 84 ift ein RKrveid I davgeftellt, duvd) deffen
Mittelpuntt A ein Biifhel von Durdhmefjern gezogen ift. Simtlide
Enbdpuntte 4 und B jind mit el fejten
Bunften P beziv. @ ded Kreijed verbunven.
Die gleidhzahligen Strahlen geben Sdhnitte
C,, Oy, Cy, ..., die auf einem Kreife durd
P und @ geben, deflen in P und ¢ be-
vithrende Tangenten duvd) I gehen. Der
elementave Beweid Derubht in Folgen:
pem: Weil je zwei Vogen A4, und
B, B, gleih groff find, jo find auc) die
Beripheriewinfel 4, PA, und B, @B,
glei). 3 Danbelt fich alfo bei P und
Q wm fongruente Strahlenbiifdhel. Folg-
(i) miiffen die C auf einem RKyeije liegen.

Projiziert man nun central, 3 B. {o,
baf Rveid I ivieder in einen Rreid iibergeht, der Puntt 2 aber
excentrij fallt, jo iwerben aug bden

2 fongruenten Bitfdeln projeftivijde,

L A unbd bie Punfte ¢ Dildben eiumen

) Sy Qegelfdnitt durd P utﬁ Q, befjen

; '/ i in P unb @ beriihrendbe Tangenten

S8 /0 |1 nad) M ogehen. (Man fann aud) von

TR [/ den A nadh @ und von ben B nad) P
‘ '/ T e g}it'.[u‘u\)

Durdy tweiteve Projeftion ift man m=
itande, ben ©Sah gang allgemein auf
Regeljdhnitte audzudbehnen.

Daraug ergiebt fih 3 B. folgenve
einfacge Ronjtruftion eined Kegel:
jhnittsa aus zweir Tangenien PM
und @M, ven Berithrungdpuntten ¢
und M auf demjelben und einem
Punfte L.

‘Ruﬂiiiltnq Man auh; LP, lege
burdh M eine Gevade MA, fo, dap << M A, P = <X PQL ift, und
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siehe LQ bis jum Sdnitte B, mit 4, M. Daun ikt fid) um PQ B, 4,
eint Kreid {dlagen (Summe der Gegentvinfel des Biereds = 180°).

An diefem Kreije twird die borige Konftruttion vorvgenontmen.

40) Der rvecibrofe Sabl tvitrde folgendermagen lauten: Die Ge-

vadben p und ¢ feten Tangenten eines gegebenen Kegeljdnities I, m
eine Deliebige Gevabe. Bon jedem Punfte 47, derjelben jeten Tan:

Hig. 56.

gentert an den Kegelfdnitt gezogen, bie auf den Geraben p und ¢
Bunfte P,, @, bezw. P,, @, geben. Die Verbindbungslinien bder ent:
fprechenden Punfte umbiillen einen Kegelichnitt, der p und ¢ in den
Sdynittpuntten mit me berithrt.

Darvaus lafit fich eine Konftruftion des RKegeljhnittd aus bdrei
Tangentenn und den Bevithrungdpuntten auf stveten davon mit Hiilfe
eined Kreijes ableiten, die jur vorvigen Ronjtruftion veciprof ift.

41) [n Figur 84 jdpnitten fich bdie BVerbindbungslinten der A
und B jamtlid) m Mittelpunfte I des einen RKreifes. Dies liegt
davan, daf die in P und @ beviihrenden Tangentern ded andern durd)
M gebent, b. h. bafp beibe Rreife fich vechtwinflig fdhneiden.

&3 giebt einen allgemeineren Fall. Jn Figur 37 find jwei
Srveife I und II gezeichnet, die fich it P und @ auj beliebige Unt
{hneiden.  Bteht man von jedem Punfte O, Hed Rreifed 1T aus
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Strahlen nah) P und @, welde den Kreid I in 4, und B, jdueiden,
fo umbiillen, tvie leidht zu zeigen 1ijt, Die Berbinbungslinien 4, B,
einent  concentrijen Rreis,
per von Den in P und ¢
gezogenen Tangenten berithrt
toird.

Durcdh Projettion erfennt
man, daf diejelbe Operation
Dei Reqeljchnitten, die fid) in
P und ¢ jdneiden, auj bdie
Umbiillung eines Kegeljchnitis
fithrt, der von den in P und
() qezogenen Tangenten bes
it oird. Auf diefen Tan:
genten Definben fid) aljo pro-
jeftivijche Punftreihen.

Betfpiele diejer Art lafjen
fich Deliebig viele geben. Aus
jebem ergiebt fich eine Methobe zur medhanijden Derftelhmg von
Kegelfchnitten.

1g- 7.

VIL Albugen ous dev analytifhen Geometrie,

42) Da beziiglich der Kegelfchnitte die fynthetijche Geometrie ber
analptifcern im allgemeinen dibecfegen ijt, tweil die RKegeljdnitte ald
vein projeftivijhe Gebilde von den Mabegichungen bder Koovdinatern-
ipfteme unabfangig find, fo jollen Hier nmr emige Mbungen aus dex
Qoorbinatenlehre angeftellt werden, bdie auf ben Begriff besd
Ruitmmungsfreifes hinleiten, ein Gegenftand, der fynthetijd) weniger
bequem behandelt werben fann.

[Dabei fei bemerft, daf fiiv die Unterjuchung von Surven hoherer
Gexade die analptijhe Geometrie den Vorgug hat, mit Hiilfe der
Sufinitefimalvechnung aud) bedeutendere Schwierigleiten zu diber-
twinden, daf jte aljo durdhaus nidht vernadldffigt twerben darf.]

a) Bereduung der widtigeren Linden an der Ellipje.
43) Fitr die Glipfe fei, wie frither, e =} a® — b* bie Brenn:

2

o : —b ‘ L : o
weite,.  Der Ausdbrud g ierde gleid) &* gefebt, o Dap

—_—
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1 = e B i . : e T = : :
= Va2 — b= — ift. Man Dezeichnet diefen Wusbrucd ald bie

numerijde Crcentricitat der Elipje. Sig. 5.
©ie Dedbeutet den Eofinud ded Wintels
swifdhen @ und e in dem aud a, b und s
u e s e 4| 1t
¢ gebilbeten Dretecfe, ober den Sinusd bed  p|
Winfels zwifden a und b. Sy
Uufgabe. Die Brennjtrahlen g, S =
uno ¢, fir einen Punft z,y, bder
Ly ot _y;: , R . i .
Ellipie P -+ 5 1 aug 2 und & zu bevedynen.
nt At 2 2 5 2 6) it
Auflojung. J:h = (&, + ) + y =+ y 4+ &+ 21,0
g S8 L) ] 3 - 5% - Bl LS g Ar p . 9
= 2,° + (" — -7 + (6*—0%) + 22, Va® — v (Hiev ift »,®
= af, 2 i 89
ausd ”'ﬂ - ’;‘ =1 Dberechnet wor- i
ben.) Ao e N,
g & "‘”2 — .J-’: > I ; - ; T‘.
'?12 = "’-\EJE a* ) "':_ b= _I— a® — R
9 co A e e & } j
— 24 2 1Y — p? :
= x,°¢® 4+ a* 4 2acex, 5 i A
= (ex, 4 a)* PO (TR
b - Y 2 - N2 A el o 2 (5.
Chenjo ift ¢° = (#;, — ¢)? + 9.* = (ex, — a)?, alfo:
. 0, = (@ +s2); = (a—sx);
alfo aud
Gy * 0y = @ — &’ G+ 9= 2a, g — gs= 2¢,.

44) Nufgabe. Fiiv einen Cllipjenpunit P die Gleidhung
per Normale zu finden.

uflojung. Nad) Teil I (Regeljhnitte Nr. 39) war bie
®leihung der Tan-
gente in P, fvenn x,

Fig. 40.

L : [
und g, bdie Koordi- Ly
naten iaren, //_,f—f . 2
| il

y & '.-"l'-l y yl o n/ i .\:‘\{\

L=k o o R = N e
II\ ‘ 2l : -'l:rl .l- -"I

et \
poex % /
y bs"ﬂl + b \\\x.,__ ///

—_— — T =H: =S e -

Holamiiller, Mathematit. IIL

o
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Aljo ift die Richtungsfonftante fiir die Tangente

: b
2) tang=Ad—— "+
&Yy
Die Novmale hat alio eine Neigung §, die fidh beftimmi aus
3 I A
" 1 uzy
3) i il aend 9,
J an | i !J:.rfl '

und da fie durch den Punft x,y, gehen foll, ift ihre Gleidung

4) Y==4 7 18

A\ : _— "

/ ©— & D

ober ; :

B e AT e L T e

5) aty, & — 2wy = (a® — b°) 5yy,.

Bemerfungen. Jn Fig. 40 nennt man PN = n bdie %inge
der MNormale, ober fury bdie Normale, P7 = t bie Ldnge bder
Tangente oder fury dbie Tangente. Die Projeftion NQ der Jtormale
feiit Subnormale ober p,, die Projeftion Q7 der Tangente Heift
Subtangente oder p,. Die Brennpuntt-Ordinate ber Cllipje, D. b.
ihre Hiohe an den Brenupuntiftellen, Heift Halber Parameter, ober p.

45) Aujgabe. Wo jdneiden bie Tangente und bdie
Rormale, die zu einem Cllipfenpunite z9, gehoren, die

X:-Achie, und wie groff jind die {oeben evilarten Stitde?
a) Tangentenjhnitt 7: Sept man in Gleidung 1) y =0, {o wird
g O,
ii't

b) Mormalenfdnitt N: Sept man in Gleidung Bleyi—0,
jo mwird L g

a‘.!

a2y — ety — O,

:']:' — 1

c) inge » der Jtormale:

4 s ; o ilg D2t
n— (5, — ON) + 9, = (&, — ) + (P — 55

; 5 b2 s iy i —ihaval o hen 5
= [(1 — &) — .f.iz]—kb‘ = .};'lz[(l. == p ) — r,:i_, -+ b*
. -—b-: b* 5 bEr r h® 7]
=T, 'le L? B ﬂu] _]l_ b= at L‘TIE (E == 1) + ”z_jlr

b* b -~ =T b
n?= —[a* — ®z,*] und m= . Vt?.-‘ — k= V-

[t (4]

d) Qange ¢ der Tangente:

%]

=Y (0T—a)+y’= I/(E — ) 497 uj .

;.1‘1
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o) Orbinate p im Brennpunfte: Ius »® = b2 — —; 2* folgt
a
fiir x = ¢
o c f')l\ g0 h# - ?JE
YT = b2 =" — r'ﬁ} = —, ﬂf‘] D p=
; a* % a* == @

Durd) Cinjesung ded Halbparameterd p wird die Sdeitelgleidung

e . : = ; i I L
per CEllipje auf die Form 92 = 2pz — ‘; z* gebracht. (Bergl.

Teil II, Regeljchnitte Nr. 40.)

46) ufgabe. Fiiv den Punft 2,9, der Ellipje den Wintel
2y wifden den Brennftrahlen oder den Winfel y zwifden
Brennftrahl und Normale zu

:“tll‘, 41,

berednen. ¥\ ¥s
; QIui\Ijuiung._’ S Figur 4 1__ift i e -’2'}_‘_'7?’
d¢? = q; ".t' dg" — 2?1‘1’12 cos 2?'! ___——-—_“T'__:_f_ e iR =7 %2
folglidh 2e
cos 2y = It _i; h 2t
=y s

Logarithmijc) beffer it aber bie Formel fiiv den Cofinus des Halben
Wintels (vergl. trigonometrijde Formeltabelle in Teil 11):

(2 4+ 9. + 20) (4 + ¢ — 2¢)
44, qs s

8032 Y=

alfo, dba ¢ + ¢, = 2a ift,

9 (2a + 2¢) (2a — 2¢) a?— e? b*
Cos“}; — e T L . ————Jpa— :
4q, 9, 7192 T1qs
b b
cos y == e
Vi, s Va*— g*x,”
Ca ' . b
Folgerung. Aus n = 21/ g9, und cosy = ——— folgt
L . Vaigs
=5 b2
N COSy = = p.
’ u I

golglidh: Die Projeftion der Normale » auf jedben der zu:
gehdrigen Brennjtrahlen giebt den Halbparameter p.
Sebt folgen einige Anufgaben, die auf ben Kritmmungsradiug fithren.

47) WNujgabe. Biwei benadbarte Runfte der Gllipje
migen die Roordinaten x;, y; und z,, y, haben. Wo jdhneidet
thre Verbinbungslinie die X:-Adfe und wo jhueiden fid
Die 3u beiden Punften gehovigen Normalen?

3*
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Auflojung. a) Sdnitt der Tangente mit der Achie:
Gleichung der Verbinbungslinien [(apt jich jdhreiben
( g I ) 1)

?'-',!

T — I e g — iy -
Y == Y. — W

Set man y = 0, fo folgt fiir Den Schnitt die Entfernung

e oy — L Ys
GO e R 1 s
Y — Yo

b) Sdnitt der Normalen: Jhre Gleidungen find nacd) Obigem

Cy o — i,y = (6 — b ayy,,
aty,x — Viagy = (a® — %) %, ;.

Multipliziert man die obere Gleidhung mit z,, die untere mit z,,

fo fallt durch beiderfeitige Subtraftion y weg, unb die Abjcifje des

Durchidhnittdpunttesd wird

Yy — g a® — b*®

J posm— .’J_‘l.-’.‘_, e ___‘ .- — e
Wy Yy — Ty s @

ober, toenn man ioieder die Bezeidhnungen e und s einfiihrt: Der

Abftand des Schnittpuntted der Novmalen von der Y:-Acdje ift aljo

e g*
KM =3 = —2,%y.

q 174

48) Nufgnbe. ©3 {oll unterjudt werden, vie grof der
Abftand KM dved berechneten Schnittpunttes von ber Y=Adje
wird, wenn Pyun:

G endlid) nabhe an
| P, viidt.
1 o -
S Es ey Auflojung. €3
| SRR = 10r
g i i i —
: _.II__ AT | == v 2 ‘“‘“-J, =
\ I 71 I 7 Sept man 2, = a5,
L | o gz S =
\ ==t / o wirtd ¥, x, = 2,
\h g g Der obige Audbrud
'H-_H__‘__‘_ ;..____d__,d.-/
| e &y ..i,f1_--=;?,'1 o
il : Y — Y
iird aber
X, Y, — Ly o i 0 e
',;1 ﬁ"f’-, alfo von Der unbeftimmten Form =5 (MNicht etiva
(st |
) i

=, M jesen!) Riidt aber P, unendlih nahe an Py,
W= .J'll =
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fo geht Die Werbindungslinie P, P, in die Tangente iiber, und die

= S e oh s z G Fre 12
ZTangente in P, jdneidet nad) Aufgabe 45 « in ber Entfernung s = =
et |
©eht man diefen braudhbaren Wert ein, jo entjtebht
: 2 g2y 2 g 8
6) KM = -—I-.,-’-- =
({e b4 ) w-
Wi,
Jun war aber nach Aufgabe 45 ON = &z, aljo ift
e Ry =
6 %) KM — =—-0N.
a
Diejer Wusdrud ijt leicht zu fonftruieven. Sdyreibt man namlid
(-1']. @] J_-\) iy
) (t J Z o,
K == = ,
(4 [

< e . e x i : . -
fo ijt bie Hiilfegrike » = --(;—OA-' aud over Proportion

2y ia=¢:0N
e i s R g 2.2
ald vierte ‘Proportionale ju fonftruieren, Jodann KM = - = alg

bierte Proportionale aus der Proportion
| )

L

Bemerfung.  Halbierung bded Bremnjtrahlivinfeld8 giebt die
genane Ridhtung dber Norvmale. Jieht man eine Parallele zur Y-Adfe
i pem fonftruievten Abjtande KM, jo finbet man ben Punit AL
Diejer Punft 1jt von auBerordentlicher Bedentung ald Kriimmungs-
mittelpuntt ber Qurve fiir die Stelle x,y,.

Borldufig geniige neben der joeben gejeigten Konftruftion bdie
in Folgendem erldnterte.

Qu Figur 43 ijt neben der Ellipje i
der mit ber Halbadhje @ um O gejdhlagene fi=F
Kreid qezeichnet und bder Punft 7 bdes- '
jelbert marfiert, ber fenfred)t iiber P

sig. 43.

* o ¢ ’ i
fiegt. Fiir diejen Punft 1t — =cos y
[£]

7.
Folglich it jept N
. 2 ==
KM="1.0N= ON cos® y 31587
(4] [
e o [O...‘f’ cos ,! - cc:s Ve K—4r
jo dap ed i) um eine zweimalige Projeftion | e ¢

bort ON mit Hiilfe bes Wintels y Hanbelf. |




]
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Su ber Figur ift NL dag Lot auf OZ, alfp OL = ON - cos .
Ferner ift
LS 1 ON, folglid OS = OL cos y = ON cos* y = KM,

Die vorfdufige Konftrultion fitv den Kriimmungsmittel:
punft der Cllipfe im Puntte a,y, it alfo folgende:

Durcd) Halbierung ded Brennftrahlivinfels bei P findet man die
Normale PN. Die Senfrechte durd) P giebt ben Hitljstreispunit 2.
Dad Lot von N auf 0Z giebt den Punft L; die Senfredite durd
L Ydyneidet die MNormale im Kritmmungdntittelpuntte M.

Sdlagt man um M mit MP einen Kreid, jo fallt diefer Kreis
fiiv eine iweit grofeve Strede mit der Elipfe zujommen, al8 jebex
anbere. Gr heifit der Kriimmungsfreid der Ellipfe fiiv die Stelle P.

b) Krimmungsradiug der Elipje.

49) Benadbarte Rabdien eines Kreifes {dhneiden fid) tm WMittel:
punfte. Die Novmale im Punfte P der Ellipfe wird bon den Jior-
malen ber Nachbarpunite in verjdjiedenen Puntten gejdhnitten. Riicen
die  Jadybarpuntte
unendlid) nabe an P,
fo riidt der ©dhnitt:
puntt in dasd vorher
tonjtrutecrte M, too-
_ 1 AN mit der Eleinfte
£ s, ' '9-'"—'-[-;‘— :}’i* = Grengzwert fiix

i W/ 7/ \ = die Gutfernung bes

o Sdmittes von P ges
funben ird.

/ Nimmt man einen

7 tletneven  Beriih-

e rung2freid ber Stelle

P 3 B. den Kreid

M,, fo ijt jeine Rritmmung zu grop. Er tritt beiderjeits ins

Jnneve dber Ellipfe und bhat fonft feinen Punft mit ihr gemein.

Mimmt man einen zu grofen Verithrungsiveid, 3. B. den Kreid
M,, fo tritt er beiderfeits aug der Gllipfe herausd Gr jdneidet
jie entiweder nicht mebr, oder er {dyueidet fie noch in wei getvennten
Puntten D und F, ober er berithrt jie nod) einmal (D. §. er trifjt
fie in zwei zujommenfallenden Punften D und E).

Biijdhen beiden Kreifen legt nun der Kriimmungstreid, dejjen
fritmmung webder zu groB, nodh zu fein ift. Er verhalt fich in gang

Fig. 44.
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anderer Weile, Weil bdie Krimmung der Clipfe von P aud nad)
infs abnimmi, tritt der gezeichnete Rriimmungdfreid nad) linfs in
piec Gllipje Hinein. Weil die Krimmung von P aud nad) vedyd
qunimmt, fo tritt ber gegeichnete Rritmmungstreid na ) redht3 aus der
€llipfe heraud. €3 fritt alfo der merfviirdige Fall eur, bap der
Qriimmungsfreis in P jowohl {dneidbet al3 aud) berihrt.

Diefes jdeinbare Pavadopon Hart fid) auf, wenn man Dden
Quitmmungdradiug allmahliy von M, P auf MP abuehmen Idpt
Anfangd Hat man dann die Verithrung in P (zvei Sdnittpunite be-
peutend) und die Scmittpunite D und E.  Beim Kleinertverven Ded
QRuitmnungdradiug riidt D an P Deran und fallt jchlieplichy mit P
sujommen.  Jept Hat der Kriimmungsradius mit der Kurbe in
P drei zujommenfallende TPunite gemein, und nuv ein eingiger
abgetrennter Sdnittpuntt E bleibt itbrig, wad bei feinem
andern der Beriihrungslreife der Fall ift.

Siir bie Gndpuntte der Hauptacdhjen ift die Betradtung etivas
s peviimbern. 3 zeigt fih, daB Der Kritmmungdmittelpuntt bort
jogar vier Puntte mit der Kurvbe gemein hat, da nicht nur
D, fondern ber Symmetrie Halber audy E mit P jujammenfallt.

50) Nufgabe. Den RKrimmungsmittelpunft fiiv bdie
Stelle P zu beredhnen.

Nuflojung. Seine RKoordinaten feien 2 und y, bie von P
feien @, und y,, dbann ift nad) Pythagoras

a) o2 = MP* = (&, —a)® + (5, — ¥)*
Run war die Gleidung der Normale (Aufqabe 44, Gleidjung 5)

Vay = aty, % — {n.'*' — k’;jj) XUy -

o Binn B
= . a o 7 Pk e 42 S
Seft man hier v = KM = ”;:‘-- (nach) Gleidhung 6 in Aufgabe 48)

ein, fo exhilt man alé Gleidung ur Beredjnung der Ordinate des
Punftes M

Ky 2 ‘Cﬂmlu =] b
Yoy = a’y, -5 — (@ — )z,

v

(
aljo ijt (ogl. Fig. 43)
2 2 f ol b4 s
S A E5 Y, == b JYy B s s . 9
=Y S TS B e e b xy") -

: e g1 == LT g a2 o % = ad
Nad) ver Ellipjengleichung 1jt aber r'_‘:,_-—{—”g'ﬁ =1, afjo 2" =0a"— 594,".
Died, in bie vorige Gleidhung eingefebt, giebt

e £ 1, c.r.‘-’_} TN ga’y,’

= SM,
hE et bt 1
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2o & < o
i - — N o T ol A
©ept man in Gleidung a) die Werte z — D = -
ein, o erhalt man eine Gleidhung zur BVervednung von o2, Fn

3

diefer jeBe man b* — 20 T gy, und jo ergiebt fid)

2 -:{'t"': i :_::ﬂ.l ‘“, 3 4 ,JI,‘_:‘] 8
gl a*h? =t
: b® o BT a:n® S W
Jun war aber q,4q, = = alio ¢,9, = g Einjepung giebt
n%al n®a’
S e e
0 be umnon o X
b‘_’
pder, da — = p iar:
3 3
\ (i
b) o = —.
r » ,J'lf—

Da auferdem p = n cos y war, jo folgt nod

Demnad) muf fidh o mit Hiilfe ziveier rehtivintligen Dreiecde
einfac) fonjtruieven Ilaffen.

x* y*
s =1
a” T

51) Uufgabe. Fiir den Puntt 2,7, der Ellipfe .

ben Kriimmungdmittelpuntt zu

= i_ fonftruieren.

e Uuflojung. Halbieve ben Win-
,r”/ 2 JON N fel ber Brennjtrahlen, ervichte auf
- SR e __‘_ > _ ber Rormalen im Scnittpunite N
\ 4 & 7, ] (der RNormale und . X-Adfe) ein
B /R0t NW big zu bem einen bder

e e Brennjtrahlen, ervidhte in W auf
___'__.F bem Brennjtrahl ein Lot big jum
Var Sdinitte M mit ber Normale, dann
ift M der Keiimmungsmittelpuntt.
Dennt PW = — , jolglich MP = = ;l_az =0,
cos ¥y cos v cos® g

Fitr ben bhiochjten Punft P, ift 9C y = << FP, 0, folglid) fallt
W mit Fy; zufammen, und bad3 Lot WM auf WP, giebt den
Reiimmungémittelpuntt M. Sn diefem Falle ift
b b a’®
S cos ¥ S (f!“\] SR
LY
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Jiiv dben Enbpuntt B ber gl A
Tangen Achje ift y = 0, alfo L erheos
Y e = o e S
p p , b* 7 e
Ny = = — e e — o 4 ”]' \
2 cos® 0 1 p ! / - S P
: ; ,,I:'f o B S S 5
b. §. gleich dem Lote F,G im PR e v
Brennpunfte. Sind nur a und b ey
gegebe, fo finbet man o, bequem
als Projeftion DP, von b auf R T oy
F, P, benn |
: b b \|
DP =beosy=b—==yp,. i
! c (i g N
Diefe beibent Dbejonberen

Rabien werben Hiaufig ur angendferten Verzeichnung der Ellipje bemupt.

¢) Krimmungdrading der Parvabel und Hhperbel.

52) Wnfgabe. Den RKritmmungsmittelpuntt fitr einen
Punft der Pavabel zu fonftruieren

Wnflojung. Man halbiere ben Winte! 3tvifchen bem Brennjtrahl PF
und ver Parallelen zur Acdhje. Dies giebt bie Normale PN. Lot auf
PN in N giebt ©dnittpuntt W mit dem Brennftrahle. Lot auf PW
in W giebt M auf dev Normale. (Cbenjo founte W, benubt werden.)

Der Kritmmungsradius fiiv den Sdyeitel ijt wieder p =FG =24 F.

: Fip. 48.
J_-";'l'ﬂ_. 47. -
= S
.-.f'-.’-- S
]:.,_'_.—‘ Ti : Lrs -
TN T e Tt . =
G 5
' rrl ) \
(i .'\_
Al —-
~.__x"ﬁ //]*\ i
AN i
i 4 i
W\ :
Y e
- T LY

53) nwendung. Statt ded parvabolijhen Hohljpiegeld wird
haufig der {pharijde Hohljpiegel genommen, der in der Nihe des
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Sheitels A mit dem pavabolifden iibereinjtimmt. Dabher werden
Strahlen, die in der Ndhe von AB parvallel zu AB einfallen, fajt
genan nad) dem PHalbierungspuntte von AM, d.§. nad) F, uriids
geworfen. Man darf daher diefen Punft auch bei dem fpharifden
Hohlipiegel ald8 Brennpuntt betvachten. (Die genaue Konjtrultion
ber uviigeworfenen Straflen giebt eine Umbiillungsfurve, bie
fogenannte Ratafanftif, deren Spige mit F zujammeniallt.)

54) Anwendung. Cin Stein werde mit Gejdwindigleit v hori-
sontal weggejchlendert. Wo fiegt der Brenmpuntt 7 ber Parabel,
die er Defdreibt?

Auflbjung. Jft FA=,FC,
fo ift FC bder Halbparameter p

Fig. 49.

A -— B

.
) P :
und FA = ‘l - Nad) iweldher

&

Beit wird alfo C erveidht?
. - 1 5
C3ift AB=v-t, BC=+ gt

| ' . 1o % 1
s T e e affo 5 gt* = vt und dafer

K . e : - :
| ty = Bolglih BC = AF
I : 4 .2

| 1 2 1 v A
) == {] f g —— e + == “iry-
ift die Tiefe Ded Brennpunftted

unter 4. Der Kritmmungdmittelpuntt liegt Doppelt fo tief, jo daf
.!;.-‘: ,{..:.'
M= 7
L g AM
Solgerung fiir die Centrifugalfrajt und Centripetal:
fraft. ©oll fid) ein Korper von A aud auf eimem SKreife mit
Radtud » um einen Punit F bewegen, jo mup die an ©Stelle ber
Sallbejdhleunigung tretende Centripetalbejdhlennigung nad) Obigem jein
TE (Ve S - s s
ey aljo ift dbie notige Centripetalirajt mg, =
(Gbenfo grof it bei Der RKreidbetvequng bdie Centrifugalfraft.)
Sn dem unendlich fleinen Beitvaume nimlich, fiiv den die Kraft zu
bevechnen ift, diixfen Rreid und Parabel ald ibentijd) angejehen tverden,
jo Daf dad gefundene NMejultat ben abjolut genauwen Grenzwert giebt.
Mit obiger Beidhnung ift aud) die Wurfbahn fiiv dag Mayinum der
Wurfiweite erledigt.

3]

Die

-

3

S

ijt.

und g =

a
me

55) Aufgabe. Den Kriimmungsradiusg der Hyperbel zu
bevechnen. Die Aufldjung gejchieht durch entipredjende Beredhnungen,
toic Dei Der CEllibje. Die Brennftrahlen twerden g, = so -+ a und



VII. {bungen aus der analytifhen Geometrie. 43

[

!’-"I.'ﬂ ——— a, Mo g = :( 11D : = i/.;.r": —rl'_ E;: = I]_t I:i.-",rl e —— 2”\
N o : = e : o Bl oo 9" b
Die Novmale wird Deftimmt ausg »* = :,,:e“’;'s:]ﬁ — ) = 5 012,
L ) 2 2
oA st e (e%2;* — a¥)? neNE . n?
ber Qritmmungdradiud aqus o = = (—) al8 o0 = -
; a=b" \ P i n*

Die fiir Elipfe und Parvabel angegebenen Konftruftionen gelten
oaber auch Dhier.

d) Ynbentungen iber bic allgemeine Form der Gleidung
smeiten Girades.

56) Die allgemeine Form ijt

1) ax® + 2bxy + cy® + 2dx + 2¢y + f= 0,
pDer
e bx + e ax: 4 2dx 4 f
i S e e > :
jo Dbap
If“ —:—— [ i 1 9 - 9 o
y=— 222 2w+ of — (as® + 24z + )¢,
ober
lr.l T - & 1 TR = 9 v
y=———-+ ,,V-'-""Uf“) — ac)+ 2z(be — de) 4 (& — fe).

®ang ebenjo iwird = berechuet.

Der Nadveis, dap die Gleihung fetd einen Kegeljdhnitt dar-
ftellt, ijt etiwvas langwierig. Cine Anbeutung iiber den einjujd)lagenden
®ang moge hier geniigen. Der Ausbrucd unter der Wurzel wird im
allgemeinen fiiv 3wei Werte (von 2) gleich Null. Ausnahmefille
mbgen borlaufig unbeadhtet bleiben. Un diefen Stellen findbet man nad)
Teil I (Unbang) entiweder ein

Marimum ober ein IMini- ig. 50.

mum (woritber durd) Cinjeben B I |
von Nadybartverten entjdieden ‘ ‘-,I ! /
perden famn). Das3 Cnt: |/ | | [

fprechende gilt filr bas ausd r/ / 25 e \

&leihung 1) Deredhnete . = i
Man verbinde zwei zu= L7 | fi
fantmengehirige Ninimalz

bezw. Marimalpunite und

verjchicbe Den Anjang ded Koordinateniyftems nad) dem Halbierungs:
vunfte bdiefer Strece. An der Form Dder neuen Gleihung erfennt
man jtets, dap jede durd) den neuen Koordinatenanfang gelegte Sehne
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halbiert ift, wenn fie die Rurve fiberhaupt trifjt. — Man bHat alfo
ben Mittelpunft der Kurve nadygeiviejerr.

Jept fude man (gegebenenfalls audh mit Hiilfe von Polar-
foordinaten) bdie flemnften Cntfernungen vom Mittelpuntte. Jn bie
entiprechende Richtung dreht man die Y=Achje einesd nenen Koordinaten-

e

Thjtems. Jebt (apt fich die Gleicdhung jtetd auj die Form ;{ = e —

bringen, ftellt aljo eine Ellipje oder DHyperbel dar.

Wird aber der Wusddbrud unter der Wurzel nuy fifr einen einzigen
enblidhen Wert gleich Null, Jo fann ed {ich im allgemeinen nur um eine
Ravabel Handeln. Mit Hiilfe der Halbievungspunite pavalleler Sehnen
erhialt man die Acdhfenvichtung, den Sdeitel und die Sdyeitelgleichung.

Lipt {ich bie Gleihung in ein Probuft bon dber Form

(az + by + ¢) (a2 + by +¢,) =0

serlegent, o ftellt fie ztvei gerabe Linien dar, beren Gleidungen in
ver lebten enthalten find.

$ig. 1. Berjhiebungen desd Koordinaten-
‘ NS hitems famen fdjon in Fetl IT zux
| ! \:\\ Gprade. Um aud) einen Begriff
f = von der Drehung des Koordi:
! i{,//f’ i nateniyjtems zu erhalten, drehe
S ! man betjpieldiveije das Koordinaten:
s | | =R o
= . ipitem um 45°
| // E _, e = o = =%
| . Bivijdyen ven Koordinaten §,» unb
A | | Saai IS SR N Gt » ;
A x, y Dbeftehen dann die Bejiehungen
raa &
T 1/ 1 1
| i e
: t=alt—yVi-
&ig. 52 = # = =
fie So geht 3. B. die Glei-
/"' chung der , Mariottejdhen Kur-
; e :
\// pe’ n = - (bgl. Teil II,
Z Geom. Nr. 105) fiber in
N it -
|1 T—
[ e = 1 1/ 1
R B e V—E- + ¥ ]/2,
1
= [ 1
= A ks A
»/ - 1 - 1
\_/__, ‘ @ [/ﬁ — l/P
e ober in
7 z

o

i Wot-—Ohrs

/ \ ; : &‘.',’. 9 ,I'E : 1
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jo DaB ed fid) um bie Gleihung einer Hyperbel mit den Halb:
achfent /2 und /2 Handelt, d. h. um eine gleichjeitige Hyperbel.

¢) Der Gllipjengicfel oder das Ovalwerf bes Leonardo da Binci.

57) ufgabe. Die Cndpuntte einer gegebenen Gevaben AB
tperben gezoungen, fidh in zwei aufeinander fenfrechten Geraben zu
bewegen. Wasd fiiv einen Weq legt
jeber Punft der Geraben und ifrer
Berlangerung zuriid?

Wuflojung.*) A B, fei die
Gevade, O, ber zu unterjuchende
Punft der Geraben. 4,0, B, jei

&ig. B3,

eine 3weite Lage. A
Man fhlage mit B,C, einen AF .
Qreis und lege durd) C, die Gerabe ! St

D,E, | A,B, DaniftC,B,= B, E,, Cl—="
folgli << B, C, E, — ¥ BB, C,, |
iolglih A 4,D,C, ~ B,D E,, ;
folglih D,C, : D, B, —A,C,: E B, A
= A,0,:C,B,. Kehteres ift aber '
pa3 fonftante Teilungdverhiltnid bder Dewegten Geraben. Jn jeder
Qage wird aljo bie Horizontale Sehne des Hitlfotreifes in diefem fou
ftanten Verhiltnis geteilt, d. §. der Weg von C ift eine Ellipfe mit
pen Halbadbhjen a und b, wo

a und b die Teile ber Geraden Sig. ot
jind. Der Halbierungspunit r,_.,—iﬁ—-.i
bewegt fich auf einem Rreife. ),,/'I 5\_\ e
Gang entjprechend iwird v ‘s\ \
per Beweis fiiv Punfte auf 4 = \
ber BVerlingerung der Geraben {f | \ \
qefitfrt. ot R R T
Bemerfung. SJn einem 1"];_" /-3""7\"‘;'_:" NES N
Rreife Dbefinde fih ein Be- \ / ./ "N\ \"\\ \/
ciihrunggfreis von  Halb o S : \ Ni'\\\\ ;’""
grofem Rabdiud in 3vei vers I'\\ 1\1 / %
jchicbenen Ragen. Der Be- .\“‘::?\. }f/’f
vithrungspunft werbe jebedmal Sl

*) Der Sdhitler verjuche die Wufgabe anch) mit Hitlfe bexr Koordinaten
au [dfen.
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mit dem Centrum B verbunden. Sdneidet AB Dden jweiten Kreid
. v r s 1 Ry ’ o~ AT e i o &
in A4, fo ift Bogen AC = 4,C, denn um Peripheriewinfel - int

&

qeofien. Rreife gehrt Derfelbe Bogen, wie gum Peripheviewintel o im
fleinen Rreife. Mollt aljo der fleine Kreid im grofen, ohne zu gleiten

(jo dap aljo ber Weg AC ftets gleid) dem abgeidelten Bogen fl'l_?

ift), jo bewegt fich der Puntt A auf dem Durdymefjer AD und

ebenfo B auf bem Durvdymefjer EF. Fiir 4

UALLE und B ift alfo ber Bewegungssivang derfelbe,

i 7B wie in ber vorigen Uufgabe. Jeder Pumit

I\ / pe3 Durdymeflerd A B bewegt fidh aljo auf

i einer Cllipfe, nur der Mittelpuntt auf einem

' Rreife und bie Cndpuntte auj Gervaden. Dem:

nach ift nod) ein dritter Mechanigmus mighd),

A% per Ellipjen bhervorbringt.

/ Gs fei MC = AC = BC; MC jei

brehbar um M, C fei ein @efenf, A werde

|/ gesoungen, fih in der Gervaden MY zu

Af bewegen, Ddanun bewegt fid) B gerablinig,

penn  ftetds ift << AMB = 90°.  Jeber

T Punft der Gevaben A B bewegt fih in etner
Ellipie.

Der erjte Medjanismus Heift Ellipfenziviel, ber 3ipeite

Rlanetenrad, der dritte Ellipfentenfer. Befannt find fie audy
unter dem Naumen Vbalwert.

f) Fladenberednungen an den Kegeljdnitten.

58)Beredhnungvon Ellip-
fenfegmenten.

©oll bas Ellipjenjegment EFC
berechnet twerden, fo bildbe man
basd jugehirige Kreizjegment und
berechne Ddiefed. Jjt F fjeine
Glade, Jo it die des Clipjen:
jeqments nach) dem Sape iiber die
gefebmafpige Bevtiirzung ver Lote
und fenfrechten Fladenitreifen
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)) Berednung von Hyperbeljegmenten.
ie Hyperbel ift leiht auf eine gleichfeitige zu rveducieven.
Dann findbet Entjpre-

B
TN
D

e Fig. 67.
enbe3, tvie bvorher ;
bet Ellipfe und Kreid N o4
ftatt. €38 wird LETEN i
M, L
y i)
s

L a
Demnach it ed nuv
nitig, die Segment:
beredhnung an  der
gleidhfeitigen Hy:=
perbel zu iiben.

Untern, in Dder SN
algebratjden  Analy: Vi \
{i8, wird gezeigt, baf s

babei Dder mnatitrliche
Qogarithmus gebraudpt iird. Nad) Durdnabhme bdes betreffenden
Abjhnitts fanmn folgendes Beifpiel geldjt werden:

60) Aufgabe. Das jymmetrifhe Segment der gleid:
jeitigen Hyperbel 2 —y* =1 zu bevednen, weldes zum
Abftande OJ = « gehirt.

Auflojung. 1) Seqment = A0OAB—[OODEF+2-DGHE
L9\ GAH].

Fig. 58.
0] —=JB =z,
alfo \\
2) N OAB N
/ s \\
€T by
— T - e N iy A
a4 5 A \ i

OFE =1, (\/'
folglich
3) UODEF / /

= (13)=%- Ae

7
_i)ic_i:‘iitbcri‘ﬁijija'[tbc_é f/ G
fonjtanten Redyteds.
| APPSR e A . 06 =
Diagrammilice DG HE=0D* g (LB —1g(0Gy2).

Eop~ 2 gl/l

2
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&3 ift aber .

0G-GH— O ODEF = 4, ;
folglich ‘

; 1 1 1
0G = — = = —
2GH 2&“‘1}; AH. Y2

®q aber AH—x —y, und 2* — y* =1 ijt, jo folgt

AH=1ua—Vas*—1.
Demnady tft

0G = - -
/9 (e T
\

und daher
i i 1 T e 1
Slide DGHE — Lg h-_n. =ty

Nun 1ft aber

aljo folgt:
4) Slade DGHE — + g (« + V2> — 1).
Endlich ift

foafTNE AEY (=Y =1
5) AGAH =L GH = ; (AHV )= =" A=

22 — 1 — 2x -}(f.r,'i'.—' 1

4

Folglich ift dad gejucdhte Segment

' , e 2 —1—2z)x? —1
f=—[ 2 39ty —1)+2— Sove ]

= z* — H + g (z + ],ff,-l.:_”_-;- 1) 4 a? — i, — g s lj 3

Hlie— ]/T_‘ejl_ — e (;‘!.‘ -+ ],/.'{:B —_ 1).

Beijpiel. Die Flade von 1 bis 2 ift
e 2+ V)

0,43429

Fe2Yi—1—g(2+)4—1)=2)3 —
1

= 21472
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VII. Ubungen aug der analytijdhen Geometrie. 49

61) Bemerfung., Ieidnet man die Figur in a-fadem Mafftabe,

5

jo lautet die Gleidhung der Kurve 22 — % = a® oder =, =1,
r a”

Dabei witd 0, B — a, 0,J; = az. Die Flide von a b8 ar er:
halt den e®-fachen JInhalt, twie vorber, alio ift

a.x
T ol = ; I's g '
Fealz)a?—1— g (z 4 Va2 — 1)].
— ; = H # »
et man az = ;, alffo 2 = =, o folgt
; !
@2 = T —
el o| 21 /22 - i
i a-"l- ' l L =l =
3 @ i vt
T = 9 & _: - {.gi
= gz, ]/.rl“ —a® — a? g = +--1 :r--l-— -
Cy 2P . . - - i ?,f"’ v vy o
Bei der allgemeinen Hyperbel 2 g — 1 witd bie Segmentildche
L ¢ o 5
= : ! s
bag ”:1_nd_]l;‘ per borigen, alfo:
2 }J B 'l i T —ulu l '-.{'-x- —_— (L'I‘_l
e lollp? — gt —gtelg = TV B0
a LI ¥ 8 a Al

Diefelben Rejultate liefert die felbftandige Berednung.

Vet fjdrdag be:
grenzten Seqmenten ift &ig. 59.
folgendeg 3u beachten.

it fiir bie meue
und bdie alte Fgur J
begw. J, Dalbierungs-
punft ver Sehne, und
ift ferner O, E, : 0,J,
— OE:0E, fo per
halten jich ausd Griinden
der  Parallelprojettion
die Seqmente tie bdie
fonjtanten Ajymyptoten-
parallelogranumne. Ventt
man  fih aljo idiber
OJ, =z, und OE, = ¢, eine gleihjertige Hyberbel, fo ift fiir diefe

1
2 s = gl l~ Rl ¥
o o 9 s e &y €
e S 2 — P e P E '-llr - 1
E =z, V7 e L flg e
L

Polamitller, Mathematif. IIL 4




50 Erfte Abteilung: Geometrie.

@

Siiv Die fepteve ijt dad fomfjtante Rechted gleich —>-, fiir die vor:

fiegende aber dag fonjtante Parallelogramm glei)y O,KE, L, ober,
_;..:; ;',‘.'

tvenn die Gleidhung twar: .u'-' + =, = 1, tonftantes Baralelogramm

o ab e : e s - ] 5
gletcdh — Das Bertleinerungdverhilinid entiprechender Flachen 1yt
s e R o 2 : E T g = e

alfo 2-:— ober 2°:abd, folglih ift die jdhrdge Segmentiladye

Ji ab TE Vi ; : 1 o ]-‘r o T (-. |
[ i o il -y S S B s L Ll 3 |
F=—|4V% e e tlg = '|
Ey 7o i

Die Barabeljegmente waren jdon in Teil II beredyuet toordest.

Sept ift man imjtande, saflreiche von Geraden und Regeljchnitten
pegrengte Flachen, 3 B. aud) Seftoven und Jlichenftiice, bie jiwijdjen
stei Gefnen liegen, u bevechuen.
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