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Jweite Abtetlung.
Dteveometrie.

I. Vorbemerkungen fiber Trigheitsmontente,

1) Gine Reibe widgtiger Aufgaben der Steveometrie und Medhanit
hangt mit dem Begriffe ded Tragheitdmomented von ebenen
Flachen zujanmen.

Dag ftatifde Woment Big. 60.
einer Flade in Bezug auf eime
Achje A B fann gedeutet werben

Y --\\
ald ver Wusdovruc A ! i
T N
T . ; el I
o R
foobet jeded £, einen fdmalen N

Barvalleljtreifen zur  Achje be-

beutet, 2, feine Cntfernung von der Adhfe (alfo den Hebelarm). Der

Ausdrud wird gleih Null, wenn AB durd) den Schwerpuntt gebt.
PMultipliziert man dagegen jeden Streifen f,, ftatt mit 2,, mit

z,%, fo erhilt man einen Ausdbrud

_—Z‘f~ AT E" :5 Gy g e

ben man aus @riinben bder ﬂjwrljulli‘f al8 bad Tragheitdmoment
ber Flache in Bezug auf die Adhje A B Dbegeichnet.

[0

2) Diefer Ausdruct fann im allgemeinen nicht Null werben, da alle
z* pojitiv find. Fiiv jede Achienvihtung [Eft fidh aber zeigen, dafy er
am fletnjten tft, wenn die Ud)je durd) den Sdhwerpuntt geht.
3t namlich i"=2ﬁf:‘-’ fiiv ben Sdjwerpuntt befannt, und ver-
{chiebt man die Wchje parvallel zu fich felbjit um die Strede ¢, jo
wird bad neue Moment
_1$
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. _1 ey 1 o 4 1 | 9
=Fresy =Syt s
S Y o 5 2
: Z s = FeRs: 2efz = fe 2 [T 2¢e Z. e

=
Hier fzf .:22;"-—: F' (bie Flacde) und 2¢ ‘5;

{ebteres bezhalh, weil bag ftatijcye Nioment >; filr die ©dytverpuntis-
o

adhfe gleih Null ift. Folglidh) 1jt

= T __l fJ_f
Qennt man alio dad Trdgheitzmoment fiir eine Sdiwer-
punftsadie, jo fennt man e3 fiir jede pavallele Adhje. Man
exhalt es fiir diefe dburd) Jufiigung desd Probultes aus per
Stadhe und bem Duadrate der  Berjdiebung”.

3) Man fann ecin foldhes Trigheitsmoment ftereometrijc) deuten,
indem man an jeber Stelle der Flddpe ein Lot 22 exvidhtet, tvo 2z dre
Gntfermung von ber e Debeutet.  Jeder ebene Rertifaljdnitt
fenfrecht v Achie giebt dann eine pavabolijhe Schnittlinie.

it 3. B. ABCD ein Redyted
mit den Geiten b und A, und
fithrt man in Bezug ouf die ju
b parallele Sdwerpunttsadje jere
Ronftruttion durd), fo entjieht
Figur 61, two itber jebem jdymalen
Streifen £ ein Korper vom Jn-
Dalte f2® fteht. Da nun bder
ganze Elhtcf)tccf“fii\:pcr ven -
falt oh - 2o — U0

Snhalt b[‘:’t% ‘mu:d_] 10m Sonftruftion

Fig. 61.

- hat, fo ift der

; i« . Dk
entftanbenen Korperd —-, bdenn

Fig. 62 = SR E e 12
¢ O p  bdie Pavabelflidhe umfafst - des Rechtecdd, ber
'. /" eft ift bev britte Teil vom Redjted.
: i / Demnad) ift dbasd Trdaghettdmoment
A K| S L Des Rechteds in Bejzug auf jeine Meittel=
/ | adfe KL
| B = o bR KR
! !ﬁ I . T e
oo, e ]
i Su Bezug auf DA ift 3
1 e s bh: | h? bh* Fh?
o ok e g Wty
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4) Auf dag Dreted A BD fommt in Begug auf dbie dje KL

; e A N - . 2. % b hs _
bie Hilfte ded erjteren Werted, aljp — - Ber- S
o 14 i 63
fchiebt nman aber die Adyje zum Sderpuntie des !
Dreieds hin, fo erhdalt man /|
S S R ) n\2bh  _ bh®
P="" 2 F = —() — 2 x/ ‘L
24 24 B 72 _1/# B
bh® F h? Ry ) _:__:|___
Wi B ) s | @

D/

&
Da durcdh Dbloge Horizontalverjdhiebung der L
Wert von fz* nidt gednbert wird, jo gelten die
obigen Rejultate aud fiiv jdiefwintlige Parallelogramme
und beliebig geftaltete Dreiede.

5) Jn Figur 64 ijt 2® 4 oy = o, fiir bad Flachenteildhen f
it alfo 722 - fy® = fo?, folglich Fiir jamtliche Jlachenteilchen

> fa? 4 § fy” = z fo”. Fig. 64.

£ 0 R -
Den Wusdrinc E,;g* be- D
seidhnet man al8 das polare =i
Tragheitdmoment der Flache : ?,\x
im Gegenfaly zum agialen, tweil / (,'/'.;T \
- Py ) 1 Sy 4 i e ¥ ! I-
e3 auf einent Puntt oder LPol fe- 4 : = !. B
angen ift. et man > fa*=1,, (\ "
: E \ ;
R IS~ PR St S /
e 15, 2 for =1, fo St
gilt bie Gleichung
't

o= T, -k 1.

Aljo: Dasd polare Tragheitdmoment einer Flade in Be-
sug auf einmen Punft ift ftetd gleid) der Summe jweier
arialen Tragheitdmomente, deven Udjen auf einanber jent:
red)t fjtehen und duvcd) den Punft gehen.

6) And) das polave FTragheitdmoment einer Flache gt fid
fteveometrifch deuten, indem man diber jedem Fladenteildhen f eine
@dule von der Hibe o° ervidhtet, wo o der Wbjtand von jenem TPole
ijt. Der entftehende Kivper bildet einen parabolifhen Trichter, den
Yufencvaum eined Rotationsdparaboloids.
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7) Um bequemiten evmittelt fich fein LWert fiir den freis. Da
per Qorper am Rande bdie Hohe o erhilt, wird der JFnbalt des
Cylindersd r*m - »* = r'm. Dev Aufen-
raum ded Paraboloidd mwitd nad

Teil I, ©. 264 bdie Hilfte bavon oder
ok
,:;’ TUL'I'[.{]HL'{]Z

Dasd polave Traghettsmoment
eined Qreifes ift fiir ben Sdhwer-
puntt als Pol:

"~

G R e G
& 2 5 32 L

Mz T, + T, = 1), jolgt, ba fiix
bert Queid die beiden arialen Pomente
aleid) find,

riq r= drm a?
:'Il‘ e f 1_ - —— — —— P
Fig. 66 1 j'a 4 1 4 64 L 16
|
—T—— 8) Dad polare Trdgheitdmoment bes
' r{.f’l. MRedhteds ift:
il _, . 2
;5'5-;_ | o R o b bh B s
/ : o TR T TR Ui L
/’ o d dic Diagonale, F die Flade ift.
] Nufgabe. Wie qrof ift dad polarve Trdagheits-
moment de3 Dreieds?

9) Nnten fommt noch dad polave bezw. ariale Trdgheiis:
moment der Kreidlinie zur Sprade. Jebes

&ig. 67, Bogenteildhen 1, Hat von S die Entfernung 7,
= aljo ift dag polare Trdigheitdmoment dev RKreis-
/ \\ peripherie
i Noig .4 2 2 2 ; ‘
[ \ A e o i S ('Irl_!— Lol
. S | — 2 (2r7) = 20°m.

&// Da ~:~ agmk ift toieder BHalb jo grof, aljo
= gleidy »*

10) Bei dem arialen Moment einer Gevaden von der Linge !
hih: bkR? F h? ~ S
tritt in Der Hecdptedsformel —o- oder —o- au Stelle vou: F Die

= iyl
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Qinge 7, ebenfo tritt 7 an Stelle von 7, man erhalt gy 00

- 13 o e Ea AT S G T A
aljo e Died ift sualeich dad polave Tragheits: :
moment der Geraben, da dag Mioment Der Geraben in | 7
Besug auf fich felbft als Achje gleidh) Rull 1t. L :

11) Tiper forperliche Trdgheitdmomente jei nuv |
Xolgendes gejagt: L X
Das  Trigheitsmoment einer cylindrijden
Scheibe in Begug auf bie Hauptachfe ergiebt fidh
aud dem polaren Trdgheitdmomente bed Kreifes. ‘

2 2 S 5 % : Pt
H.E’L‘jt(‘.l'l;‘ﬁ Oy Lr o1 er|teres wird  J -2 pber
3 i

77 - = e SR £
r*mhg=——,wennJ ber Jnhaltund 7 dieDideijt. |

Siiv einen Rreidring ift dad polarve Tvdg-
Heitdnoment

ity efnen forperfichen Schroungring von
ber Dide 2 wird es

@ a o 55 ros ay,
= re— ) (f A y)
3 _-.)_: _;_h'\ R T |

K
&

Fiir eine Rechtects{cheibe ijt ed (nad) dev Fig. T1.

L e (7R
Redteds-Formel F 1;})

3 d? bhd?
T = Jl?, = 5---1-2—--,

fpo J die Dide der Schjeibe ift.

R 5 ek 5|
Fite  die RKugel und Halbfugel ijt das <)
Frigheitsmoment in Teil II, &. 230 Dbeveitd ':

berechnet oorden. |

12) [Sn der Dynamif tritt die Mafje m an Stelle o J. Fitr ginern

ge &
1

iE e L = g2 e s
einfach geftalteten Schwungring ift alfo dovt T'=m—73—- DieArbeits-

S gt o et J s 82
wudht (lebendige Kraft, Gnergic) eines drehenden Kovpers ijt vort T'5--

|
|
|
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Sn ber Lehre bom Pendel, vom Stofe, im der Lefhre bon ber
Urbeitdwucht drehender Mafjen, aud) bet gewiffen jtereometrijden und
hybroftatif@en Wuterfudungen Jpielt dad Tragheitdmoment eine hervor-
ragenbe Rolle. Bon bejonderer Wichtigleit ift e3 fiir die Fejtigheitalehre.]

Bemerfungen. Die Tragheitdmomente von Korpern find Aus-
pritfe fiinfter Dimenjion, Ddie von Fladen find vierter Dimenjion,
dic von Linien find britter Dimenfion, die von Raumpunften wiirben
gioeiter Dimeniton jein.

Gin intereflante 1bungdaufgabe bilven bie ftereometvifden Dar-
jtellungen bded agialen Trdgheitdmomented fiiv Dden Kreid und bes
polaven fiiv dag Quabdrat. (BVergl. Einfithrung in dad fter. Jeidhnen.
Figur 122 und 125.) Das leptere Moment jtellt dann die Cinftellung
ped Wafjerd in einem rotierenden Gefdfe quadratijden Querjdnittd in
dem Momente dax, o der fich bilbende Trichter ben Boben beriihrt. —

Die. Trdgheitdmomente vegelmdapiger Bielede, ber Ellipje,
Parabel 1. §. w. bieten lehreeiche Ubungsaufgaben.

1. Sithe fiber abgefdyriigte Prismen und Cylinder und
fier Mrehungskirper.

13) Gin fenfrechted Prisma oder ein fenfrechter Cylinber bon
beliehig geftalteter Grundfladhe werbe duvd) eine unter 45° geneigte
Ebene  jhrdg abge=
jhmitten. Die lefptere
jdhneibe Ddie eriverterte
Grundflade in einex
@evadben AB.  Man
feife die Grundildce
purd) Parallele yu A B
it zableeiche jdymale
Gtreifen ein, dann ift
die Hbhe k iiber jedem
Ctreifen gleich der Ent-
fernung e von A B.

Sind 1, 1y, fir - - Fo
die Stretfenflachen und
s e R
sugehbrigen Hiben, jo it der Korperinhalt, wenn man bon -ben
berjdhindend fleinen Treppenvdumen ablieht,

Fig. 72




TT. 7=
1. \&

Qepptered ift aber bie Summe ber jtatifjen Womente Dber
eingelnen Streifen in Bezug auj die Sdnittlinie AB, obder, mwas
basfelbe ift, dad fatijhe Moment M ber Grundflache in Bezug auf
bie Adfe AB, fo dbap man hat

J = M.

14) Wird mun durd) AB eine anders geneigte Ebene gelegt,
bie Dent Kbrper jchrig Degremzt, fo wird fein JInbalt

J = M : tan c.

Tritt ndmlicd) jebt nh an Stelle von £, jo ivird
= - nh
S — il — e M tan e
(5

Die Formel ftinumt mit der frither abgeleiteten J = G - h, iiberetn,
oo h, die Hohe diber dem Sdywerpuntte der Grundflache bedeutet.

15) ufgabe. Das jtatijdhe Moment ded behandelien
KRorpers in Bezug auf die Udhfe AB zu beredynen.
Aujlojung. Jft der Sdnittiwintel der Chene gleid) 45° jo ift
vad ftatijdhge Moment jeded Korperitreifens in Bejug auf die Adje AL
(F-We = ¢!,
pas gefammte ftatijhe Moment ijt alfo

Bl poy 2 B
R e s i RO

Fiir die Otreifengahl n = oo ift died aber dad Tragheits-
moment 7 der Grundilade in Bezug auj die Adje 4B, alfo ift dasd
jtatijche Moment bes Korpers in BVezug auf AB

Wontent = 7.

Jft dagegen der Sdynittwinfel der Ebene gleid) «, fo wird die

Summe bder ftatijdhen Momente
(fre tanc) e, 4 (ot tana) ey + - -+ + (facs tanc) e,
= (fie.° + e + 15 e o+ fuer)tane = T tan e

16) HUujgabe. Den Sdwerpunit de3 abgejdrigten
fdrpers zu finben.
ujlojung. Dasd Produft aud dem Jnbalte J und bem horizontal
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gemefjenet Schmerpunftsabitande 2 Ddes Kirpers ijt gleich feinem
ftatijcgen Piomente in Bezug auj 4B, aljo

x - J = AMoment,

folglich
TR e Moment T tan «
Snhalt M tane
oder
=
L= W

b. h. die Projeftion bes Kbvperjdwerpunites auj nie
Grundilade Hat von der Sdnittlinie 4B eine EGutfernung,
bie gleid) ift bem Quotienten aus dem Trdgheitsmomente
ber Grundfladhe in Bezug auf die S@nittlinie und dem
ftatijdhen Momente in Bezug anf diefelbe

Grridjtet man in diefer Cnifernung iiber der Parallelen u A B
eine fenfrechte Gbeme, fo [liegt Der Rorperfchmwerpuntt in biefer in
halber Hihe, denn jeber fenfredhte Stveifen bes Korperd hat Den
feinigen in Halber Hihe, die Schwerpuntte liegen aljo in per famtliche
Hihen Halbierenden Ebene,

Dadurd) ift die Lage ded Kibrperidhwerpunttes auf eine horigon-
tale Qinte bejdhrantt. Die Qage in diefer wird durd) die Geftalt ver
Grundflache ndher beftimmt It die Grundflache 3. B. fhmumetrijd)
gegen eine ju AB fentredt liegende Gevade, jo 1jt Dder Sdywerpuntt
polljtdndig bejtimmt.

17) Beijpiel. Wo liegt der Schwerpuntt ded Cylinder:
hujes?
Nufldjung. Das oriale Trdgheitdmoment der Kreisfldde in

s Sl G i G
Bezug auf jeben Durcdymefier ift gleid T i Begug auf die Tangente

ig. 13, in 4 aljo
iwix i";'ﬂ: -
!l;.' e F iy ey el s
4 = [ = s 7
i -+ e“1 i + 2% (r’m)
hreg
= .

Das ftatijhe Moment der Kreisflache
in Bezug auf diefelbe Tangente ijt

M == (r’m)r = r'm.

o
(=5

Die Enifernung der Shwerpunttslinie DE von A ijt alfo

T .L] r'iﬂt
1 : 5
— — =

e
M i 4
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18) ®any bdiefelben Vetradytungen lafjen fich fiir den Peantel
jebes abgejdrdgten Cylinders oder Pridmas maden. Man
teilt Den Umfang bder Guundfliche in fehr viele fleine Teilden

Gy, 9z, Ga, - .. €in, zu Demen bie Hoben 7y, kg, by ... gehoren, jo
pafy die Summe der fenfrechten Flachenjtreifen des Manteld ird
O = g,hy + gobs + gohts + -+ = Gnltn-

Hat der Schnitt twiedber 45° Neigung, fo ift ebenjo

0= 416 + Jaby + 953 _§_ 2% 'f" Gntn.

Rehtd aber fteht die Summe der ftatifhen Momente aller Bogen-
feilchen in Bezug auf die Sdnittlinie A B, fiir bie man bad ge:
famte ftatifche Moment 37, der Grundperipherie jehen bdarf.
Demnad) ift die Mantelflade

0= M,

und bei der allgemeinen Neigung o

0= M, tane.

19) Das ftatifdhe Moment des Mantels in Bezug auf
AB tird bei Neigung 45°

\ S T
(gie)a + (6)e + <+ + (guea)en :Z gt =1y,

b. §. glei) bem Trvigheitdmomente der Grunbdperipherie in
Besug aunf A B; bei allgemeiner Neigung e entfteht 7 tan . Dem:
nach it die Cntfernung bder Sdwerpunitdlinie von AL zu be-
rechien aus

%-0=1 tane
pber aus
T, tan o
=1 =

T, tan @ T
@ Myane

20) Beifpiel. Wo liegt ber Sdhwerpuntt der Mantel-
flache bed Eylinderhufesd?

Auflojung. Daz Trdgheitdmoment ded Kreidumfangs in Bejug
auf den Durchmefier als Adyje ift »°=, in Bejug auf bie Tangente
in 4 afio 7°x 4 (2r7)r® = 8r°x. Dasd ftatijhe Woment in Bezug
auf Ddiefelbe Adje ift (2rm)r = 2+°x. Demnac) ift jebt die Ent-
fecnung der Sdwerpunttslinie D, F,

|
1
i
L

!

e .
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21) Bemerfung. Diefe Formeln finden Unwendung in Dder
Hydrojtatif Dreht man namlidh die Figuren um 90° {o erhdlt
man bas Diagramm Hed Wafjerdbrudsd gegen fenfrecdhte Seitentvinde
Hiv den Fall, baf A B bdie Wafjerjtandalinie ijt. Der nad) unten
sunehmendbe Druc giebt als Refjultante dad jtatijhe Moment bex
betveffenden Wandiladhe in Bezug auf AB. Der Angriffspunit aber
liegt in Der Tiefe .
M

——

Die leptere Formel giebt zugleid) ben Schwingungspunit
entfprechender phyjijcer Pendel an, auferdem bden freiwilligen
Drehungdpuntt einer freien geftofenen Sdheibe fiir den Anjang
per Bewequng, woraud fih die fortjdhreitende Betvegung ihres
Schwerpunttes und die Gefdywindigleit der Drehung wm ben lepleven
evmitteln (6ft.  (Unwendung auf bie BVeredynung ber Drehung und
ber fortjchreitenden Betvequng, in die ein Weltkirper durd) den StoR
eined anbeven verfebt ivird.)

Bon befonderer Wichtigleit ift die Formel aber fitv die Unter:
fudung ded Sdhwerpunttesd halbierter Drehungsforper und
pie entipredhenden Centrifugal-Aufgaben.

992) NAufgabe. Wo liegt ber Shwerpuntt des in Figur 74
bavgejtel{ten BHalben Drehungdforpers mit freisdformigem
Qauer|dnitt?

Yuflojung. Seder fleine Seftor ACDE [igt fid) als ab-
gefdrigter Gylinder betvadhten. Sind » und o die JRadien, o Dhat
bie Sdhwerlinie KL eine
Entfernung e von M, bie

e 1_\‘\ i) aus

Fg. Td.

= g T 1 2 @
T i by o A
, b e 2 3
S M eaay
=0 -+ 4t
225 4y
e pevechnet. Unuf dem mit

biefemt Radiud e um M
gejchlagenen Kreije liegen
pie Sdwerpuntte dev jdmi=
fichen fleinen Seftoven. Der Sdhiverpuntt des Qorpers fallt aljo mit
bem diefes Halbfveizbogens zujammen. Demnad) it

Sl et p 492 B p¥ - 4%

T _;ﬁ T 4r 21T

2e
MS =% —
T
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93) Wihtiger ift dag allgemeine Refultat, dap filv balbe
Rotationstorper von beliebigem Hauptjdnitt
2
MS =
ST M
bie Cntfernung ded Schwerpuntted vom Centrum ift.
[Sn diefem Punite ift die Maffe bded Dhalben Rotationdiorpers
pereinigt ju Denfen, wenn man berechnen twill, durc) telde Centri-

fugalfraft die eine Hilfte bed gamgen Kbrper8 von ber andern ab-
geriffen twerben folf, fobald er fdhmell um feine Hauptachje drebht.
Sft @ die am Ginbeitstreife gemefjene Winkelgejchivindigteit, jo

ijt die Centrifugalfraft

7 St Ridinny
K=m-MS8 -8=m = 0%
Am P Jpn = ; Ao
Hier 1jt m = Fwan Rl fwennt J der JInbalt, p° dasd jpeciijde
®eticht de3 Bhalben Rovpers ift. Nun ift aber mnad) Guldin
: 2rm I = ; 2 g
deee s 3 und dad Moment M = I'-r, aljo 1yt
= "4.1"" 2 j > . P’ e
F=1E"1 92— oL 79

4 w Fr q

Aur Renutnis der Beanjprudung eined beliebig gejtalteten Sdyoung-
vingd burd) die Cenfrifugalfraft veicht affo die Renntnis ded Trig=
feitdmoment3 der Flache, der Winfelgejchivindigtert und bed jpecififchen
Gewidhts p” auns.

Der vorher behanbelte Kovper mit Freigfovmigem Luerjdymitt
fpitd affo beanjprudht durd

4

T ST e qmp’ . o g
‘ -1'"1_ o?mr? | 92 — _(’_)GF (0% -+ 40%) 82,

Fiiv die Kugel bejtitigt fich das befannte Rejultat

e B [0
o rradt
g 4
gaben jolcher Art find von Widptigleit nidht nur fitr bie Theorie
der Sdwungrader, jondern aud) fiir die der jogenanuten Cenirifugen,
Bei demen nicht nur die Centrifugalfraft ded Halben Gejiges, jondern
aud) Der gegen die Wanbe geprepten Flitjjigeit zu berechnen iit.
Die Geftalt dev lepteven fann bei grofen Oejdjwindigleiten ald
Rotationstorper eined Kreidjegmentes betrachtet twerben, tvenn bdad
Gefaf fugelformig begremyt ijt.]

af-

24) Anjgabe. Jn entjpredhender Weife den Sdhwerpuntt

ity den Mantel ded durd) Figur 74 dargeftellten Halben
Drehungsforpers zu beftimmen.
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&5 ift

alfo

2e g 4 222
MS, = "1 == :
E T ri

Statt ded Halbringes Fann man aud) beliebige Ringjeftoren in folder
LWeife behanbeln.

Nufgaben. Wie qrofy ift der Jubalt des iiber einem Halb:
freije ftehenben und in Dbejtimmter Weije abgejdhrigten Eylinders, iwie
groB ift die Mantelflache, und o liegt der Schwerpuntt bed Kirpers
und ded Wantel3?

Cin Drehungstorper entjtehe durd) Drehung eined Halbfreijed
um eine Acdhfe in feiner Ebene, die parallel zum Durdhmefjer ift.
Wie grof find Mantel und Jnbalt ded Rirpers? Wo liegt ber
Sdwerpuntt ber RKiorperhdljte und wo Dder ded Manteld? Bivet
ddlle find zu unterjheiben: in dem einen fiegt bdie Adhje auf Ddexr
Durdhmefjerjeite, im andern entgeqengejeht.

1. Die Regelfhuittsflidyen und die ugehivigen Rirper.
a) Cylinder.

25) Uber den geradben und fdrigen Kreidcylinder ift in
Zeil T und IL dag MNotige gefagt. Die Jnbaltsformeln laffen fid)
aud) fiiv den Fall aufftellen, daf die Grundilade ein Lreidjeqment ift.

Dasjelbe gilt vom elliptijdhen Cylinder. Die Inbhaltdformel it
J = abmh. Aud) hier fann die Grundilace ein Clipjenjegment jein.

Bet dem parabolijden CEylinder fann von einer Jnhalts-
berechmung nur bdie NRede fein, twenn die Grundflacdhe ald Segment
ourd) eine ©ehne begrenzt ift. Die Beredhnung des Segmentesd ift
in Teil II, &. 250 gelehrt tworden.

Auch fiir den hyperbolijdhen Cylinber ift dbas in Geometrie
Jr. 60 und 61 behandelte Seqment der Beredhnung 31 Grunde 3u legen.

b) Kegel.

26) Ilber bden geraden und fjdhiefen Kreisfegel und ben
elliptijhen RKegel ijt neuwed nicht zu bringen. Fiiv dben pavabolifdhen
und bHyperbolijchen Kegel 1jt die Jnhaltzbeitimmung moglidy, wenn
vie @rundildde ein begrenztes Segment ift.
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¢) Dad Ellipjoid.

27) Dreht fih eine Ellipfe um eine der beiden Achfen, jo ents
D

fteht ein Drehungsellipfoid. Man fann fih dasfelbe aud) dbadurd
entftantden denfen, daf man in

einer Rugel auf emem Haupt: Fig. 75.
jdnitte A B Qote erridtet und S
jamtliche Qote in Tonftantem Ver: 5 : _
hiltnid = berfiirat ober pberlangert. J ,,_{’_'___ﬂ_
Die Endpuntte liegen dann jtatt / b
I ber Rugelfladhe auf der Des ' s :
_f_iiﬁ Jer SAgelpahe }LT s J._,{ — —in
Drehungd-Cllipjoidd. Der Kugel- \ : V/
mbalt - a’mw qgeht diber m e | //
4 b 4 ' “. ('l‘"_—ﬂ .’
( EI-“:T) = —qa*bmx, wenn b die % ! .
o A 3 X ! <

Drefungdachfe ift, und in 5 abin, BE
enn a die Drehungsadhie ift.

(Die Beredhmung der Dberflide iiberfdreitet dad Jiel der Schule.)
¥
Sl
Der Schwerpunttsabitand der Halben Ellipfenfliche CD B in Figur 75

Bemerfung. Nad) Guldin ift J = 2onF und ¢ =

. : Y @b Ak ; . : e
ijt aljo ¢ =——3— = -—, er Wwird aljo ebenjo Derechuet, wie beim
-

Queife. Diead ldht fih auch) auf dbem Wege einfacher Anjdaming
nachiveijen.

28) Figur 76 fjtellt rieder den Wufrif eined Drehung3ellipjotos
bar. Crrichtet man in demielben
auf bem Hauptidnitte A D BC Xote

bi3 zur Dberflache und untertvirft /—;-—hx
mat  dieje ber VWerkiivsung oder l

Berlingerung nady dem fonjtanten /

Lerhiltnis :r io entjteht an Stelle A 7] 73 z

]

_J
pe3 Drehungdellipjoidd bad bdrei:
adfige €llipjoid mit den Ad)jen \ ‘

! 4 g
a, b und ¢. Der Jnhalt 3 a*brm e

o . [4 ¢ C i} +4
geft itber in (3 cﬁbn:)z oder in J =y abex.
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29) Die Pavallelfhnitte einer Kugel find untev einander dhnlid.
Berwandelt man die Kugel in Figur 77 durch Lotverfiivyung in ein
Drefhungsellipfoid, jo geht jeder

&1g. 71 Quaeljchnitt K L in einen Ellipjoin-

g—— fchnitt I, L, iiber; jedber su KL

/” ' H“‘\\ parallele E'um jchnitt NO geht in
1. f‘-..i \\ iy einen Cll p]b}ﬁff)tli_tf NeOy i'lbl:‘r,
[ r s )\ Mo e B G
.-/“'i”x‘_\ | \Q\._ \ t. .:-L%c.-:w folgt jofort aus Der
il e . dhnlicheit Der entiprechenden Drei-
\‘\ * \5} > edfe. Die Cllipfoidjdhnitte {ind
\\;0 '”>_I{-;// Barallelprojeftionen ber Kugel:
e~ = fehnitte, und bda die Winkel y

\ S / und y, fitr die beiden gezeichneten
“\H _}/ﬁ Hnmc fibereinjtimmen, jo find die
IR Ravallelfdnitte ded Cllipjoids ein:

ander dhnlich. Ahnlidhe Jchiefe
Qreiscylinder werden ndmlid) hier auf dhnliche Weije gejchnitten.
Geht man vom Drehungdellipfoid jum drefachiigen iiber, jo er-
fent man auf diefelbe Art, dah auc) die Pavalleffchnitte ded breis
adbfigen Clipjoidd unter einanber dhnlid) find.

30) Jedbes drefadhfige Cllipfoid DHat ziwei Sdaren von
Qreidfdhnitten. Sind ndmlidh die Adhjen der Grife nad) a, b und ¢,
jo baf c die fleinfte it

Fig. 78. jo Tapt fid) in der durd

a und ¢ Deftimmien
Ebene mit b ein Kreid
f{dhlagen, Der Dbdem ent:
fprechenden Hauptjduitt
m P, @, Py und @
idhneidbet.  Der Wufrih
PQ ftellt einen Kreid
fhnitt dax, bemmr Ddie
burd) den Punit M bar-
geftellte Halbadhie b 1ft
gleich Dder Ddavauf fent:
vechten Halbachfe MP. Gdamtlide Parvalleljdhnitte u P find als
dhnliche Cllipfen ebenfalls RKveife. Die Tangentialebenen in B und
S geben die Grenzpunfte der etmen RKreisjdar. Auf RS liegen bie
Mittelpuntte bdev entjprechenden Kreife. Dasfelbe findet mit Dder

—_—

- — o il B
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[I. Die Kegelfchnittdjladhen und die zugehdrigen Korper. 6H

fymmetrijd) liegenden Rreisjhar jlatt. Die Punfte B und S, R, und
S; Deifen Mabelpunite bed CElipjoids. Sie find von Bedeutung
fiix die mathematijhe Phyfit.

31) Beridhiebt man bie RKreidjchnitte der einen Sdar in ges
eigneter Weife auf einander, o nimlich, dah die Verbindbungslinie RS
jenfredht zu PQ wird, fo ift dad Clipfoid in ein Drehungdelipjoid
berianvelt. Jn Dbefonberen Fillen fann e3 aud) zur Kugel werbden.

32) Ausd der BVevedhnung der Kugelfegmente (aft fich leidht die
per Cllipjoivjegmente ableiten, und zwar nad) der Methode der
fonftanten  LWerkiivzung  besiv.  BVer-
lingevung. MPWan fann aber aud

Fig. 79.

o e

folgenbermafen ncrfnljrcu.o ] o I
Jn Figur 79 ijt ”:! -4~ :_ —_ 1 / c él-
bie Gleidhung der Cllipfe, alfo ift | T ——
e — g% — “’35:1‘

Stellt die Beidynung ein Drehungs-
ellipjoib mit der Wd)je ¢ dar, jo bhat der Horizontaljdhnitt in bder
$Hiohe z die Flade a*x ober

2 T 9
g = a'm — —— z°,

'

Jtach) der Summenformel (Teil I, Ster. Nr. 64) ift aljo die Schicht
bont der Hohe Null bis zur Hohe z bom Jnhalte

5 g 3
S il A 7w e " z
J=a'm— — — - = a’ne (1 —_ )
1 cr 3 2 2.2

o

Gitv 2 = ¢ Dejtitigt fid) die obige Juhaltdformel fiiv die Halfte des
Drehungs-Cllipjoids.

33) Stellt dagegen die Figur ein dreiadfiged Ellipjoid mit den
Palbadhien a, b und ¢ bar, fo ift wegen der Uhnlicdhfeit der Hori-

e irars : i T x ]
jontalidmitte bad zur Hohe = gehbrige y bon der Linge y — o =
SR St e Pl b o0
und der Hovigontaliduitt hat jeht die Fldde aymw = 22 SR w
pder

B v A b
q = U{_z— czgd)_

~ T,
@

Holgmiller, Mathematit. IIT.
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Nad) der Summenformel ift alfo die Schiht von Hohe O bis Hohe ¢
vom Jubalte

: abmxz?
rf— ——— {{.l{}:’f.;? T T
2
Fiiv = = ¢ beftitigt fich die obige Jnhalisformel (fiir die Halfte des

Kirpers).

Aus den Schichten famm man die Segmentformel leidht
ableiten.

Auch die Simpion-Formel (GHt fidh benuben, dba der 3. Grad
beim Queridnitt nidht iitberftiegen iird.

34) Jiiv allgemeine Segmente ergiebt fid) folgende Miethove
als zwedmapigite: KL fet ein gang beliebiger Sdnitt Ded dreis
adhjigen Ellipjoids; B fet auf defjen
Oberflache ber Berithrungsdpuult der
sur Sdnittebene parallelen Tangential:
ehenie. Der Durdymefjer A B wird in
einem Deftimmten Berhilinid BC:CA
purd) die Schnittebene geteilt. Teilt
man  bei einer Rugel einen Durd)-
meffer in demfjelben LVerhilinis duvch
etre 3u ihm fenfredhte Schnittebene, o
verhalten jid in beidben Korpern
bie Seqmente wie die ganjen Korper. Jit aljo S dad CEllipfoid-
feqment, J ber Gllipjoidinbalt, S, da3 Kugelfegment, J, der Kugel-

Fig. 80,

infalt, jo ijt S:8, =J:J, und S=25; - Dies ergiebt jid) aus
L

ber obigen Gntjtehungsiveije des Cllipjoidd aud bder Kugel, bet der
¢3 fich um eine Wrt von Pavallelprojeftion hanvelt, die auf vie Ber:
Hltnifje der Kbrvpevteile feinen Einfluf ausiibt.

Das Cllipjoid ift von Widptigleit fitv die Unterjudung der Erd-
geftalt, jitv bie Geometrie fiberhaupt uud fiiv die mathematijcdhe Bhyjif,
namentlic) fitv die Optif, Lotentialtheorie und Hydromedanit.

d) Sreig-Paraboloid und elliptijhes Paraboloid.

35) Dad durdh Drehung einer Parabel um ihre Achje ent-
jtehende Drehungs: oder Rreidparaboloid ift jhon in Feil II
(Regelihnitte Nr. 43) al3 die Hilfte des jugehrigen Eylinders nad:
getviefern.  Der Jnbalt ift alfo

. 1 o
J = —a’mh.

—a



.

ITT. Die Kegelichnittdflachen und die zugehirigen Korper. 67

Lertiivyt man jdmtlidye auf ber Sdhnitt- ig-
ebene 4 BC D fenfrechten Halbjehnen ey —
beiber Rbrper in fonjtantem Verflt: Jl/\ oo i %g
= n ) % i : S e '

mg —, fo entjteht ein elliptrjder N

tifche Paraboloid, weldes nad) dem
©abe von Cavaliert twiederum Halb jo
groBen Jnbalt hat, twie der Cylinder.

Gylinder und dasd zugehivige ellip:- ‘ /,

36) Das Drehungsparaboloid
1jt eint bejonderer Fall vom Drehungs: =y o /
ellipjoid, feine Pavalleljchnitte find ;
allo  ebenfalls  untereinanber
ahnlich. Das elliptijhe Para:
boloid ift ein Defonderer Fall
pom Ddreiachfigen Cllipjoidb, e8
bat ebenfalls dhnliche Varallel:
jdhnitte und unter diefen 3ivei
Sdyaren von Kreigjdhnitten.

Der Safs von dex Halbierung
pes Cylinderinhalts durd) das
Parvaboloid bleibt auch bejtehen,
wenn man  durc) Horizontal:
verjchiebung der Horizontaljdnitte
Sigur 81 in Figur 82 vertvandelt.

Auj bie Bebeutung des Drehungdparaboloids Fiir die Hydro-
medjanif, fiiv die Lehre von bden Trdgheitdmomenten und fiix die
mathematijhe PoHyfit ift jdon in Teil I aufmerfiam gemacht worben.

e) Hyperboloibd,

37) Durch) Drehung einer Gevaden um eine jie nidht jdhnei-
pende, fondern jdrdg frengende Achfe entjteht nach Teil IT (V. 43
uno IV. 2) ein Drehungsdhyperboloid mit einem Mantel. Gin
jolches hat demnach auf jid) zivei Schaven gerader Lnien. Darausd
folgt, dap bie Sdjrigidnitte bes Korpers Ellipfen find, jobald der
©dnitt eine gejdloffene einarmige Kurve giebt.

Dian fann ndmlid) nach) der Methode von Danbdelin Berithrungs-
fugelnt einfenfenr, die aud) die Gbene beriihren. Uus der Gleichheit
ber Qugel-Tangenten XF und XA bezw. XF, und XB folgt dann
fiiv jeden Punft der Sdnittfurve FX 4+ XF, = A B = conft.

5%

t
|
i

§

—=

e




68 Biveite Abteilung: Gtereometrie.

Wird bagegen bder Sdnitt weiarmig, fo wird er, iie beim
Regel, aud Demfelben Grunde ein RKegeljchnitt, denn dann wird

XF

XFy= XA — XB= AB. RBird der Sdnitt pavallel zu
einer Seite de3 Ufymptotentegels, fo entfteht eine Pavabel. (Vygl. Teil II,
Fig. 180 u. 183.)

38) Die Horizontalidichten des Kirpers find leicht su bevedyuen.
Uuf diefe Berechnung faun fid) die Schule befdranten.
Jft die Gleidumng des Hauptidhuitts

ot yw_ﬂ I
g T pE o

fo ergiebt fich fitx die Hobe y der Abftand = aus der Gleichung

o

2 L L
2= sl
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aljo ift der Querjdnitt
9 T
§=— o"m == a°mw + E _,1’5?}3 %
g TL]

Tad) der Summenformel ift die Kovperidhidt vor 0 bi3 ¥ vom
Snbalte o
R E ol
WmY + 37wy

Wit Hiilfe der Segmentformel (aft fich Hieraus der Sdywer:
punft be3 Hyperbelfegments beredynen.

39) &3 fjragt fich, ob bie Pavaleljhnitte dhnlidhe KRegel:
{dhnitte find.

&3 geniigt, died an dem gleidhfeitigen Drehungshyberboloid AU
nnterjuden. Die
Gleichung der Hy-
perbel*®) desjelben fei
1) 2* —y? =1,
bieSchnittlinien A B
und 4,B;, mbgen
bie aud A =tan e«
folgende Neigung «
haben.

Die Gleichung
von APB ift alfo
2) 3= Apr

Aus 1) unbd 2)
folgen al3 Koordi:

&Hig. BO.

naten von B
1 4
&= — - oy = —— '
V1 — A V1 — 4°
: 2 5 2 142 . Sy e
fo baf MB? = z* - 42 = - i_;iﬂ ijt.  Der Horizontalihnitt des

Dyperboloidd durd) M Hat aber iiberall den Radiug MO — 1
folglid) hHat die Cllipje AB das AGfenverhaltnis
/1 + Az g === —
]/1 = ot ober 1 4 AZ; Vi — a7
Die Gleidhung von A4, B, fet

3 ] i = Ax -{— b.

r

*) &ig. 85 ftellt bie allgemeine Huberbel dar. Siir ben Specialiall der
Redynung denfe man fidy die Ajymptoten aufeinander jenfredt.
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Aud 1) und 3) ergeben fich die Koorbinaten von A, und B, al3

Ab + Y1+ 1? — A4 b+ AV1 F bF — A¢
s e e e L Yy, = B :
~1 1— A3 f ; 1 A®
T, -+ a,
Der Halbievungdpuntt M, von A, B; Hat die Koordinaten =2
und * i %2 ober
g Ab grmeEs )
§ = f— A8 UL (= T

Folglich ift
: : g - "i_,',:j + IJJ,'_'-___A:.'} a JI_ A"'_‘T
M B = V(e — 8+ (5, — )’ == — 0= ;

Die Haupthyperbel BHat n’[\er i Hohe n bdie WUbjciffe KD = a,

—Vitr=)1+

sur  Beidhnungdebene ‘ll[tﬁf[‘tt Bnﬂm’ljm ves Dorizontalidnitts ift

1 w3, und bie auf KD in M, fenfrecht
— At

S = 1— A} @
§ = l/.--rf — E = i/ LI J{LIH"“\E] ift ba3 Achjenverhiltnis

der Gllipfe 4, B,, b. . ”S’" _i/ =

M, M ijt fonjugierter Durdymeffer su AB und 4, B, Auf ihm
jhneiden fich aus Projeftionsgriinven A, A und B, B in einem Runite 2.
Die Cllipjen 4, B, und A B {ind in Bejug auf P perjpeftivijch, aljo eine
oie Projettion der anvern. Man fann von diefer fitr jeden Hauptidnitt
geltenden projeftivijdhen Bemerfung ausdgehen und erhalt dadurd) etien
vein geometrijden Nadieis fitr die Ahnlichfeit der beiden Paralel:
|dhnitte ohne alle Redhmung. (Die Schnittturven jind perfpektivijh und
dhnlich bet Horizontaljdhnitten, folglich allgemein bei Pavalleljhnitten.)

Dandelt e3 fidh um Drehungshyperboloide, die aus der all:
gemeinen Hyperbel entftehen, aljo aus :’ — ;:” = 1, jo ift bie Be:-
tradptung nuv uniefentlich verjfdhicdben. Man fann jedod) auch durdh
tonjtante Verkiivzung obev Verlingerung bder jentrechten Halbfehnen
sur allgemeinen Hyperbel iibergehen.

©Sind die Paralleljdhnitte nicht Elipfen, fondern jweiteilige,
alfo Hyperbeln, jo ift die Koorbinatenbetrachtung mur eine unbedeutende
Umgeftaltung der vorigen.

Aljo gilt ganz allgemein der Sah:

Die  Paralleljdnitte bdes einteiligen Drehungs-
Dhperboloids find dhnlidhe Regel{dnitte.

Auj der Erijteny der Linien auf dem Drehungdhyperboloide beruht
ote Mbglichfeit der Konjtruftion der fogenannten Hyperbelvabder, die

alfo dasfelbe wie bei 4 B.



III. Die Kegelidnittdflachen und bdie jugehorigen Korper. i |

abnlid), tote die fonifdjen Rdaber avbeiten, wobei jebod) die Achfen jich
nicht jchnetden, jondbern in beliebiger Weije freuzen. Die Bihne vollen
fih nicht einfad) aufeinander ab, jondern veridicben fid) aud) jeitlich.

40) Dag einteilige Drehungdhyperboloid geht in ein oretacd)jiges
fiber, fjobald man fimtliche auf einem fenfredhten Hauptidnitte
ftehenden Lote in fonjtantem Lerhaltnid verfitvat. Dabei bleiben die
beibent Gruppen gerader Linien auf ber Oberflidie als jolde bejtehen,
jo daf bie Figur 83 nod) itmmer ald Darftellung des Kirpers gelten
fonn.  Die JInhaltsberedynung dndert fih in derfelben Weife, wie
beim Ubergange vom Drehungsdellipjoid zum dreiachfigen. Der
SKbrper hat zwei Sdaven von RKreisidhnitten. Die Ufnlichfeit dex
Pavalleljhnitte bleibt exhalten.

41) Auch durch Horizontal- Fig. 86.
verjdhiebung ber Kreidjdnitte '
pe3 Drehungshyperboloidd qe:
langt man zum dreiachjigen
Hyperboloide, mur miifjen bie
Nittelpuntte ber Kreife auf
einer Geraden MM, Dbleiben.
Auch jebt bleiben bie geraden
Linten  bejtehenn. Sind bie
Abfdnitte auf dbem einen
ber Rreife gleich grof, fo
jind fie e3 auch auf dem
anderm.

42) Dentt man fih jebt bdie beiden Rveife unendlich grof,
0. . al3 Horizontale
gerabe Linien (bie fich
freuzen ivie A B und
CD in Figur 87) und
in gleidhe Stiide jer-
legt {ind, fo geben
dieBerbinbungslinien
bie Dbereits in Teil II
(beim Pridmatoid mit
tindjdiefen Seiten-
flichen) behandelten
Slacen. Sie bilben
pad fogenannte by-
perbolijde PBara-

&ig. 87




72 Biweite Abteilung: Stereometrie.
boloid. (LVergl. Figur 131 in der Einfithrung in dasd fteveometrijhe
Beidynen und Figur 146 in Teil IL.)

Lerbinvet man 4, B, ¢ und D auf alle Avten, jo hat man
pag bdurd) bie Flache DHalbierte Halbtetraeder, jo dap nad) ZTeil IT,
Ster. Nr. 37 bie Detreffende JInhaltdberedynung bereits erledigt ift.

43) Drehung bder Hyperbel um bdie anbdere UAcd)je giebt dasd
shwettetlige Drehungshyperboloid. Jn Figur 88 ift ed fo
dargeftellt, dafy ftatt ber Gleichung

ig. 88, : Z
T g ?1[‘ l
: ;;—,,--f = % a® b=
L _//  Die folgende mapgebend ijt,
= s 2 o
N a——f/’;/" y? s, 1
e a® T
e o Bu Biveden der BVevecdhnung fann man
e von ber Sdheitelgleichung andgehen, aljo von
)I \‘.
’ . P T e
z' = 2py + ff' Y
7 i s : o Fm o : v ¢ .
// P woraud fih bder LQuerjdhnitt und mit
e A Hiilfe der Summenformel bder Segment:

)+ inbalt leicht ergiebt.

b el = el Der Kirper [dft fidh) durd) fonftante
Berliivaung der auf etnem Hauptjdhnitt

jtebenben Lofe in ein dreiadhfiges Hyperboloid mit elliptijhem Hori-

sontaljdmitt verivanbdeln, deflen Bevedynung ebenjo einfach ift. Naher

joll auf ifn nidht eingegangen iverden. Die Cntwidelungen find bden

beim einteiligen Hyperboloid gegebenen ganz analog

IV. Einige Amwemdungen des Sakes von Covalieri.

44) Nadh) Teil I, Ster. Nr. 22 u. {. . gelten folgende Sike:

Der Jnbhalt eined R[orperd, dev iiberall denfelben
porizontaljdnitt G Hhat, ift J = Gh Dabei mag die Gefjtalt
bed Querfdnittd in den eingelnen Hoben fein, twelde fie will. Aud
bie Horizontale Lagerung der eingelnen Sdnitte fann eine willfiivlide
fein, b. b. jede Eddidht fann in ihrer Gbene fortichreitend und
prefend Deivegt twerden, ohue bafi der Jnbalt fich dnbdert.

45) Der JInbhalt eines RKivpers, dejfen PHorizontal:

fdhnitt proportional ber Hobhe ift, ift J = G f: S Figur 89

- ol

—— et
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IV. Ginige YUnwendungen ded Safed von Cavalieri. 13

find einige foldje Kovper dargeftellt. Der erfte ift der auf die Kante
geftellte DachEdrper, der jweite ift ein Drehungsparaboloid, weldyes
9

Dadburdh entftanden ift, bap man jeben Querfdnitt des erften in einen
gleic) grofen Rreid verwandelt. Der dritte entfteht dadburd), daf man

Fin. 89.

feben recitefigen Querfdnitt des erjten in ein Quabrat vertwandelt.
Chenjo Fann man ihm dhnlidhe Dreiece, ahnliche Fiinjede und dergleichen
al3 Querjdnitte geben. Bei geeigneter Unordbnung ber Horizontalen
Lagerung werben die Grenglinien Parabeln. Jeber diefer Korper ift
pie Hilfte des gugehdvigen Prismas bezw. Cylinders. Auf bie
pbere Flade geftellt twiirden die lebteren pavabolijdhe Getvilbe gebern.

46) Der Jnhalt eines Korperd, defien Horizontal:
% ; - S i S, e ]
{dnitt proportional bem Quadrate der Hibhe ift, 1ft J:-(}-—;-r

Fig. 89b.

Hierher gehoren Pyramide, Kegel und parabolijder Cylinder in der
gezeichneten Stellung.

Jeber diefer Kirper ijt ber dritte Teil ded zugehirigen Cylinders
bestv. Pridmas.

S T i R IEE——————LL
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47) Sun dahnlicger Weife fann man aud) mit Hheren Graden

Fig. 91. verfahren und aud) bom Dber Later-
.= =] _“'-3\\ jehnittafliche
7 N a=ad byt et ar+
i e P i
fiesr: il ; i \ gruppeniverje zujantmeniajjen.
e ik o5 e SRE :
F52 e So it 3 B. die Halbfugel ein

—

Qorper, deflen Queridnitt ift:

2 @

L
] = &°1m = r°m — Y.

e |

Man fann die Konjtruftion eined Kior-
pers verlangen, der in gleichen Hihen
piejelben Querjdnitte Hat, wobei jedod
bie lefteven 3 B. vegelmipige Bielecke,
ettva  Quadrate, fein follen. Dann
entjtefen elliptijdhe Begrenzungen und
Sorper desjelben Jnbhalts, toie die Kugel.
Durd) fonjtante BVerfitrjung bejiv. Ber-
lingerung fann man die elliptifchen
Cylinderfladen in freideylindrijde ber:
wanbdeln. Dadurd) exhdlt man einige
per gebraudylichen Getwdlbeformen, beren
Jnbalt alfo mit bem eined entiprechenden
Hatben Drehungsellipjoids itbereinjtimmt.
Died jind bdie fogenannten Klojter-
gewbdlbe. (Siehe unten Abjdynitt V.)

48) Cine Dbejondere AWrt ber Un-
enbung bed Principd von Cabaliert
bat man nod) det ben Sdhrauben:
N gefpinden.




V. Ginige Gewdlbeformen. 15

Man denfe fich einen Cylinder in zahlreidhe gleidhe Seftoren
geteilt. Jebem Der Seftoren gebe man an der Adyje eine joldhe
Steigung, dap eine vegelvedhte Stufentreppe entjteht, von der in der
Figur 92 ein Teil gezeichnet ift. Denft man fid) die WUnzahl der
Gettoven unendlich qroB, o erhdlt man bdie parvallelperjpettivijche
Darjtellung eined Sdraubengetvinded. Da aber jeder Seftor nur
verjdoben tworben ift, fo mup der JInhalt fiir jeben Umgang
bed Gewinbesd gleidh dbem Cylinder fein.
: Folglich allgemetner: Fiir jeden Umgang eines Sdrauben:
gewindes ijt der JInhalt gleidh) dem
ves entiprechenden Guldbinfden Ro- ‘*H_
tationdfirpers.

=

49) Man zeihuet bie Sdranben- ' e
getvindbe in ber Regel nur im ortho: { {J
graphifdhen Wufrif. Lapt man 3. B i ’
ourd) ein Trape; ein Gewinde bildben, jo
ift der Gewindeforper fitv jeden Umgang i,
vom Subalte J = 20xF, wo F die W/ |
erzeugende Flade, o ibr Sdywerpuntis- P .
abftand von ber Achje ijt. i_,m_w_:_ﬁ____HJ

Dasfelbe gilt vom Dreiedsgetwinbde,
vom fonvegen und foncaven Halbiveidgevinde, von beiben Wrten
ellintifcher Getvinde u. | w. Die Unjertigung der entjprechenden
Beidhnungen giebt eine Tlehrreiche Ubung.  (BVergl. Einfiihrung
Figur 76 biz 80.)

V. Einige Gewdlbefornen.

50) Figur 94 fjtellt das freisbogenfirmige Tonnengewilbe
dar. Dasd Redyted A BB, A,

wig. 94
ift die Grundflade, der ¢
cplindrijhe  Mantel  die s
Laibungsfliche, ABC /{/;; . \
bic Stirnflade, AB=d /:/ : . -.
— 2r bie Spanneite, /’T[Tﬁ _____ L |5,
MC =r bie Pfeilhihe, / A \
CC, =0b bie Sdeitel: _f R /
linie, BB, unb A4, find Afr"' i i} "1},/'/

pie  Widerlagslinien,
A, B, B,6 A, jind Wiverlagdhunite.
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Der Gewdlberaum,
bie berjdyiedenen Fladen
und Kanten find leiht ju
bevedynen.

51) Qegt man durd) die
Diagonalen A B, und 4, B
fenfredhte Gbenen, fo wird
a3 Tonnengemwilbe in
bier Teile zerlegt, bon

benen je 3wet fongruent {ind.
Jn Figur 95 und 96 find je
atet fongruente Teile bejonders
pargeftellt.

Die etne Gruppe hat nux
einent ©eitelpunit G. Diefe
beiven Teile heifen Gewdlbe-
wangen. Die andere Hat eine
Sdeitellinie CC,, bdiefe Teile
heigen Gewidlbetappen.

52) Nufgabe. Den Gewdlberaum und die Laibungsilade
einer Wange zu beredynen.

Fiqur 97 jtellt den Eylinderhuf itber einem Halbfreife dav. Jit
S der Sdywerpuntt ver Grunbdfldche und Ay die jugehirige Hohe, {o
Gaion ijt der Kdrperinhalt J = T:r by Nun
L ] £

v : ~ e
ift aber ki h=ce;r, alfo by = P o

o 4r
und zwar it 08 = ¢ = «; (ntach
T Guldin), folglich

A *?m hdr s
s r)r '—-"2' - = 3:&‘—"::,.'? IF.

Jn Figur 95 ift ber Getwdlbeteil O HG B
mit ber DHiljte diejed Hufes identijd), der ganze Getwidlberaum hat

L]
2 i i
. . alfjo, ba h = - ift, ben Jnbalt
8 g 2 ..?_Ej Y8 J" b i t_l“'f') ;s
. i 3 12

Der WMantel de3 Hufes ijt rmh,, wenn k, die jum Sdhiver:




= e .
V. Ginige Gewjlbeformei. . 7

puntte S ded Halbfreisbogend gehivine Hihe ijtt  Fiev ift 7 : 7
o o ’ ’ .«__-' . S .oy ~ )
—¢":v aljo hs=" = Da aber nad) Gulbin: e = == o it
o 2¢ . 3

Mantel M = rm- — 2rh. Die Hilfte davon entjpridht bder

r T
Halfte der gejudten Laibungsflade, die ganze Laibungsflicde it aljo
] s ) ) ’ uilsh . J

53) Aufgabe. Gewdlbevanm und Laibungsflide einer
Rappe zu beredhnen.

uflofung. Der Raum der Doppelfappe ift gleid) dem Tonnen-
raum vermindert um die Doppelwange, alfo gleid)

2

T 2 g r*h

' : -
e [37 — 4].
Der Raum der einfaden Kappe mit Sdyeitellinte ; ijt aljo
rih g dzh ‘
J="2[3n — 4] ="_[3n — 4].

Ghenfo ift e3 mit der boppelten Laibungsflache. Sie ijt rmdb — 220
. a ) _

= rb(m — 2), alfo ift die einfache Laibungsflache mit Sceitellinie -

. j‘\" == .?:;J |";1: —_ 2) — f?:} (;‘E == 2)

54) Da fdon friher Defprodene regelmdiBige Klofter:
gewdlbe DHat cylindrijhe Wolbung, {o bdak bdie Mittellinien ber
Wilbungen Halbireisbogen find.

3 Dejteht aljo aus » Wangen gig. 98.
iitber Dem rvegelmdBigen »n=C&  Jede
[l
S
ver an ©felle von » fretende Nadius
ve3 einbefdhriebenen RKreifes ijt. Der
Gejamtraum ift alfo

Wange hat den Raum venit o

ne*b

igs

Ebenjo ift ez mit der gejamten RQaibungsflacde. Sie ift

= }1@{).
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55) Figur 99 jtellt dag quadratifde Kreuzgemwdlbe dar, bei
bem vier fongruente Qappen
5‘t;'l_. 949, : = o s Ha' 5 -
mit Sdeitellinie — regelvecdht
il s sujammenitofen.
/ /,{_ >, P Der  Getwdlberaum it
= | e \‘\ II_,.- | I'._ ‘.,1: r.f_‘j j'.J = .
' \\\ o | QYT |37m — -1.|, L‘?D{‘.l'l, oa
: 2 ik o 7
. %/ Ll b=2d ift,
! ¢ e - e -
| '?V-/ J—= 2 [8m — 4].
1 £ o
' e AT e 3 vt &=
e g ) Die gefamte Laibungs-

flacge ift

e (. — 2) = d*(n — 2).
\ A

56) Jft bie Grunbdfliche bes vegelmdifigen Krewzgewolbes ein
Sedhged, o Danbelt es fih um 6 RKappen, jede vom Snbalte

a*d . b i
Sig. 100, ig 37 — 4], ober, da 5 = @ ijt, vom
Sl , s : o
I”K Sl Snbalte oo [37 — 4] Der Gefjamt:
/ infalt ift
T ' a®
{ ,- _ J = [8% — 4]
o ; .
Nl s Die Laibungsilache jeber Rappe ift
N\ b e ik :
s J2- ab R Ll S St 2
Nl o o (m— 2) = = (m— 2), bie gejamie

Sladhe der Wilbung aljo
FF'— 3a®(wx — 2).

Chenjo fann man mit dem adtjeitigen u. . w. freuzgewdlbe
verfahren.
Fig. 101. 57) Geht man an ein
Tonnengewsdlbe die bei-
pen Hilften eined qua:
_ . bratifchen Slojtergenwil:
’ \ \ '-_/ - bes am, o erhdlt man
i \ — oad8 Mulbengewilbe
\ - (Sigur 101 ), defjen Be:

|~
l/ vednung ein  einfaches
1 /

Ubungsbeijpiel darbietet.
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58) Die quadratijdhe Hangefuppel entfteht, wenn man bder
Bafis einer Halbfugel ein Quadrat einbefdhreibt und burd) bdie
Seiten  dedjelben fjenfrechte
Sdnittebenen legt.

Der JInhalt toird ge-
funben, indbem man von dem

Hig. 102.

S = : - ;
Halbfugelinhalte 3 r°x bdier
)

o

Halbjegmente oder Fwet ganze

—

Segmente vou der Pfeilhohe

=7 r]/; — (1 —Vri‘)

abzieht. Der gange Seqment:
inhalt ift

ahd T 1—-1/
_; (31'—!&)= ( !
— (G —2V5) (2

i : ! i = 7 i s
Ubzuziehen ift alfo " [8 — 512 ]. Dev Gewilberaum ift bemnach

e e
e ) o ‘

2 2 +3 - = -
: —8—sy2]=""[sV2 — 4]

Geht man a = r /2 ein, jo erhilt man
: a’mr 5
B e TRy (1

e)'r—- 12’3 H-l/.al

Die Laibungsilade ijt gleidh der Rugelflache vermindert um bier
Halbfalotten oder um zwei RKalotten, aljo gleich

Qpémp — 2 - Q'E'TFEF - }'-’/_:: J =rg|2 — 44 3]/3 J
—rz[2)2 — 2| = 2,2 [V2 — 1].

o~

Sebt man @« — » /2 ein, fo folgt o’n l:|/3 - 1\)

59) Auj die Darftellung anderweitiger Gewoslbeformen Tam
fier verzichtet werben, nuv fei fury bemertt, daf an Stelle des RKreis-
chlinverd iiberall der elliptijhe Cylinder treten fann, den man durd)
fonjtante BVertiivzung der Senfrechten exhalt. Auj gewiffe parabolijche
Wilbungen war jdon friiher hingewiejen. Die BVeredynungen maden
feine ©dyierigleit.

e e e i e A B P T S
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Mie grmdlegenden Konfeuktionen der orthographifden
Aronomeirie,

60) Durd) fenfrechte Projeftion ded Wiirfels erhilt man eine

&ig. 108,

Jeidnung nad) Art von Figur 108.
Bon Jeder Ede gehen drei Kantenlinien
aus, bie, abgejehen vom Borzeichen,
mit 04, OB umd OC nad) Ringe
und Ricdhtung dibeveinftimmen. Man
beseichnet brei foldje Ranten, fobald
fie einem Wiirfel angehiven, ald
Dreibein oder Dreifant. E3 wird
fich nun geigen, daf, wenn 0A und
OB nad) Lange und Ridhtung gegeben
find, OC nach Qinge und Ridhtung
fonjteniert werden fann, alfo nidt
mehr illkiixlid) ijt. Die Streden O A,

OB und OC miifien alfo in einer bejtimmten Beziehung ftehen.

61) Pan findet diefe Beziehung, wenn man den Wiirfel von
per einfachiten Lage aud erft im Aufrif um einen Winfel «, dann
im Grundri um einen Winfel § dreht. (BVergl. Teil II Figur 138.)

Fig. 104,

- e - = R TR

Fi
D e T Y
B 4 Hi— _
Q) ' v ¢ 1o P
o2 Eal
oS T
C 7

Die in ber jweiten und dritten Lage (Figur 104) mit p und q
bezeidneten Stiide haben, wenn man bdie Wiirfelfante gleidh 1 febt,
abjolut genommen jamtlid) bie Qiinge p = cos o bezw. ¢ = sin e,
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St ver dritten Lage it OD = pcosP = coswcosf (bvergl.
Grundrifg), OF = qcosf = sinwcos B, und im Grundrif OF

— 1 -sinf, alfo im Anfrif 0C = sin .

62) Man betvachte nun im Wufrif der dritten Lage O ald
ven Nullpunft des Koordinatenihjtemd und betvachte im Sinne bder
Somplegentheorte (‘Tetl II, Abjdynitt VII der Arithmetif) OA al3 bdie
Summe von 0D und DA, OB al3 die Summe bon OF und EB.

Dann hat man, wenn 'I/— 1 = i gefest wird, nad) Obigem:
0A = cosacosf - isine, OB = — sin wcosff -} icose, OC = sin.

Die Quabrate der Streden find:
0A? = cos®* acos’ B — sin® @ - 2isin @ cos  cos §,
0B? = sin® wcos® § — cos’ @ — 2isin e cos e cos §,
0C? = sin® B,

Die Summe der Duabdrate der drei Streden ift aljo gleidd
cos’f (sin’e + cos®B) - sin®f — (sin’« + cos’0) =1 — 1 =0
‘E_i‘u[qfi-;ﬁ'

©inb die bon etnem Punfte O audgehenden Ranten 04,
OB und OC Wiirjelfanten in fenfredter Projeftion, jo ift
bie Summe der Quabdrate biﬂu Gtreden gleid) Null

(Jaft man bie Duadrate der Streden im Sinne der Medjanif als
frdfte quf, jo Danbdelt es jid) um dret tm Gleichgewidyt jtehenbe Krifte.)

Dieg it der Gaufide Fundamentalfas bder ortho:-
n;raphiid' en Arxonometrie, bor dem fidh) jedbod) nur im Nadlafie,
B, II, &. 309, feiner Werke eine furze otiy befindet.

63) Bemerfungen. Man Hatte im Wufrif nod) eine vievte
Lage nehmen Ionwen, indem man 3 B. um etmen Winfel ¢ drefie.
Dadurd) wive jede Strede nod) mit dem Drehungsfaftor (cosy - isiny
multipliziert torden, ihr Quabrat wdre alfo mit (cosy -+ isiny)
= (cos 2y 4 isin2y) verjehen worden. Die Summe der f,‘:-nrthmh
hatte alfo wiederum Null evgeben.

Die llmf‘chrnnq wfivde fouten: Jit bei einem Dretbein die
Summe ber Stredenquadrate gleich Mull, jo fann es als

I
2

~

orthographijdhe Projeftion von drei W u’r.Telfanan gebeutet
werden.

64) €3 fragt fidh, ob man qus dem Aufrif der Lage 3 die wafhre

‘-'*[‘111{11* oer Santen fofort erfennen fann. Diesd ift der Fall denn e3

t fiiv diefe Lage ¢ = sine, p = cose, aljp p* + ¢° = 12, folglich:
Holymitller, Mathematil. IIL 5
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Fallt man bet dbem orthographijden Dreibein von dem
Endpuntie gweter Ranten ausd Lote auf dagd Bild der dritten
fante, jo geben bdiefe RLote, phthagoreijd) abbdiert, die
wahre Lange der Wiivfelfante.

Die Hilfte diefer Hypotenufe wiirde den Rabius

B0 per dem Wiirfel einbejdyriebenen Kugel gebem.
g Der Durdhmefjer der umbejdjriebenen Rugel ift
\"‘-; V'3, wa3d nad Figur 105 3. B. pythagoreijd fon
& itruiert werden fann. Die Halfte ift der Rabdius
by o 5 biejer Kugel.

s .i‘, Sdlagt man um den leicht zu fonfhruierenden
/ I Mittelpuntt des Wiirfels RKreife mit den entfprechen-
L oen Padien, fo find die beiden Rugeln forrveft dax-
geftellt.

Sebt ift die Lofung folgenber vier Fundamentaloufgaben mit
Benupung einer eingigen Seidnungsebene (3. B. Aufrif) moglid.

65) Aufgabe 1. BVon einem orihographijhen Dreibein
jeien die Ranten 04 und OB nad) Linge und Ridtung ge-
geben. Die Witrfelgeidhnung foll fertig fonftruiert werben.

Fig. 1086

B

uflojung, Man lege den Winfel AOB =F in 0 an OB
ar, den Winkel 0AB in B an diefelbe Gerade, jo daf A OB B,
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VA OAB toicdh. Aug 04 und OB, bilde man dasd Parvallelo-
gramm OAD B, sehe deflen Diagonale DB und verlangere fie iibex
O hinaud um fich jeldbjt, wad C, giebt. Dian Halbiere ben Wintel 4 0C,
pann erhilt man die Nichhung der dritten RKante. Madit man ihre
Linge gleich der mittleren Probortionale gwijden 0.4 und OC,, jo ijt
0C volljtandig bejtimmt. Die Wiirfelzeidhnung ift leicht ju vollenden.

Beweid. Faht man 0A ald die reelle Strede 1 ober aud) 1°
auf, fo ift nady Obigem OB, das LDuabrat der Strede OB nad
Qange und Ridhtung. it nimlih) OB = r (cosf -+ i sin §), jo ijt
OB, = +* (cosp -} isinf)* = +* (cos 2 | isin 2
Weife ijt 0C, bad Quadrat von O0C. Da aber C;0 = 0D bdie
Diagonale ded PVavallelogramms ijt, o ift die Summe der Streden
0A4,, OB, und 0C; = Jull. Folglich bilben ihre Quadratwurzeln
04, OB und OC ein orthographijched Dreibein.

Bemerfung., Statt den concaven Winfel AO0C; zu halbieven,
fonnte man e3 aud) mit dem convegren LWinfel thum, dann iwdre
OC entgegengejest entjtanden, was dem jweiten Wuryelwerte entjpridht.

Die beiden Lojungen find im iibrigen nidht von einanbder ver:
fchieben. Qebe laft el Deutungen zu, je nadbpem man A oder H
al8 vornfiegend auffapt.

S der Konftruttion laffen fich einige Linien erjparen, die besd
Beiweifes wegen mit gejeichnet find.

| Selbjtverjtandlich) fann man OC aud) durd) Beredhnung findben.
&8 1jt namlidh

). 3Jn berfelben

( 2 : 5 - REn e e — - —
OB, = ;B{ , 0D = V()ﬂf + OA%2 4 20B, - 04 - cos 2§,
et T T S
F— . - — g 2|'
0C=VO0A-0D, sinAO0D op Sib B,

endlich) Wintel » die Hilfte Des zugehirigen Supplementivintels 400, ]

66) Aufgabe 2. O0A fei nad) Ldinge und Ridtung ge-
geben, dbie Ranten OB und OC nur der Linge nad). Die
Wiirfelzeidhnung joll vollendet werden.

uflofung. Man fonjtruiere die Ldnge OB und 0C* mit
Hiilfe der Proportionen

OA:0B=0B:xz und 0A4A:0C=0C:uay,

wo 0A—1 gejet ijt. Aus 04 —1°, OB, = OB* und 0C, = 0(C*

fFonftvuiere man bas Pavallelogramm O0ADB; mnebjt Diagonale.

Halbierung desd Winkelds 4 0B, giebt die Richtung von 0 B, Halbierung

be3 Nebemwinfeld 400, von AOD giebt die Ridhtung von OC, 1. 1. w.
6*
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67) Uufgabe 3. 04 fei nad) Lange und Ridtung ge:
geben, die Ranten OB und O0C nur dver Ridtung nad). Die
Witrfelzeidhnung ift 3u vollenden.

Uuflojung. Man verdoppele die gegebenen Winfel S und 4.
Dadurd) erhalt man die Ridhtung der Seite OB, und der Diagonale
0D bded Barallelogrammsd OADB,, weldes leicht zu vollenden ift.
Die mittlere Proportionale zwifden 04 und 0B, giebt die Linge
bon OB, die mittleve Proportionale wijden 0.4 und 0C, bie Linge
vont O C.

68) ufgabe 4. OA fei nad) Linge und Rihtung ge-
gebent, von der Kante OB bie Linge, bon der Kante OC die
Ridtung. Die ilili'arft"[r,t*ifhumlg ijt 31 vollenden.

-"}Illy[unmq Berboppelung ded gegebenen Winfeld » giebt twieder
bie Diagonalridhtung desd zu fonftruievenden Parallelogramms 0ADB,,
weldjes bdadburd) vollendet wird, daf man um A einen Bogen mit
OB* dldgt. Lepteved ift, wie vorher, mit Hitlfe der Proportion
OA:0B = OB :x gu fonftruteren. it das Pavallelogramm voll-
endet, fo giebt die Halbierung des Winfels A0 B, die Ridhtung von
OB. Die Linge von OC ergiebt jih ald mittlere Vroportionale
sotjden OA und der Diagonale OD.

69) ﬁﬁ:tilgézi‘llli;;ﬁha‘n 3t ber Wiirfel in allgemeiner Lage
fonjfvuiert, jo fann man nad) Obigem bdie ein- und die umbejdyriehene
Sugel duvd) den entjprechenden Krets darftellen. IMan fann ihm ein
Detraever oder Oftaeder Lutfauhmm et ‘Pentagondodefaedber um
ihn legen, ein ,‘\'ym]r{L‘.bL‘r aud dem lebteren ableiten und fo aud) diefe
Gejtalten diveft in allgemei-
ner Lage darftellen, ohne zwei
Gbenen  zu  Denuben.  Aud
bad Trapejoeder und das Dia-
mantoever lajjen fid) aus bem
gum Ucdjenfreuze vervollftin:
pigten Dreibein ableiten, {iber-
Haupt jamtliche Krpjtallformen
mit fenfrecht aufeinander ftefen-
vent Achien.

Fig. 107.

70) Sdlagt man wm die
Ede bed Dreibeins einen Kreis
mit der wirtlihen Kantenlinge,




VII. Die Kugel in cenfralperipettivijcher Projeftion. 8D

pie nad) dem Obigen zu fonjtvuteven ift, o erfennt man bie Miglic)-
feit ber forrveften Qonftruftion jbharijder Dreiecfe mit Bogen von je
90°% b. . ber Rugeloftanten in allgemeiner Lage. Man braudt
AA, BB, umo CC; nur ald Mittellinien gewifjer Parallelogramme
su betrachten, denen die entfpredjenden Elipfen eingubejdjreiben finb.
Die lepteven laffen fich nad) Padeal vder Briandjon fogar ohne Hiilfe

peg Birkeld fonjtruieren. Wergl 3 B. Figur 8.

VII. Die Rugel in centralperfpektivifyer Projektion.

71) KLNO fet eine fenfrechte Ebene, auf ber eine Berithrungs-
fugel fiegt. Jn P befinbe jich dbad uge, jo daf bie Projeftion P,
vont P der Wugenpunft und die Horizontale QLR der Horizont ift.
Der vout P aud an die fugel gelegte Berithrungsteqgel fchneidet bie
Ebene in einem RKegeljdmnitte, 3 B. in einer Ellipje, die ald Projeftion

%ig. 108,

ver fngel zu betradhten ift. Die Kugel ift die eine Daudelinjdhe Ve-
vithrungstugel, berithrt aljo die Ebene im Brennpunite D dex Elipfe.
Jit DC em Lot auf ber Ebene unb € ber Sdnittpunft besjelben
mit ber Rugel, {o giebt, ivie die weite Veriithrungstugel zeigt, PC
pen anbderen Brennpunft ) der CEllipje. Die durd) P und DC ge-
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fegte Gbene jteht auf der Jeihnungsebene KLNO fenfredht, mufp
aljo andh) ourcdh) P, gehen. Folglih: Die Verbindbungslinie der
Ellipfenbrennpunite geht durvd bdben Augenpunit P. Jit
nun 3 B. EF ber fenfredite Kugeldburdymeijer, A B ber Hhorizontale,
su CD und EF jenfrechte, der, wie EF, zur Chene KLNO parallel
ift, jo ift burd) die Projettionen 4, B,, C,D,, E, F, bie Jeid)-
nung dbed Hauptadjenfreuzes der Qugel fitr dieje Art bon

Perjpeftive beftimmt.

fadhe Ronjtruftion bder bdem Adjenfreuze umbejdhriebenen
KRugel:

Durd) AB,CD, FF jei dbad Udhfentrens in der Hauptlage dbay:
gejtellt, wobei CO > OD fein joll, wie e der Centralperjpeftive

3

entjpridgt. CA undb BD geben den jogenannten Diftanzpuntt S,#)

72) Darvaus ergiebt jich fiiv die Centralperjpeftive folgende ein:

Fig. 109,

e
\\\:\
X
L

\

oie Horizontale durd) S giebt den Horizont der Jeidnung, CD
giebt in ber SHorizontlinie ben Uugenpunft P Um O Jdlage
man mit dem NRadiud OA den einen Hauptfreid dber Kugel und ziehe
port P aud an diefen Rreid die Tangenten PG (und PH). Die
Summe CG 4+ GD giebt die grofe Adhfe dex u zeidhnenden Ellipfe,

#) Bgl. ded Verfajjerds , Cinfilhrung in dad ftereometrije Beichnen’,
fap. TIL

=
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pie mit Hitlfe des Halbievungspunites M yon CD leidht als JK 3u
seidhnen ift. € und D find die Brennpunfte der Umrig-Cllibie.

Daf die Beriihrungdpuntte G und H der Tangenten mapgebend
jind, evgiebt fich davaus, dbaf der Hitljsireis von jedem Horijontal:
freife Der Qugel jo gejdhnitten mwird, daB deffen Tangente im Sdynitt
punfte nad) P Hin gevidhtet ift. Der zu G gehorige Horizontaltreis
hat alfo mit dem Hilfstreife die gemeinjdoftliche Tangente G P und
ben gemeinfdhaftlichen Berithrungspuntt G¢. Demnad) mup in G dic
Beriihrung ded Hitljafreifes mit der u fonjtruterenden Elipfe exfolgen.

Die Beichnung ftellt aud) nod) die zur Konjtruftion nidt ndtigen
RKreije ADBC und CFDE bar.

73) Sitr den Fall der fdhragen Pavallelperfpeftive fallt I mit
O jufammen, und dag Lot MN auf der Ucdfe CD fdhneidet bden
Hanptireid im Bevithrungdpunfte G, der jept mit N ujommenfdllt,
Man Dhat damit jofort die fleinere Halbachje der Ellipje mit ben
Brennpuniten € und D.

——— e =




	I. Vorbemerkungen über Trägheitsmomente
	[Seite]
	Seite 52
	Seite 53
	Seite 54
	Seite 55
	Seite 56

	II. Sätze über abgeschrägte Prismen und Cylinder und über Drehungskörper
	Seite 56
	Seite 57
	Seite 58
	Seite 59
	Seite 60
	Seite 61
	Seite 62

	III. Die Kegelschnittsflächen und die zugehörigen Körper
	Seite 62
	a) Cylinder
	Seite 62

	b) Kegel
	Seite 62

	c) Das Ellipsoid
	Seite 63
	Seite 64
	Seite 65
	Seite 66

	d) Kreis-Paraboloid und elliptisches Paraboloid
	Seite 66
	Seite 67

	e) Das Hyperboloid und das hyperbolische Paraboloid
	Seite 67
	Seite 68
	Seite 69
	Seite 70
	Seite 71
	Seite 72


	IV. Einige Anwendungen des Satzes von Cavalieri
	Seite 72
	Seite 73
	Seite 74

	V. Einige Gewölbeformen
	Seite 75
	Seite 76
	Seite 77
	Seite 78
	Seite 79

	VI. Die grundlegenden Aufgaben der orthographischen Axonometrie
	Seite 80
	Seite 81
	Seite 82
	Seite 83
	Seite 84
	Seite 85

	VII. Die Kugel in centralperspektivischer Projektion
	Seite 85
	Seite 86
	Seite 87


