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Dritte Abtetlung.
Spbarifdbe Trigonometrie.

I. Porbemerkungen.

[) Die fpharijhe Trigonometrie befdhiftigt fich mit dem von
gropten Rreijen auf der Kugelflache gebilbeten Dreiecten. ©3 Hanbelt
fid darum, in dhnlicher Weife wie in der ebemen Trigomometrie,
swijden den Seiten und ben Winfeln und der Flade Beziehungen
aufzujtellen, die e3 ermiglichen, alle Glemente Hed Dreieds aus ge-
gebenen Ctiiden zu berechnen. Einigesd dabon ift jhon in FTeil IT
(Stereometrie Nr. 50 und Anbang 1) zur Sprade gefommen. Andh
pie Rehre von den bdreifantigen Gden gehovt Hierher, denn die nad
ben Eden ecined Kugeldreiedd gejogenen Rabdien bildben foldhe Ccfen.
Die Lehre vonm der Kongrueny und Symmetrie der Dreifant:Eien
finbet Biev ihren Abjchluf.

Die ebene Trigonometrie muf al8 befondberer Fall in Ddex
jphdrifchen enthalten fein. Denft man fih namlbd) Gei endlichem
Radiug bie jpharijhen Dretede unendlic) lein, fo ift ihre Kefimmung
eine berjchivindend fleine. Dasfelbe ift der Fall, wenn man fich bei
iphartjchen Dretecen von endlidher Grife den RKugelradiug unendlich
grof Denft. Anf dad Jneinanberiibergehen der Fovmeln fiix Kirgel
uno Ebene foll tetd aufmerfiam gemadyt werben.

Die Gden der fpharijhen Dreiecfe miogen ftetd mit 4, B, C,
vie zugehorigen Winfel mit «, B, y, die gegeniiberfiegenden Seiten
mit @, b, ¢ begeichnet tverben.

Dretede mit dberftumpfen Winteln (> 180%) unbd mit
Bogen, die groBer als rm find, jollen audgejdlojjen werden
penit an ihrer Stelle founen fonveye Nebendreiecte behandelt werben,
vie alfo ben DBedingungen (< 180° beytwv. < rm) geniigen. Sm
allgenmeinen geben ndamlich brei qroBte Rugelfreife adht Dreiece
(vevgl. Figur 154 in Teil IT), unter denen geeignete aufzufinden find.
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I. BVorbemerfungen. — IL Recdhtwintlige jpharijhe Dreiede. 89

Die Cniwidelungen iwerben bejonbers einfad), twenn man den
Sugelvadiug r = 1 fept. Aus Griinden der Anjdaulichteit joll bdies
im Anfange unterlajfen iverden. Jft ed nidtig, den zum Rabdiusg r
gehbrigen Bogen von dem jum Radbiud 1 qehovigen ju unterjdeiden,
fo foll im fehteren Falle jtatt a, b, ¢ gejdhrieben terden a, b, ©.

Muter Dreied joll Hier ftets ecin pharijdhes Dreied verftanbden
erben.

2) Die Figuren macden nur dann einen toivflidh rperliden
Eindrud, wenn man die gange Kugel mitzeiduet.

Da die Qugel bei der fenfrechten Projeftion jtets ald Kreid er-
jcheint, bei der Sdyrdgprojeftion bdagegen ald Ellipfe, fo ijt es bier
awedmiBig, von der lepteven Darftellungdiveife abjugehen und die
erjtere zu tdhlen.

Die gropten Kveife der Kugel erfdheinen ald Ellipjen, die jid
pem ©rengfreije der Figur beriihrend anjdmiegen, alfo nidht derartig
auf ihn treffen, dbaf die Verlangerung den Grenzfreis jdneiben twiirde.
Mit Ausnahme der als gerabe Linien erjcdheinenden Kreife, bdie jent:
vecht auf ben Gvenjireid treffen, bilden jamtliche im Bilde mit dem
Grengfreije den Winfel Null, mbge der wirfliche Schnittivintel o
qrof feint, tvie ev toolle. Sollen die Sdnittivintel der Seiten (pharijdher
Dreiede fidhtbar fverben, jo hat man den Grenzfreid ald Dreiecsjeite
s bernteiden.

II. Redjtwinklige [phirifdye Mreiedie,

3) Figur 110 ftellt eine 510 210,
Sugel mit dret gripten Kreijen :
par. Wian benfe fih Rreid I
alg Meridian, der durch den
pberften Puutt O und bden
unterjten Punft U geht, den
freid II ald den horizontalen
Yquator, fo daf der Schnitt
bei O ecinen vechten Winfel | B G N
giebt. Dagegen habe Kreis 111 \k_f%‘_d
eine beliebige fdrige SLage. N
Dann ift A B C ein {pharijdes
Dreted, und war ein vedt:
winfliged, bet dem man bdie s
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90 Dritte Ubteilung: Sphéarijche Trigonometrie.
Bogent ¢ und b ald Katheten, ¢ ald Hypotenuje bezeichnen darf. Un der
Figur ift nod) Folgended zu beadhten: B ift fenfredht nad) unten auf die
Ylquatorebene projiziert, wad den Punkt D auf dem Radiug MC ge:
gebent hat. AuPerdem ijt von B aud dasd Lot B E auf den Radiug M 4
gefallt, fo daf BED ein fenfredt ftehendesd vedhtivinfliges Dreied ift,
twelded den MNeigungdvinfel « ber Geraben B E gegen bie Aquatorialz
ebente enthialt. Denjelben Neigungdwinfel geben aber auch die in A
berithrenden FTangenten der fid) in A fdnetdenden RKreife anm, denn
ED und EB find zu diefen Tangenten parallel, und o ift ¢ = .
Nad) diefen BVorbereitungen jollen die Hauptaufgaben iiber dasd
vedhttoinflige Kugeldreied geldjt werben. Dabei migen bie Wintel
BMC, CMA umd AMB al8 a, b, ¢ beseidnet, alfo durd) bden

Bogen gemefjen werden.

4) Aufgabe. Aus den RKatheten a und b die Hypotenufe
¢ 3u beredynen.

Huflojung. ©3 it
ME  MD:cos DME MD:cosb

¢os ¢ = cos BME = e = i T
(MB -cos DMB) cos b
S T o = ¢os @ - cos b.
M B
Alfo:
1) €08 ¢ =08 « - ¢0S b.
Bei der Sdhretbweife lg cos® ¢ = lg cos® a + lg cos® b fillt eine ge-

wifje Analogie mit dem Sabe ded Pythagorasd befjer tnd Auge. Dex
©ap ift leiht 1 Worten audzudriiden.
Bemerfungen. Durd) eine gevinge nderung der Figur lakt fich

i e R b
per Gaf aud) fir @ > und ebenjo fiiv @ > - und zugleid) b >

e |

befveifen. Dann [dBt fidh) Folgended ausjprechen:
e (5 = aT - o . i Ay
a) Jit a <5 umd b < 5 10 find die beiden Faftorven pojitiv,

7T

aljo aud) cos ¢ pojitiv und baher ¢ < 5 -

b) it a> = und b >, fo find die beiden Faftoren negativ,
folglidh cos ¢ pofitiv und ¢ << 2. Affp Eounen nicht alle drei Bogen
sugleich groper als : jein.

e T - S ) e
e) JIt-a> 5 umd b < -:, jo ift cosc negativ und &> .
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g ' el L 2k 0 e h
d) St einer der Bogen a und b gleih —, fo ift einer der

(g

S1%

]

Faftoren Null, folglih aud) cose=0, b. §. aud) ¢ = f

]

Dreiect it gleidhjchentlig und bildet ein Halbes Meridianziweied.

9

S T i G g Pla
e) St a =~ und b = -, {o find beide Faftoven gleidy Mull,

B oo = T . . g e e ¥
folglich aud) ¢ = - Dad Dreted ijt glewdjeitig und bildet enen

Oftanten der Sugel.

nwendung. Wie grof ift auf der Grdoberjlade die
ipharijde Entfernung eined Punfted B von «° ndrdlider
Breite bon einem Punfte A des Yquatorsd, wenn der Unter:
jdhied der geographifden Ldinge 1° betrdgt?

AuflBjung. Aus lg cos a® 4 lg cos 1° beftimmt man 1g cos ¢,
judt ¢ mit Hiilfe der Tafeln auf und multipliziert die Anzahl der
®rabe mit 15, twad bie Babhl der Meilen fiiv ¢ giebt. — Hanbelt
es fich) um einen Welttbrper vom Radiud r, fo Dbejtimmt man ¢ aus

1 1)

ber Proportion *: 180° = ¢ : m als ¢ = m 1, fo da ber jphdrijche
s = ¢’ . .
Ubjtand ald r¢ = rmw o0 gefunden ivird.

5) Aufjgabe. Cinen Dreiedswinfel aus der Gegentathete
und dbexr Hypotenuje zu berednen
uflojung. Jn Figur 110 ijt

- DB MB - sina sin a

sin & = Sin @ = —F—= = e == —
kB MB - sin¢ sin ¢
Aljo: _
; 8in o X sin [
2) 85lN o =— —— s1n 15 = — 4 .
sin ¢! sin ¢

Auch bei dem ebenen vechtivintligen Dreiede fiihren Gegenfathete und
Pypotenufe auf den Sinusd bed Winfeld. Fiiv fleinesd a und c¢ wird
auc) hier sin @ = ’z
Anwendbung. Welde Wintel Hat in der vorigen geographijchen
Uufgabe das fphirijhe Dreied? Um iwieviel itbertrifft die Wintel:
jumme den Winfel 180°2 (Sphirijder Uberjchufy ober Creep.) Wie
qroR ijt demnach bie Flache ves Dreieds? [Vergl. Teil II, Stereo-
metrie . 50:
o e B0 40— 1800 ) o® 0 90 —180° 4
K T e ey Sigess R

—G+B+7—r)

T

.
-1
| J

|




92 Dritte Abteilung: Sphirijde Trigonometrie.

6) Mufgabe. Ginen Dreiedsmwintel aus der anliegenden
Rathete undb der Hypotenuje ju bervednen
Auflojung. Ju Figuv 110 ijt
; BED ME.tanb tan b

COS @ = COB &6 =— =

" KRB B MFE -tane  tan ¢

Affo

2) tan b it tan a

y CO8 == J Cos p = 5 '

/ T tan ¢! e tan ¢

Der Sap entfpridt der Cofinud-Formel fitr dad ebene rechtivintlige
: e s o . b

Dreiet.  Fiir fleinen Bogen b und ¢ wird aud) hier cosa = =

7) Yufgabe. Cinen Dreiedswinfel aus ben beiden
Ratheten zu bevednen.
Aufljung. Nadh) 2) und 3) ergiebt fid) durcd) Divifion

8in o sing tanc sin @ sin ¢ 1 sin @
Rt cose  sine tanb  sinc cos¢ tand = Cosctand
gin @ - tan a tan a
57 (cos @ cos b) tanb  cosb tanb  sinb
Afljo F
tan a e tan b
4) tan o = —— ¢ tanf=— -

Auch in der ebenen Trigonometrie fithren bdie beiden Katheten auf
bie Tangente de3 Winfeld. Fiir fleinen BVogen « und b ird aud

. il
hier tano = —:
b
Nujgabe. Die Dreieddfeiten aus ben Winleln zu be-
rechnen.
uflojung. Aus
tan b i sin b
cose = —— unb sinf = -
Lan ¢ 510 ¢

(bgl. 3) und 2)) folgt durd) Divifion

cos o tanb sine cos e cosa cos b

sinf  tanc sind  cosb  cosb

alfo ijt gunddit

) cos o : cos f§
; 086 == — cos /
2 CORE gin ' £ sln o

o e . ¥ 5 e ' T ' CO8 &
(Fitr unendlich) fleined a geht die Formel iiber i 1 = T
pber cose = sin 8, tvad dev eberten Trigonometrie entjpridt.)

a7
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Durd) Multiplifation folgt aus beiben Gleidungen

cos® Ccosf ] 2
COSC =—CoS ¢ cos b — sin B e = Tea cot p.
ol ) B5ln0 &
Aljo:

6) cos ¢ = cot e cot 3.

4

(?ﬁiir unendlich) fleine3 ¢ wird daraud 1 = cot « cot § obder
tan « = cot §, wad iwiedetum der ebenen Trigonometrie entjpricht.)

8) Um basd Geddd)tnid 21 unterjtiiben, Hat Neper die fed)s
Grundformeln zu folgenbden, aus ifnen leidht abuleitenden, verveinigt:

. _ . fm \ . (=
COS ¢ — cot e cob f = gin ( f:} sin {_} — L),
7)  cos |5 — a) = cot § cot (,_) — r’:) = §in « sin ¢,
y (7T A 1 - T et
| cos « = cob {, — h) coli ¢ = sin (Q = rs) sin (3.
. \ 2 4 2

&3 Danvelt fich bdabei fiir jeden Cofinugd um bdiefelben Funftionen,
und jwar in folgendem Sinne: Man dente fidh die Elemente a, b, ¢,
« und B (aber

y = 90° aus- Bl 1 e
gejflofien) i ﬁ\ S A
ber naturgemd: \

Ben Reibenfolge / \\c

freigformig auf- [ \ £
gefchrieben, jtatt "<\ = =
ber Ratheten a e e

b b aber ibre

o~ : 14 . ¢ A - p i, A
Supplemente 5 — a und 5 — b gefeht. Jedber Cojinusd ift

pann gleid) dem Produfte ausd den Cotangenten der beidben
anliegenben Stiide, aber aud) gleicdh) dem Vrodbufte ausd dem

Sinus der abgetrennt [iegenden Stiice.

9) Mit diejen Grundjormeln lLafjen {idh) die folgenden
Aufgaben (Hien.

g _

a) Gegebent ¢ und by wie groff find ¢, @, § und F?

.
Auflojung.
tan a tan b
COS¢ = cos@-cosbh; tana = , tanf = —,
sin O d sin
SO T LS P
I Cf £ rEor.

180"
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b) ®egeben @ und ¢ wie grofy find b, «, f und k¥

Auflojung.
cos ¢ - 8InN @ . tan a S
cos b = . sine=—-—, cosP=  —, [ ive oben.
COos @ g1n ¢ tan ¢

c) ®egeben a und f§, wie grofp find «, b, c und F'¥
Auflojung.

Eh : i 2 tan a
cose==cosa-sinff, tanb =sina-tanf, tanc=

cos f’

F' ioie oben.

d) ®egebert a und ey tvie grof jind g, b, ¢ und F'?

uflojung.
Lidrs o8 & - tan a 3 sin @ T -
sin ff = . sinb=p—, sinc=—_——, I e oben.
COS @ tan o/ 8in o

e) Gegeben c und e, wie qrof B, b, a und F'?
Auflojung.

cot p = cosc-tanw, tanb=tanc:-cose, sin ¢ = sin ¢ » Sin &.
f) Gegeben o und B, gefucht a, b, ¢ und F.
Auflajung.

cos & cos f§

o8 a = ——p, Cosb= cos ¢ = cob e cot .
gin 8

sin !

10) Bemerfungen. €3 fragt fi), ob in Dden Auflsjungern,
abgejefen von Den Fllen der Symmetrie, die feine Rongrueny ift,
Mehroeutigleit Herrfchen fann. Bei dem Cofinud und der Tangente
peftimmt fih der Duadvant ausd Ddem Borzeidhen, alfo jind Ddie
Qbjungen eindeutig, bet bemen Der Gofinud ober die Tangente der
Unbefannten gefunben werden. Dagegen fonmuien bie Sinug der ge:

judgten ©rdfien fowohl auf der eritem, ald8 aud) auf den zhweiten

- e . tan b

Duadvanten fithren. Mun ijt aber nad Formel 4) sin g = b B
: ; tan a s B B . 2

und sin b = —=- Da mn ber Sinud inm den beiden erjten

E;iz itets
pojitiv fein, b. §. Bihler und Nenner find beide zugleid) pofitiv unbd
beide sugleich negativ, folglich: Rathete und Gegentvinfel ge:-
horen jtets pemfelben Quabranten amn Died fann aud) jofort
aué der Figur entnommten tverbem, inbem man bei gegebenem o Den

=4 : R tan ¢ i
Quadranten ftetd pofitiv ift, fo muf E,::{; und ebenjo

Marimalvert von « unterfucht, der gleid ro = -r:r--i[;“,. ijt. ©o ijt
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: 5, G A : sina . :
% B. in bder aiveiten Aufgabe bdbie Lojung sin e = —— eindbeutiy,
! gin ¢

toeil ber Dtabrant von e durdh den Ltadranten von a beftinmmt wivh.

Nur bei Aujgabe 4, wo Kathete und Gegenwinfel gegeben find,
bleibt bie Biveideutigfeit bei allen Stitden bejtehen, giebt aber
nidht adyt Moglihfeiten, jonbern nur zwei, weil eben getvifje Quas
branten zujammengehdren.

Bei derjelben Aujgabe fann aud) eine Unmoglidhfeit ein=

e : ; ; : & : : sing_ |
freterr. St ndamlich sina > sin o gegeben, jo wird sine = e 1
=} L

=

a3 unmoglic) 1jt. Der Grenzfall sina = sin o fithrt auf sine =1,
T I

2.0 auf ¢ = it @ =~ und o= 90° gegeben, {o ift ba3

4]

Dreied unbejtimmt, ndmlidh gleich der oberen oder unteven Hiljte
eined beliebigen Rugelzweieds, weldyes zwifden jwei Mieridianen
liegt. ©oll e3 beftimmt iverben, fo muB nod) ein bdritted Stiid
gegeben fjein.

Mit bem rvedhtwintligen Dretede find zugleih bdie gleich=
fdhentligen ecledigt, denn jeded lapt jich burch einen groften RKreid
in fymmetrijde redtivinflige Dreiede zerlegen.

L. Allgemeine Tphivifdye Mreiedse.

11) Uufgabe. Das Analogon Hed Sinus-Sabes dex
ehenen Geometrie zu finbden.

Huflofjung. Sn Jigue Fig. 118,
113 fei ABC Had jphirijche
Dreted. Wan lege durd) C
etnen ebenen Hauptidnitt fent:
vedyt yur Yquatorialebene A B,

e

der den Bogen CD =k feni-
redht 31 A B giebt. Dann ift
nad) Formel 2

folglich durch) Divifion

8in ¢ sin @
gin f§ sinb’
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und allgemeiner

8%) sine :sinfB :siny = sina:sinb :sine,

b. b die Sinusd der Winfel verhalten f{idh twie bdie Dder
gegeniiberliegenden Seiten.

Bemerfungen. Die Figur ijt nur wentg zu vevdnovern, lvenn
eiter Der Winfel o und B ftumpf ift. Sind beide ftumpf, jo unter:
judt man dad Nebendreiect mit fpigen Winteln. (Fiir fleine Bogen
entjteht die Formel fiiv ebene Dretede sine:sinf:siny=a:b:c)

ufgabe. Die Seite @ ausd b, ¢ und « zu bevednen und
jo pad Analogon ved Cofinug- 351;;9“ au finoerm.

ujlojung 1. Sie b il“ut fih in Feil 11, Anbang 1). Man
farin Die Dortige Figur dadurch bdarftellen, daf man Tangenten im
Gegenpuntte der gejuchten Seite anbringt.

uflojung 2. Sn Fiqur 113 ift nad) Fovmel 1)

c0s & = cos i €os ¢, = cos heos(c — ¢,)

= cos/ [cosc cose, | sinesine, | = cosheosecose, - coshsinesing.

Nach Fovmel 1) ijt coshcose, = cosb, und nad) Formel 2)

sing, = —~—, alfp sine, = sinbsiny,. Beided eingejelt giebt
#1 sinh ' 1 i1l 3]
cos & — cos b cos ¢ -~ cos h sin ¢ sin b sin y,.

: vl COS o o -
Jun it aber nad) Formel 5) cosh =-. alio coshsiny, = cosw.
siny, ' 71
Einfebung gqrebt
9) cos @ = ¢os b cos ¢ - sin b sin ¢ cos a.

Fiir Dreiede mit ftumpfen Winfeln beyw. Seiten ift die Figur
entjprediend 3 anbern, gegebenenfalld find Nebendreiede zu be-
hanbeln. LWie lautet ber Sap m Worten?

Jeder Winkel bevechnet fich aljo ausd ben Seiten mit Hiilfe der Formel

% cosa — cos b cos e
9= CO8 ¢ = mE .
i 8l 0 BlD €

—

©piter werden jebod) befjeve Miethoben fiiv logavithmijhe Aus-
fwerthung gegebern.

13) Nah Teil II, Stereometrie Nr. 15 find die Seifen jeber
Ee “\w Supplemente der Winkel bder Polavede, die Winfel bder
erfteren find die Supplemente zu ben Seiten der lepteven. Aus den



I1I. Allgemeine jpharijhe Dreiede. 97

gormeln fiir bie Wintel laffen fih dbemnad) jofort Fovmeln fiix die
©eiten ableiter. ©p fann 3 B., wenn die Seiten des Polar-
breieds a,, b,, ¢, bie Wintel «, B, 7, genannt twerden, Fovmel 9
in folgender Form gejdrieben erben:

¢os ‘:‘.3 T — ”E?‘ = G083 [:2 T — Iﬁljcos (2m — }'1:-'
+sin(2z — B)sin (2w — y,)cos (2w — a,),
pber
— cosey = (— cosf3,) (— cosy,) - sinB, siny, (— cosa,).
Solglid) gilt gang allgemein die Formel
10) €0s @ == — €08 5 cos y -~ sin §siny cos a,
10%) e U R R

sin @ sin y

©p Dat man in 9%) den Cofinusfah zur Beredhnung des
Wintels, und in 10*) den Cofinusdfah zur Bevednung dex
Seite.

14) Wit Hiilfe diefer Formeln Ionnte man jeded {phirijcde
Dreied aud bdrei Stitden berecdhnen, wenn fie nicht unbequem ur
logarithmifden Ansiwertung todven. UuBerbem iwiirde, wenn man
5 B. qud a, b und « den Winfel p bevednet hat, fitr ¢ die Fovmel
¢os @ = cos b cos ¢ -~ sin b sin ¢ cos o« anutvenden jein, die ¢ in zwei
berjdjiedenen Funftionen enthalt, fo daf 3 B. jftatt cosc gejdhrieben
werden mitfte /1 — sin®c.  Died ift s unbequent.

Cine beffeve Formel zur BVerednung von ¢ ergiebt fid) folgender-
mapen. Aus bem Cofinusjabe folgen die Gleidhungen

€os @ — cos b cosc == sin b sin ccos &,
cos b — cosccosa — sincsinacos B,

folglih buvch Addition
(cosa + cosb) (1 — cosc) = sin ¢ (sinb cos e - sin a cos B)

ober nad) befannten Fornteln

2 rfJ—EJ__ﬁ"-"-'o--wf-” 9o C Exrth . 1 2 ;
2€0s —5—Cos —— - 2sin*5 = 2sin cos_(sinbeose - singcosf),

oder nad) Deiberfeitiger Dibifion durd) 2 sin cos—:

a5 a—Db, ¢ : i 5
2 cos —;—eos —— tan_—— sin b cos « -} sin a cos f.

"
i

Dolgmiller, Mathemati?, IIL

e —_—

B e, e,
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Sdyon  bieje Formel iviirbe ausreichen. Sie wird aber loga-
rithmijd) bequemer, wemn man nad) dem Sinusfabe sinb durd

sinasinf oo B [y o
= — exfest. Died giebt

sin o
a -+ 0 & — b e sin @ sin f . :
3oos—o—coR— o lan g = e Coka —- sin g cos
& & 8 o
8N

— ——[sinfcose -} cosfsina
sine - !
sin @

= sin (o -+ f).

sin o

Darausd folgt die braudbarere Formel
\ ¢ sin @ sin {o« + f3)
11) fan . = —— + ——- sl .
Z 2 sin e a-+b a—b
2 cos cos

v 5]
F) ]

®anz ebenfo folgt aud dem Cojinutfae zur Beredymung der

Seiten : : =

= ¥ BIN o 81N (@ -+ o)
11%) cob & =+ — T T
2 81n a o=

]

« -+ B
2c08 — —cos——

was fidh aud) nacd) obiger NMethode mit Hiilfe des Polardreieds jofort
aus 11) ableiten YaBt. UAnd Ddiefen Formeln [dft fid oud) das
Unalogon des Tangentenjakesd der ebenen Trigonometrie ableiten, was
jedboch) fpater auj anbeve Wrt gejchehen joll.

Borldufig handelt e3 fid) myr darum, zu eigen, daf fdhon jebt
fiir jamtlichge Hauptjalle die Verednung von jpharijden
Dreieden exmiglidt ijt, wenn aud) nidt auf gejdhicdtem Wege.
Auferbem fann jebt die midtige Frage jur Crledigung fommen, unter
welden Bedbingungen die zu (bfenden Aufgaben feine, eine ober zivei
Qofungen zulaffen. Damit wird fiir Sculen, bdie der jpharijchen
Trigonometrie nur lwenig Beit widmen fomnen, ein vorlaufiger Ab-
hlup erveicht.®)

IV. Hbungsaufgaben fiiv die vorliufige Beredinungsmethode.
15) a) Gegeben a, b, ¢, gefucht bie Winkel «, £, .

cosa — cosbceose

Nuflojung. cose = und die darvaus durd)

sin & sin ¢

chtlijche Bertaujdhung entjtehenden Formeln.
Betintel, Mg a=—50"  b=110"9"_ e = 780 18 folgt

e—39%1" 50", "B =150"30"24", »=53" 34" 26"

*) Dag Realgymuafium 3 B. fann Hier abbreden.
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Uus dem fpharijdhen Mberihup ift die Slicdhe al3

. (e - B o — 180°
¥ _':LLTP_.Fqu )LT
180" J

fite den Radius 1 u berechuen, fitr » it died mit +* yu multiplizieven.
b) Gegeben «, B, y, gejudt a, b, e

I

208 @ - €08 f§ cos y . eiTw

[Bjung. cosag==-""_"""CFP 0¥ s bie chffifh Hazur aes

Anflojung. cc s und die cyflifch dazu ge
hivigen Formel.

Beifpiel. Aug o« = 7558, £ =82°10", » — 50° 36’

jolgt @ = 64" 7" 52" u. |. .

c) Gegeben a, b und der Gegentvintel S.
sing@ - sin 8

Huflojung. sine = wad jlveideutiq ift, tan r,

sin b i 2
gin ¢ sin (e -+ f) XA T o
it ;—-h—' !;:e-_"b’  mit Sinusz oder Cofinusd-Satb ju finben.
2cos—— — cos ———i
2 2

Beifpiel. o= 39929, b—66"45, B — 43° 20’ gicht

o= 28"21"14" ober o = 151° 38" 46”
¢ = 94" 54" 36" -odex ¢ = 83" 249"
y=48% 5" 9" ober 4 — 24° 2 3"

d) @egeben @, b und der eingefdlofiene Wintel v.
Nuflojung. cose = cosacosb - sinasinb sin y. Dasd Ubrige
mit Sinud- oder Cofinus:Sah.

Beijpiel. o =73°25", b=1252°42", »=63°15" giebt

’

= i) = Y s id & r o Lid = = [} ’ rr
e = 58" 59 22", « = 93"4 487, = 5512 2"

e) Gegeben b, ber anliegendbe Winfel » und der gegeniiber-
fregenbe Wintel 3.

o = sin b sin y a sinb

uflofung. sinec=- sag s g =———r. Ty

= gl Fs =] H Je——

| il 2¢c0s _)F_ COS——

2

sin (B -F )

[
Beijpiel. 0= 80°24, B =170°29, »— 66°45".
Huflojung. ¢ — 73°58'35”, « — 63°53 20”7, « — 59°8" 8",
f) ®egeben b und Ddie anliegenden Wintel @ und 7.
Auflojung. cosB = cos wcosy - sinesin yeoshb 1. §. w.
Beijpiel. 0 = 66°45, 5y —=43°20, o« =7909 giebt

B=182°34"44", ¢ =89"28"56", a=65%30" 14"
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V. Bonfivubtion, Roeugrueny und Miglichkeit [phirifdyer
Mreiecke bei drei gegebenen Stifcken,™)

16) Der geometrifhe Ort aller Punfte der Kugeloberfladie, die
pon einem gegebenen Punite Dderfelben gleiche {pharijche Entfernung
haben, ift ein Kreis. Die Projeftion ded gegebenen Punited auf bie
&bene diefed RKreifed fallt in befjen Wittelpuntt.

Da 3u gleichen Bogen grifter Kreife auf ber Kugel aud) gleiche
Sebnen gehoren, fo fann man mit bem Birfel auf der Sugeloberflache
genau ebenfo Kveistonjtruttionen qusfithren, toie auf der Ehene.

Wenbet man bdie Jenfredte Projeftion an, fjo erjdeinen
jamtliche ebenen Sdynitte, die fenfredht auj der Cbene der Heichnung
ftefert, a8 gerabe Linien. Davon foll bidweilen Gebraud) . gemadyt
werben, um die Beidhmmgen zu vereinfachen. Ebene Sdynitte durd
bas Gentrum geben grofte Kreife. Diefe vertveten bei ben Kon-
jtruftionen getwifjermaBen die \_—li‘uL per geraben Linie.

St die Konftvuftion eined fphariihen Dreiecdd eindeutig, fo
ift sugleich ein Rongruenzfab fiiv jolche Dreiede gefunmbden, damit
aber jugleih ein RKRongruenzfap fiir Dreifant-CGden, Dderen
Theorie erjt hier endgiiltig jum Wnstrage Tommt.

Bu den Fallen der Eindeutigleit jollen anud) diejenigen
geredhnet werden, bei denen nod) ein jweited, jum bovigen
ipmmetrifded Dreied moglidh) ift. €8 findet ndmlid) dann (jo-
woll im Fonjtruftiven, afd auch im vedjmerijchen Sinne) Ubereins
fimmung in allen Homologen Stitden jtatt, obwohl die Drei-
efe nicht zur Dedung gebracht werden fonnen. Man erfennt bies
am Dbejten, indbem man ein auf eine Kugel gezeidhneted Treied mit
etnem Punfte feiner Flahe an einen Spiegel hilt. Dad Spiegelbild
hat Dann mit dem Dreied die ber Dedung entjpredhende Lage, beide
trefien fich aber mur in ecimem Punfte. Jm Ubrigen find fie ,von
einanber wegaefriimmt”. Aud) fann jebe Jeihnung n jweifachem Sinne
aufgefaBt twerden, da man fie ald3 fonfab ober fonver betvachten darf.

17) ufgabe. Auf der Hugnl’f[ﬁrhu mit Radiusd 1 foll
ein Dreied mit ben Seiten a, b, ¢ fmtitru'wri fuerbert.

‘If.n][umnq Sn Tstqm 114 TtLlIL‘ der um M gefchlagene Rreid die
Sugel dar. Bo— a, BD—cund OF=—¢ jeten bie gegebenen Bogen.
Man 3iehe die Durchmefjer BB, und CC, und fdlle auf fie bon D bej.

#) Diefed RKapitel fann im Untervidte fiberidhlagen oder aud) an ben
15 geftellt werden.

Sl
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F aus die Qote DE und g 114

AAFa 1 1"|| Mallp Gra e \'K'—‘. (J."_/_..-—-"'____""-h._‘_
:r.(,:. Diefe ftellern oie ittutl..n o ~5,
jhnitte bar, deren jamtliche :

Umrigpunite von B Dbejw. : \
C bie jpharijdye Entfernung ¢
bestw. b Dhaben. Jit A der
©dnittpuntt Dbeider Lote,
fo ift ber britte Gdpuntt |
A bed Dreiedd ABC ge- |
funden.

©eine Seiten A B =¢
unbd €4 =10 erjdeinen als
Elipfenbogen. Dex eine wird
mit Diilfe bded fonjtanten
BVerhaltnifjes HA : HE,

per anvere mit Hiilfe des Verhiltnifjes JA : JF fonjtruiert. Auf dex
Hiidjeite ber Kugel befindet jidh) dad zugehivige jymmetrijdhe Dretect.
Beive Jeidhmungen deden fich. Damit ift die Wufgabe erledigt.

Bemerfung., Figur 115 frellt den Fall dar, two b > = und
¢ < ift, fo daf die Ronfiruftion auf die Riidjeite der Rugel diber-
greift. Dabei foird der

Winfel BCA = y ein i
fiberftumpfer. 2

Higur116 auf jolgen-
ber Seite jtellt den Fall
par, wo joivohl b ald
and) ¢ gqriger ald = ift.
Dabei find p und y iiber-
ftumpie Wintel. Die Kon= 4
fteuftion, auf die Riictieite
ver Sugel verlegt, umfafpt
die gange Niidjeite und
greift auf die Vorberjeite
fiber, was durd) Schraffie-
rung Doder fonfaben und
fonberen Fldcdhen ange:
oeutet wird. Soldje Falle mit iiberftumpfer Bogen und Winteln
jollen jedoch ausgejhloflen werden. Das Iberqreifen iiber bdie
Halbtugelilade oll aljo nidt gejtattet jein.

Die erjte Bedinqung fiiv die Moglidhfeit des Dreieds ijt danm
a+ b+ c<2m Jm Orengfalle nimmt da8 Dreied bdie Halb-
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fugelflidche vbollftandig ein und
Hat bie Winfel « = 1807,
g = 180" ¢y = 180" aljo
bie Winfeljumme 540° Die
bret ©eiten bilben einen
qroBten Rreis.

Eine ziweite Bedingung
ift abex b 4+ ¢ >a, too a
bie gropte Seite ijt. Demn

=

BO it die Hirsefte fpharijce
Entfernung zwijcgen B und
O, o pafy im Falle b + c<a
die Hiilfatreije FG und DE
feinen Edynitt A geben fonnen.
: Lergleide Figur 117. Aljo:
/f'_“n\\ Sieht nman vou blclf Greny-
wE fallen ab, o find bet fonberen
/ . Gden bie Bedbingungen fiir die
D, | Miglihieit eined Dreieds aus
a, b, ¢ burd

\ ‘ / a+b+c<2x und b4+c>a

|
|
\\ \ E/f-’ gegeben, wo a die gripte Seite
""\ /‘(; ift. Die Konftruftion ift eindeutig.
; Davaud folgt einer ber in Teil 11
angegebenent  Siihe {iber bie Kon:
grueny oder die Symmetrie von Dreifant-Eclen.

18) Aufgabe. Ein Dreied aud den Winfeln «, g und
auf ver Kugel mit Rabdiud 1 zu fonjtruieren.

Nuflojung. Man bilde die Bogen a,, b, und ¢, bie zu den
Winfeln 180" — «, 180" — S und 180° — » gehoven. Aus bdiefen
Bogen fonftruiere man nacd) der vovigen Wethode ein Dreied. Jm
Sugelcentrim  ervidhte man auf den CSeitenjlachen ber zugehirigen
Ede nad) auBen gehende Lote. Dieje geben bie Ecdpunitte des ge-
fuchten Rugeldbreiects. Mit Hiilfe der durd) je zwei Cdpuntte gelegten
Dauptidnitte wird die Konfjtruftion vollenbdet.

Nadh voriger Unterjudung ift fie fiiv fonvere Dretece nur
moglich unter Dden  BVedingungen  (180° — «) 4 (180° — f)

+ (180° — ) << 2 - 180" ober & + B + » > 180" und (180° — )

.,
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+ (180° — ») > 180" — @, 1o (w — «) ber grifite ber drei Bogen,
alfo « ber fleinfte Wintel ijt, alfo « + f + y < 540,

Diefelben  Bedingqungen  jolgen aud  der  Flachenformel
aue o -+ 4y — 180" o e R e . :
s i Hf;“ w. Da namlbd) ' nidt negativ werden darf,

muf « 4 B -+ y > 180° jein. Da ferner die Fliche nicht iiber die
L A e Lk By — 180°
Halbfugelflache itbergreifen joll, mup J l‘ilf” 1< 2:-1°n
o < 5 % : au
feit, b. h. @ + B + y < 540"

Ausd der Eindentigieit der SKonjtruftion folgt wieder etner
per in Zeil II angegebenen ©dage iiber bdie Kongrueny und die
Symmetrie von Dreifant-Eden.

19) Uujgabe. Cin Dreied jzu fonftruieren aus ben
Seiten @, b und bem
eingejdhloffenen Win:
fel 9.

Nuflojung. Jn der
Aufriffigur werdbe CK
horizontal gezogen und
< KCL = » gemadt.
Die zugehirige Grundrif:
fiqur giebt dag zum Win-
fel y gehirige Kugelziveted
mit Dden Bogen CKC,

und CLC,. Madt man :- !
m— 5 ; :
nun CD = b, TL‘ ﬂwm

pa3 Lot DE zu CC; den
Sreis, defjen Punfte jami:
i) von C die jphavijche
Eutjernung b Haben. Dex
Sdnittpuntt A4 giebt auf
vem Bogen CLC, Dbie
¥y atain o
inbarifde Seite AC = 0.
—
PMadt man nun CF = q,
o ift leigt Die Greng:
ellinfe BAB; zu fonfteuievenr, die einen gripten Kveid davitelt.
Die Aufgabe ijt fiiv fonvere Ecden jtetd miglic), jobald f < 180°,
a<m, b<m it
Die Konjtruftion ift tm obigen Sinme einbdeutig, giebt aljo
tieder einen der genannten Kongrienzjate.
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20) Aufgabe. Ein Dreied ausd ¢, f und y zu fonjtruieven.

Uuflojung. Man bilde die Bogen b, und ¢ zu 180° — g
und 180° — y und den Winfel «, zum Bogen w — a,, dann [apt
i et Dreted aud b, ¢, und « nad) vorviger Meihode Fonjtruieren.
Dasd jugehorige Polardreied ift bad gejudhte.

Die BVedingungen jind nad) der vorigen Unterjudung a <
B < 180°, g < 1800

Die Konftruttion ift eindeutig und giebt ebenjalls einen Saf
itber Songrueny und Symmetrie fiir Dreifant-Ceen.

T

21) Nufgabe. Ein Dreied zu fonftruieven aus «, b und
pem (nidyt eingejdlofjenen) Wintel e«

Su Figur 119 ift wieder in der Aufriffigur << KAL =« ge-
madht. Daraud ift die Grundriffigur mit dem von AKX A, und
ALA, begrenjten Qugelzweied fer
geftellt, weldied den ridhtigen Wintel e

—

Fin. 119,

hat. Man madye ferner AC = b,
siehe den Durdymefjer CC, und madpe

—

CD =a Dag Lot DE s CC
giebt mit bem Bogen AL A4, 3vei
Sdnittpuntte B und B, (oder feinen,
pder einen). Bu jebem fann der ald
Ellipje exjcheinende Bogen CB C, bezto.
CB,C, leidht fonjtruiert werden. Die
Dreiede ABC und AB,C fjind bie
gefuchten beiben Dreiece.

Jur Unterjudhung der Miglich-
feitdbebingungen unterjdeibe man dret
gyalle:

-—
7w

o <

o>

I

o ! o

sl g
|

v -~ T - = .
a) Sm Falle @ < - giebt e3 Feine

Lojung, wenn das Lot DE den Bogen

/ AL A, nidht trifft.

Z Jm Grenzfalle it DE Tangente.
It B, thr Berithrungdpuntt, jo it

A CB,A bei B, redtwinflig. Mad) dem Sinusjabe ijt dann

A

sina = sin b sin «.

Vel sin @ < sin b sin « giebt e3 aljo feine Lojung.
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[Die Bedingung laft fid) aud) jchreiben

sin b sin &

- ging '

oder nac) bem Sinusjabe 1 < sinB; bavin liegt die Unmbglicheit.]

Lrifit DE nad) 4, b. §. ift a =10, fo ift das eine Dreiec
gleidhidyentlig, dasd anbere hat die Flahe Null

3it aber

Sinb > sina > sin b sin ¢,

jo jind zwei Dretede moglich.

St @ >0 ud < [CA4, = n — b], {o ift eine LWjung moglid.
St @ — « (i S
bad Rugelsweied 3ifden
AKA;, und ALA, iben:
tijdh mit dem Dreiece.

Bet a > — b wiirde
pas Dreted auf die Riid-
jeite der Kugelfladye iiber-
greifen und Seite ¢ >
werden, wasd audgejdlofien
bleiben follte.

J-‘Sl.q 120.

D.D,A,

N R s
b) Jm Falle « >

finbet, tie leicht zu zeigen,
dolgendes jtatt: DE giebt
feine Xojung, Grenzfall
D, A giebt eine Lijung mit
Slache Null. Hier Handelt
e3 fih um a < b beziv. a = b.

D, E, giebt eine Lojung, 4, E,
iwei Lojungen, jedod) die eine mit
Sladge Null.  Hier Handelt e3 fid
um a <z — b begn. a =m — b.

D, E, giebt zwei Qojungen,
Zangente D.E. nur eine, bder
lete Jall giebt ein rvechtwinfliges
Dreied. €3 hanbdelt jid) aljo wieder
wm die Bedingungsgleichung

sinag = sin b sin «,
borher um

sinb > sin g > sin b sin e.
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-

Reine Lojung Hat man bei sine < sin b sin .
o 1 s s 2 L e i il
¢) Jm Falle &« = > gicht e3, toie die Figur zeigf, fewme Lojung

bet @ < b und a>m — b, Dagegen eine Lbjung bei

r
b<<a<m—D>.
Sm Grenzfalle ijt jedesmal die Fldche des Dreieds gleich Null.
Man fann fidy jamtliche Refultate in Tabellenform zujammens
ftellen und ben entfprechenden Kongruensz bezw. Symmetriejab ity
Dreifant-Gden unter Hintweid auf bdie Tabelle audfprecdhen. Des
fomplizierten Chavatterd halber wurde der Sal in Teil IT itbergangen.

22) Aufgabe. Ein Dreied zu fonftruieren aus e, fund a

Uuflojung. Man fonjtruiere wie in den fritheven Fdllen zu-
nidhit Has8 Polardreied und dann dad gejuchie.

Die Bebingungen fitr feine, eine oder zwei Lojungen erhalt man,
wentt man in der vorigen Unterjuchung die griechifchen mit den latei-
nijfen Budftaben vertaujht. Die Hauptgrenzbedingung wird tieder

sine > sin f sina.

VI. Zolgevungen des Cofinnsofes,

28) Man fithre in die Gleihung 9)

cos @ = cosb cos¢c - sinb sinc cose

oL =S 3 5] g LELSY it
jtatt cose ein 2cos® - — 1, bann entjteht redis
. . 2 a i o 0
cosb cosc — sinb sine -+ 2sinb sin ¢ cos®
# & . g X
= cos (b -+ ¢) 4 2sinb sin ¢ cos®
Demnach it e
i 4 E SN Y
=3 o //cosa — CO8 H 4+ e
cos — == |, . : .
2 2sinb sine
. a+b-+t+e . a—b—ec
Da aber cos @ — cos (b 4+ ¢) = — 2 sin e i 5
; :

.4r:-—;-|":-]—c,h—{—c—rf e e s

= 2gin 5 e ift, jo folgt
/ . at+bt+e . —at+b4c
) S BINL — - / _ T

. > 2 2 1 /sing-sin (s — a)
12). cos — = : : : —_ul/ : e

) 9 sin b sin ¢ sind sine '

atb4+e ..
o § = —— ijt.

:‘)‘



VI Holgerungen ded Cofinusjapes. 07

5 . . - A ey o . aie gl
24) Fihrt man ebenfo in 9) ftatt cos - ein 1 — 2sin® =

jo folgt in Derfelben Weije

= .. a—bt+e . ab—c¢
/ 8ln H——s = -
13) si i 2 2 {/ gin (s—Db)sin(s—e)
D [1n = - = B = . . ~
: 2 sin b sin'¢ gin b sin e
Durd) Divifion folgt aus 13) und 14) nod
" o /Bin (s — b) -1n (s — ¢
14) tan o —]/° il
‘ 2 gin s sin (s — a)

Durd) Multiplitation dagegen erhalt man unter beiderjeitiger BVer-
poppelung

Pl e 7 o 2 F .—'.,' = e, o=y . ._ S
28in5 o8 5 = c]/sm s+ sin (s — ) sin (s — b) sin (s — ¢),
folglid)

15) sine = ;'ﬂ] h s - Vsins - sin (s - a) sin (s — b) sin (s — c).

Mit Hiilfe von 14) findet man am bequemften die Wintel Hed Dretects
aus ben Seiten.

Samtlige Wurzeln find pofitiv zu nehmen, da iiberfrumpie
Wintel ausgejdloffen twerden follten.

25) Macht man Ddiefelben Betvadptungen Ffitr Denm anderen
Cofinuz-Cab
cose = — cos f§ cosy - sin B siny cos a

e g4y

f

und feht man —— = ¢, {0 finbet man bdie Formeln
: a €os (o ) cos (6 — )
16) cos = V s e
2 L-Jnﬁ sin y

a /— cos ¢ cos (6 — a)
gin f# sin g :

- a — 2 W= . — ]
8 cm ]/ e e o)
“ cos (6 — ) cos (¢ — )
R — = L e e T e —
19 singe=- V - 608 6 COS (6 — &) cos (o - } :

s f sin g

5 - TR . o i} il
26) Aus bden Gleihungen fiir cos cos cos ¥, sin =

2.’ 2" 2!’ r

sin -f, sin - erhilt man durd) entjprechende Multiplifationen mneue.

¥
-
i}

Go ijt 3 B.




5y}

108

ritte Abteilung:

(4 B sin 8 -
cos 2- CO8 9 =

Ephirijde

sin b sin ¢

gin (8 — a)

]

o

Trigonometrie.

/8Im § -

4

sin(s — b)
gin @ 8in ¢
— a) sin (8 — M

sin a 8in [;

. aljo bejtehen folgende bon

gin 8 'l// 81n
: 511'1(.’
Die lepte Wurzel ift aber gleich sin’
ber Srrationalitdt Defreiten Gleichungen:
{eos < cos b
| =Rt
5 o |:'i et
sin - sin ;=
20
) I el ;’3‘ i 3
s1n 2 COS 9 —
LA celie
Il'L.O& 9 =l 9 =

Se 3twet derjelben faffen ficdh nun jo veveinigen,

sin 8 =
—"sint, und ebenjo
sln ¢ 2
sin(s —¢) . ¥

- =8I =

sin ¢ 2
8in (s — b) ¥

: cos =,

sin ¢ 2
sin (s — a)

: cos

s8N ¢ 2

bap (inf3 bie Funition

einer Winfeljumme ober Differeny entjteht. Man erhilt 3. B.
s+s—ec , s—s+e
L g . - ; 2 cos = BITH———x ;.
o+ | ging — 8In(§ —¢) . v 2 g 2=
c = : sin — — sin
Gl 2 gln ¢ p sin ¢ 2
(28 —¢) . «
2 CU.‘\L = 2 810 - =
£ LS
g L ¢ L S
2 81n — CO8
2 2
oder endlidh, ba 28 — c = a -+ D ift
os 2 -+ b
cos —
alsth 2 Ty ;
o8 — - = ,— sin = und ebenjo
cos o
. a4 b
81 I_—-
o —f N
COS —5— — - BBy
sin —
921 2
% ) ! a—2b
I 1 A cos T a
: i e i)
i s Cos .,
cos 2
. a—2b
- Sl —
. ey F) o . Y
B == =, %8y
81N 2




VL $olgerungen ded Cofinusdjapes. 109

27) Dieje von Molltweide aufgeftellten, aber wegen der Gleich:
geitigleit der Berdffentlihung aud) ned) Gauf und Delambre ge-
nannten Formeln iverden itberfidhtlicher, wenn man auf die eine Seite
mir bie Seiten, auf die anbere nur die Winfel bringt, alfo:

i a = e+ p e s i]
cos eos - aini—— COS
2 2 2 2
ARRE e R s S
cos 51N S1n 81n
= i 2 2 2 2
21%) ¢ ; ,
- a—b L . a—b . e—
608 — sin — sin — sin —
o I
e o e ¥
cos cos - sin co8
2 2 2 2

Man braucht nur bie erjie ju merfen. Jede folgende namlic) entjteht
padurdy, Dafy man in der lebten auf der einen Geite 4 in — verwanbdelt,
auf der andern aber Cofinug und Sinud mit einander bertaujdht.

Berfudht man in die erfte ber Fovmeln bie Polarjupplemente
i ahnlicher Weife einzufeben, wie vorher, alfo

ey e =, E Ty
COR - COoR
3 2

-

w — b,

; " Sw—ip
COs L sin :

jo ergiebt fid) die Umformung, daf man auf die Anfangsdformel
guriidfommt. Davaus V6t fidh) fhliegen, daf in allen zur Ab-
leitung benubten und in den aus 20) abjuleitenden JFormeln Seiten
und Winfel bertaufdt werden fonmen, wobei nur auf die Vorzeidjen
geacditet werben muf.

28) Durd) Divifion erhilt man ausd je zwei diefer Formeln
bie jogenannten MNeperiden Analogien, nimlid:

{ e -+ g a— b a -+ b e —f
| tan — cos — tan — (elol:!
2 2 2 2
ar = a—1= b ¢ 3= o -} B!
cot 2 Cos ) tan - Goa it
2 2 2 2
Q9
22 \
£ . o—f e —0h i) . o — f
tan sin tan < sin —-
e} 2 b 2
A N T ¢ N R
cot - By S tan s sin —

Dieje haben erftens den Vorvzug mir 5 ftatt 6 Stiide zu enthalten;
ferner erhdlt man durd) Divifion aus je e jujammenjtehenden das
Analogon des Tangentenjahed, namlid:
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: .
a5 a -+ b
tan L tan
2 2
) o oS -
20 - =
,J o — I') 5 [+ I'r!'r
tan tan -
2 2

jo baf fiir unendlich fleine Bogen bdie {Ibereinftimmung mit Der
Formel der ebenen Trigonometrie wieber hergeftellt ift.

29) Au3 Dden Dbeiden erften Gaupjcden Jormelt 21%) folgt
ourd) Abdition

a-+ b a—Db a1+ fp y i e+p0 . 7
oo Sl ey o i 08—~ 0p8 sln 81N -
co = cos — €08 —-——.C08 — si S in
el - = - - -
¢ R | v
COs — gin — co8 —
) ] 2
2 2 2
DDET
, a b o -+pf—9
2 cos — COo8 cOs -
o 2
¢ .7 ¥
cos sin -+ cos -
2 2 2

Sdafit man den Faftor 2 nad) vedhts, jo folgt

a ) c+pf—v7
cos 9 COB P Cc08 --——‘)
24) ® = =
& 810 9
cos
2
Gbenjo folat durd) Subtraftion
. wiznuh i o pl
— Rl ——"Ell= COs
X PR 2
25) - — :
¢ sin y
CO8 5

S it der jphirijhe Creep Des Dreieds

E=o+ 4y — 180,

alio
7 R
E_exbir - g5
2 2 S
folglich nach 25)
i e
B L g4 sin — sio -
5 B i == ] “ .
Sin> = —eos ———— = — sin y .
“ & c
cos —
2

Bei Radiug 1 ift dic Dreiedsfliche F = (« +- B4+ 7—m)=E,
alfo ijt baun
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L Al B
SN — BN — 21N b
gy : ' 2 2
26) SIn - ==
& C
cos 5
Died ijt bei Radiug r nodh) mit »* u multiplizieven.
Chenjo giebt Gleidung 24)
| fir - o 1
o+ f —vy e+ g+ 9] rF i
cos—t—F = eoa [TTETY ] gos[2 — y — 90°|
- L b = La
a b
CO8 = CO8 >
: —— BNy
CcOs -
2
oDer ;
a J
s €os - 08 - sin
26%) — sintg — =" r -~
= c
3 cos —
Fadiud 1 vorvausgefeht, alfo
a s,
_ : COS - €OS - sin y
— 8in - cosy - cos - siny = - (:
COs =

Durd) Divifion und Umformung folgt aus 26) und der lehten
Gleidhung eine neue, die fich ummwandeln (aft in

ct 0
cof 5 cot 5 - cos y

{ 0
=]
S
)
o
s
|

2 sin },'"

30) Bon L'Huilier rithrt folgende Cntwidelung fiir bie
sladenberednung Her:
Aus der Gaupjden Gleidung

a-+0b e+ f (e - B oy \
COs - 5 Co%—5 CO8 ( it ﬂ)
008 — sin & sin 2
2 ey Gt
F Ay Y ¢ Y
T L ol et i} 1 LLiy
cos ( 2 a0 ] sin ( 3)
oy Iy
sin sin 5
jolgt, wenn beidberfeits 1 abgezogen iird,
fo = ') . I ar
cos j sin ( — ;)
2 5 2
da=x Nt 3o e S0 g,
o8 — gin -

2]
)
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pDer
a-t b C el ] 1 S
cos - - €08 8111 ( } - gin
2 2 \ 2 2 2
¢ i3 .
Cos sin
2 2
DDer : o
. a-+ b4+ ¢ a4+ b — ¢ ] F
O LB e 2 sin cos — L
4 1 2
G T . ':,’
cos 8l
8 9 51 9
oDer : €
v B oallgiap ey, 1 y
sin — sin 8in —— €Os — )
__ = 2 y i £
Q;,_'.) —
G 5 Gl
08 s8Il —
[618] 3 11 5

Ghenfo folgt aud ber ziveiten Gaupjdhen Gleicdung

G yh ¢ A
cos cos ( —
2 R 2/
¢ o ¥
cos = cos -
auj bemjelben Wege
B o (DA F_J = }“' - !v.'-' y ]
51N - HiFEes—— 211 S1n —
; 2 2 4 4 2/
287F) — =
& .rr
COos — cos
2 2

Durd) Multiplifation und Umfornmung folgt aus den beiben Gleidjungen
28) unter Beriidjichtigung von 26 %)

ot e i 2 2 : 2 2t
2.3} sin-—, / 5 :

a C
cos — COB8 cOs
s e

Hiitte man oben beiderfeitd 1 adbiert, jtatt e3 zu jubfrabieven, jo Hatte
fich ergeben

!
/ 8 8§ —a s— b §— ¢
] / cos — GOS8 ———— €0S ———— COS -
1 = &¥ e -4
e _ I: 2 2 2 2
29 ) 608 — = = 3 . o
4 1 } b
/ C0S — COS — CO8
2 2 2

Durd) Divifion erhilt man jdlieplich

— 5

5 5 S, 8 : e
30) tan — = a/tun 5 tan —5—tan — fan =7

et und entjprechend fleines F' gehen 29) unbd

Fiir febr Ileine Bog
ijdye Dreiectsformel iiber.

30) in die Hervon
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VII. Vereinfachte Bevedymumgsuetjoden,

31) a. ®egeben Die brei Seiten.

e o 1 /sins - sin (s — a)
: . COR— = . P
NAuflojung 08 l/ T L
ar

fal
bazu bie Formeln fiv 5 und L mit Hiilfe cytfijcher Vertaujdhung.

b. ®egeben die drei Winfel.

" 8 Jcos (6 — f3) cos (6 — )
L] & / \; v 4/
X . L:_u T / s
Hll“lﬂllllg S i’ sin g - siny

und die durd) cyflifhe LVertaujdung entitehenden Formeln.

c. Gegeben @, b, y.
T
. o > 40
Uujlojung, tan — e a g ot <,
co§ — — %
. a—b
g sin —
e £
an — 3 b5
Bin 5

daraud o und B zu berechnen, jodann Sinusfass anzuwenden.
d. Gegeben «, § und ec.

EorTy cos —
"e " X -~ O = C
iHllﬂu“lll!ﬁ[. tan = o _:ta.n 5
co8 -
2
. = |l
§in
=D 2 ¢ ¢
an — = 5 tan -
‘ 2 .o 2
Bln =
2
e. Gegebent a, b, «.
o' Sk sinb .
Wuflojung. sinf= - —sin g,
8in
o -+ f
coa—- ;
‘ 2 " a-—+ b
tan - = — fan=
= 2 o— 2 2
{‘Os = ...J. it
a -+ b
BOH- = LB
L }' e : ¢ e ol
COL - = tan
= a — b 2
008 ==
=

olgmitller, Mathematit, TIL.

oo
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f. @egeben a, a, P.

Wuflajun gl e
e S1md = = Sin ¢
j14) g 81N o J
1
a b
cos T |
£l — 2 ham
cot 9 = R H 5 '
cos——
o Jl— {J
€08 — |
2 a -+ b
fan - — _ tan :
2 & — b 2
cos —

VIIL Bemerkungen und Awdentungen fiber die
Iphirifihe Reciprocitiit,

[82) Betvadgtet man einen gropten Kugelfreid ald Hauator, 1o
gehirt su ihm nac) jeber Seite ein Pol, und umgelehrt gehort Fu
iebemt Pole ein ouator, d. §. cin grifter Kreid. Jedber Punttfigur
entfpricht alfo eine von grdfiten Rreifen gebilbete Polarfigur. IJede
Rurbe auf der Kugelflacdhe fann al8 eine Folge von Puntten angejehen
tpexden; ihr entipridht einme Folge von gripten Kreijen, die
eine andere Qurve umbiillen oder ausjdattieren. RLephtere
heifit die Polarfurbe der erfterem

Jiulich, tie bei der Qehre von Pol und Polave fann man zu
icbem Gape der Rugelgeonetrie den entfprechenden Polarjah finbden.

Ginem durd) zwei Puntte begrensten Bogen eines grofpten Kreifes
entfpricht ftets ein Punft, in dem fic) zlvet gripte Kreife jchneibern.
Hat ber Bogen bdie Linge a, fo fdueiden fich) die Kreife fo, dof
w— o, = @ oder ¢ = = — a ift. Jedem begrengten Bogen a
eined groften Kreifes entfpridht alfo ein Winkel o, == — a.

Dem Umfonge w=a 4 b -+ ¢ ded Dreieds entjpridht eine
Wintelfumme o, -+ + 1= —a) + (z —0b) 4+ (w — ¢)
— 3w — (:‘I -f- b "5— f) = 3m . Bugﬂi‘iti} "['}'f oy + {3L -|+ "
= E, + =, wo E; ben jpharijhen Ercef bedeutet. Davaus folgt

= E, + =, ober E, —2m—u. Bleibt der Dreieds-
uymfang um e unter 2z, 10 it v = 2m — ¢ folglih E, = e.

S —u= 1

Man fann afjo jogen: Der {phavijde ,Mangel” eines Dreieds
ift gleich dem fpharijden Uberfduf (Cycef
preieds. Gewdhnlih wird der Sab fo ausgedriidi
fich zu 360" ergdnzen.

oy

1) bed Polar:
. dap E, unb u

i
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Den Puniten eined RKreifed, der mit der fphavijhen Linge «
(al8 Rading) um einen Kugelpuntt gejhlagen ift, entjpricht eine Folge
grifter Rreife, die den quator bes Pumftes b. §. den , Rolarfreis”
(nidt im geographifchen Sinne u verftehen!) unter fonftantem Winkel
jchueiven. Diefe Kreife jhattieren einen Parallelfreis des Yquators
aus. Folghd): Die Polarfurve einesd RKreifesd ift ftetd ein
Kreis. Jft der Rabdius des erfteven gleidh a, jo ift der andere um
e = m — a vom Yquator entfernt. Concentrijden KRreifen ent-
{predhen aljo concentrifde Rreife.

Dem umbejdyriebenen Qreife eined Dreieds entfpridt
ber einbefdyriebene des Polardreieds. NMin geben aber bdrei
grofte Kveife im gangen acht Rugeldveiede, fo dafi adhpt Beriihrungs-
freije vorhanden find. Jft mum jum Dreiede aus a, b und ¢ Has
Polardreied 4, B, C unbd bdeflen Gegendreied (Untipobenpuntte!)
A; B, Cy, jo entfprechen ben acht Beviihrungstveifen, von demen je
stoei Untipodentreife find, acht umbejdyriebene Rreife ABC, 4,BC,
AB,C, ABC,, AB,C,, A,BC;, A, B;C, A,B.C,, von bDenen
ebenfall3 je awei Antipobenfreife jind. Den Eigenjdhaften ded einen
Dretedd und feiner Rveife entfprechen bdie polaven ober rveciprofen
Cigenjdajten de3 Polardreiedd und feiner Kreife.

Durd) fteveographijche Projeftion jweier foldher Gebilde erhalt
man zivei Kreiggebilde in der Ghene, die ebenfalls in Lolarbejiehungen
i einanber ftehen. Davin liegt eine wahre Fundgrube fitr neu aus-
jujpredjende Sdage der Elementavgeometrie.

Um vont dem mweittragenden Charafter diefer Dinge eine Un-
jhamung su geben, fei nur bie Rurve fonftanter jphavijher Faden:
juntme evivdhnt, d. h. die fphdarvifdge €llipje. Jjt die fphirijche
Gutjernung der Brennpuntte gleich 2 unbd die fonjtante Fabenjumme
gleid) 2%, jo ijt die Kurve durd) die Gleihung », - », — 2% boll-
fommen Dbeftimmt. Jedes ber Dretecde iiber 2¢ mit fonftanter Faden:
jumme Hat fonjtanten NUmfang. Bei der Polarfurve Handelt es fich
um einten feften Wintel ¢, der fidh) aud w — e = 2¢, 0der e =n — 2e¢
beftummt.  Den Clipfenpuntten entipreden in der Polarfigur grifite
Kreife, weldye die Schentel bes feften Winfels unter Winteln ¢, und o,
jdueiben, aber fo, daf (w — ¢,) + (v — @) = 2k fein muf,
0der @y + @, = 2(x — k). Jedes ber abgejdinittenen Dreiede Hat
aljo bie tonjtante Winfeljumme @, + ¢, + ¢ = 2(w — &) + ¢
folglich) fonjtanten Jubalt. Died entfpricht ganz der Cigenjdaft dex
Opperbel, bap alle Tangentendreiede Ffonftanten Jnhalt
haben. (Vgl. Teil 11, Fig. 197.) Man fann aljo die Polarhirve
als phavijde Hyperbel betradhten, die Schentel desd fon-

r
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ftanten Winteld alsd Ajpmptoten, und fiir bie ,Tangendreiede”
ift ber obige ©ab gefunben tvorden.

Nimmt man ober ftatt Des einen Brennpuntied jeinen Gegens
punft, jo geht die Gleihung der Cllipje in v, + (r — vy) = 2k
pher in v, — vy — 2% —  iiber, wad der gewdhnliden Hyperbel-
gleichung entipricht und der Polavfurve eine fonftante Wintel:
bifferens aufnbtigt, toobei ed fidh) itbrigend nur um bdie Lertaujdung
eined Winfels und jeimes ebeniwinfeld handelt. Dabei liegt bdie
Srage nabe, ob die jo Definierte Hyperbel mit ber vorher al3 Polar-
Furve erflarten ibentijh ift, wad in ber That der Fall ift. Bon
befouderer Widtigteit ift, daf swijden den beiden Brennpunften und
pen beiden jymptoten Reciprocitit ftattfindet und daf tm al{gemetnen
su jeder Brenupuniteigenjdhaft eine Ajymptoteneigenjchajt gehort.

@3 jei mur bemerft, daf bdie Rehre von den jphdrijchen Kegel:
fdhnitten fite die mathematijche Phyjif von gripter BVedbeutung gerworven
ift, baf fermer bie jtereographijchen Projeftionen biejer Surven u
fiheren Teilen ber Funftionentheovie, der Tehre bom den elliptijdhen
Sunttionen, in eigentitmlicher Begiehung ftehen. (Vergl. ded BVerfajjerd
Ginfithrung in die Theorie der ifogonalen Vevwandtidajten, Lap. XV.)

Yus diefen ndentungen wivd man erfennen, dah die anjangs
o wenig anvegend erideinende Qehre von ben Eden und ibhren
Rolaveden zu den interefjanteften Gebieten der ueueren IMathematit
hinitberfithrt. |

IX. Bufamumenficllung der wefentlidjen Sorueln.
a) Redtwintlige Dreiede.

: e e tan a
1) COS ( cos & cos b 4) ot e i
: sin b
3 : __sina
2) BiftgRes o 5 cos &
= J) COB @ =— ———5
gin p
%) 8 tanb
lJ [ L T " # £
OB e= Yanc 6) cos ¢ = cot e cot f.
Neperfche NRegel: Fig. 122.
o /'__-__""'H-..
I . fmw o T -
cosc==cotecotf==sin (-.q- - H) sin (--;,- — f"). by XE -a
- r T i N\ &

T Ehr T ; : II
) { cos ( e f.r) =-cot 3 cot (2 — h) = 8In ¢8I ¢, \

- J \

e rf) sin ["3_ SR

|

)

‘T 3 .
GOSC\f:L‘Ot(_.) — [ )cote=s81n
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b) Sdiefwinflige Dreiede.

8) sine:sinf:siny = sinag:sinb:sinc.
cos @ — co0s D cos ¢ cos @ - cos f§ cos
9%) cosa = - L 10%) cosa =
/ sin b sin ¢ / sin f§ sin y
c sin a sin (e -+ )
11) tan— — —— - —
2 8in ¢ a -+ b a— b
2 cos - €08 ——
2 2
i ¥y sine gin (a -+ b)
11 ) Ccot — = S —
2 sin @ [ o« — f

2 cos - — C08 ———
) 2

&

= j.-‘_| : s Fa N oy oo
: o 8in 8 - sin (8 @) gln (8 — b) sin r; c)
12) 08— =— l/ - - : 1.;) sln — V
2 ginb sin ¢ sinb sine

/un (8 — b) sin (s — L)
14) ]/
/ sin § sin (a — a‘
= _ 2 }/sin § sin (s — m sin [b — D) sin f‘ = "w)
15) sin @ == 5

sinb sin a

l/f"cc}.\:{a_'—-ﬁju:os (6—7) 1 ) |/ CO8 6 COs8 (G - c:)
i —

e (1
1 LJ) CO8 o = '-EEU. A ‘-il'l i ‘-\.]l\ !5 "-l[l o
2 sin f§ sin y

By 1/" — CO8 G - €08 (6 — o)

18) tan e S
) 2 cos (¢ — f3) cos (6 — 7)
. 27/ — cos ¢ cos ( rr — &) cos (6 — B) COs |6 —
19) sin @ = l ) LA —Ei — ")
sin § sin y
Gaupjde Formeln: Neperiche Analogien:
a -1 b o :~ I} o —: i) a—b
CO§ ———— cos tan ——— cos ————
2 2 2 2
N - T ) Y W a- b
COos - sin - cot = cos — _'_
2 2 2
a.— b . -8 o — =
cOos hyy 810 - -_| 2 tan - = B sin - e
= —_— - z e TR
cos 5 cos i) cot-~ gin :, z
91%) )
ia-—%-l"; x— f ¢ 4 b &—f
gin — cog ——-L an - COs— -
SR 2 2 )
¢ = A o = & -
sin sin ; TN — cos— : B
—.h e — f a— b =i
sin 3 S sin — tan —-2 - ; sin —.d__
c S Y C TS o -+
§1n - cos ) th—_— in 5




e ] a===h
tan = tan 3
23) — = 26)
L ] a—Db /
tan ~ tan — -
2 2
o )]
iy '2
27 ) cob T s
% & 8
; d o BN g iR —
= / sin— sin
s = At /r bl 2
29) e }
4
/ CDR
2
/ 8 8§ —
A ;,f COS 5 cos -
2 Cos —=— /;
; cos
i l,r"! & 5 =5t
30) tan — = j/ tan, tan ——
-~ -

o
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sin

phomntetrie.

R
5111 2 .‘rll]-__’

3

COS -
)
2

i"
. §—b . 58—e¢
gin gin
2 2
b c
COR OB
CO 9 cO 9
o g = h T
- ¢08 COS
2 2
a b C
S :_'I:),\; Ccos 5
. 7
AT (AN

-,

——
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