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Rierte Abtetlung.

Algebraifdbe Analvlis
mif Rrmwendungen auf Geometrie
und Wlechaniki.

I. Mie gawgen cationalen Sunkiionen.

1) Begriff der ganzen rationalen Funttion.

Sit in dem usdrude (a 4 ba 4+ cx®) die Grofe o eine ver-
dnderliche, todhrend «, b und ¢ feftgegebene (fonjtante) Grigen find,
jo entjpricht jedem twilltiiclichen Werte von z ein eingiger bejtimmter
Wert von (a 4 bz + cz®).

Weil der Wert ded Wusbrudd vom Werte der Verdnderlidjen
(Bariablen) » abhingig ift, nennt man den Ausbrud eine Funftion
port . Man deutet died durd) die Sdhreibweife f(z) an, alfo

M\Jl = q -+ bx + e,
Die Bervdnbderlidhe 2z with aud) ald da3 WUrgument der Funftion
bezeichnet.

Beil jedem Werte von « nur ein eingiger Wert diefer Funik:

tion entfpridht, Heit jie eine eindbeutige Funftion von 2. (Jm
: 3 k- 3, 4 - T s
Gegenfals dazu wiirden Yz, Va -+ = w. {. w. mehrdeutig fein.)

Weil in dem Ausdruce feine von = abhdangigen Jrrationalitdten
porformmen, wie 3. B. Ve, '[/nf-_—E—-E; f./b -;1'—_.3! . {. 1., jo beipt die
Funttion eine rationale Funition von z.

Weil endlich = nicht in einem Nenmer vorfommt, ivie in j,
a + b

et as " {. ., fo Beifst die Funftion eine ganze Funttion bon
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Jn demjelben Sinne heit der hidyftens (n - 1) Glieder ent:
baltende Ausdrud

f(@) =a 4 bz 4 ca® + doz® 4 - <+ + Fa”

eine ganze vationale Funffion von z und jwav, weil » der
hochite Crponent der Grundzabl = ift, eine Funftion vom n'e
Grabe.
©dreibt man y ftatt /(x), jo fann man
y=a-+ bz + cx® + da® -} - - -  ka®

im Sinne der analytijden Geometrie ald bie Gleidhung eine Kurve
bom n* Grabdbe beuten. Dabei find aber dbie Roeffizienten «, b, ¢,k
ald veell vovaudzujesen, wad hier jtetd angenommen twerben foll.
Dann bebeutet y die zu jeder Abfcifjfe 2 gehovige Ordinate.

&8 find aber aud) anbere Deutungen mioglid), denn in Teil IT,
&ter. VIII tourben jolche Gleihungen als Gleidungen fiir die Quer-
jchnittslacdhen eines Rdrpers gedeutet.

Nufgabe. Bejtimme bdie Ordinaten folgender Kurven fiir die

[}

Ctellen 2 =0, 2 =1, 2 =2, =3, z2=4, -+ -.
y =24 3z — ba?
y=25 — 4z -+ 62° — 2a°,
Y 1 Sy et i

2) Mbereinjtimmung mehrerer gangen rationalen Funt:
fionen miteinanber.
Jn den fpateven Abjchnitten fommt folgender Sab Fur Anwendung:
Sa. Stimmen zwei ganze rationale Funftionen
n*" @radbes fiir (v + 1) Werte iiberein, fo {ind jie iiber:
haupt identijd.
Betveid fiir den 2 Grad. Die Funftionen
f(x) = a + bx + ca?,
@) =oa-4 Bz + ya*
migen fitt @ = x; nnd ebenjo fiix 2z =2, und = = =, iiberein-
ftimmten.
Mm su zeigen, dap dann @ =, b = und ¢ =y fein mup
(womit die Jventitit nad)gewiefen fein twiirde), jebe man unddit
in beidbe Funftiomen ein, fo baf

@+ bay + cx’ = a + fz; + ya,’
ift, ober
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(@ — &)+ (0 = B)ay + (¢ — P =0
1 &benjo bilde man:
)

[ﬁ—@+w-m@+& P)ayt = 0
(@ — @) i =B —E il — ) =10}
Durd) Subtraftion folgen die Gleihungen

(b — B) (&, — z3) + (e — 9)la — 2,°) =0,

lib =T fﬁ) (""3 =i :.’"::) + l;':: ?'} '::I-"’"-_eg = '}':;2) = 0.
Da oy und w, veridhiedene Werte find, jo bdarf man in dber
evften diefer @leihungen durd) (x, — »,) bividieven, ebenfo in bex
sweiten durd) (z, — a,). Dadburd) erhilt man

9 IU'J =B - (f-‘ — ) (2 + 23) = 0,

é L — )+ c— ) (& + 5) =0

Darvaus folgt durd) Subtraftion

51 ':F: :"‘l:" (;"1 T "".'5‘} == (.

Weil aber (x, — x,) von Null verfdhieden ift, fo muf ¢ —y =0

ober ¢ = y fein. Sebt man in einer der Gleidungen 2) c =y, jo
folgt b = p. Sept man beides in eine der Gleidhungen 1) ein, fo
folgt ¢ = . :
Damit ift die Jbentitdt nadhgeiviejen. (Died fonnte aud) in
andever Weije gejdjehen, twie jid) aud folgender Bemerfung ergiebt.)
Bemerfung. Soll demnady eine Funftion f(2) =a -+ ba + ca?
fiir @, den Wert y,, fiiv x, den Wert y,, fiiv x; den Wert y, Haben,
fo miiffen ifhre Roeffizienten a, b und ¢ gang beftimmte fein und fich
berechnen laffen. '
Wean hat ndmlicd) die Gletichungen

a-+ bz, 4 cx=y,,
1) a4 ba, + ex® =y,,
a+ bry 4 ez’ =y,.
Sn biefen Detvadhtet man a, b und ¢ ald Unbefannte, fo baf ed fidh
um drei Gleihungen 1. Grabed mit dret Unbefannten handelt. Man
entfernt @ dburd) Subtraftion und erbilt
bz, — xy) + e(2,> — 2,°) = 4y, — us,
b2y — o5) + (@ — 2") = ¥, — s,

ober nad) beiberfeitiger Divifion durd) (z, — =) ey, (z, — )
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(i Yy — Ys
\ !H AR ) = x, — @'
3] ] -
2) ) eves
T e e S S
l?) e ] I‘..r_ﬂ == .JI.;./,I == B 3
Durd) Subtraftion findet man
y Yo — e Y — ¥
e Ly — Ty) = -
i - .'I.'-I 313 Ly — &Ly
pber
1 =" Ys — Ys']
3 . ? Yo Yo — Ys
) T, — &y |_.t'] — z, Ty — ;r,-;,__!

Cinjebung in bie erjte der Gleichungen 2) giebt

¥y
h —= =2—
&y — g &y

] By — da __l

Yg 0 — & |‘y; =0 U =i
— il — &
Cinjebung der gefundenen Werte in bie erjte Gleihungen 1) giebt
a=y, — brx, —ex,®=2.

Aufgabe. Fiihre den BVetweid bed Sabkes itber die Jbentitdt fiiv

nie Funttionen
f(z) = a+ bx + ca® 4+ da’
o) =a+4 po+ ya2®+ ¢ >

aud, die fiiv dbie rgumentiverte »,, xy, x, und z, itbereinjtimmen jollen.

Bemerfung., Nean fommt dabei der Reihe nach anj Gletchungen
bon ber Formt

{{r — ﬁ:} -+ (iﬁ - Iﬁ:) x (¢ — }’:;I x,° {f! — t?) -J.'L:j =0,
fodaitn
Eih - ‘r'ﬂjl (= ::-!‘_,.\'J - t':e‘ —_— }=:| (Ilg_-— :t"f} - (ff — 5) ".::1'1:5 — .’1125) = (],
wo bie Divifion durdh) (2, — x,) aufgeht, aljo
(0 — B) + (e — 1) (o + @) + (@ — ) (@ + 52+ 22) = 0.
Die bdritte Gruppe exhdlt dbie Form
(¢ — ) (@ — 25) + (@ — 9) [(2° — 25%) + 25 (2, — 25)] = 0,
pber, ba bie Divifion durd) (», — ;) aufgeht,

(¢ —7) 4 (@ — 0) 1 + 7 + 2] = 0.
Aus diefem Syjtem folgt durd) Subtraftion
(@ — 0) [y — 2] =,

und weil # — 2z, von MNull verjdhieden ijt, jo folgt d — 0 = 0.
Dies in bie vorige Gruppe cingejeht, giebt ¢ — 9 = 0. Riidwdrts
gefend exhalt man noh b — f =0 und (¢ — &) = 0.

i Y
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Bemerfung. Da bei Hoheren Graden die auftvetenden Aus
oriide von bder Fovm x,* — x,* ftetd durd) =, — =z, teilbar jind, ]"u
gilt diefelbe Methode fiir alle gangen vationalen Funttionen. Dex
audgejprothene Sap ift aljo al8 Dewiefen zu Detvachten.

Jn ber Spracdhe ber analytifhen Geometrie (dpt fidh der Sah
fiitt bie eingelnen Grade folgendermapen ausdjprechen:

a) Stimmen bdbie Geraben y = a 4+ ba und ¥
sioet Punften itberein, jo fallen jie gany jujammen; ober: Durd) zivei
Puntte (@Bt jidh nur eine einzige Gerabe legen.

b) Fallen die Surven y =a + ba -+ cz® und y = o 4 pz + y2°
in drei Punften zufammen, fo fallen jie gang jujammen; oder: Durd
drei gegebene Punfte ift nur eine eingige joldhe Kurve mbglich.

(Sudje zu bewetfenr, daB es fih um ‘Parabeln DHanbelt, bderen
Achje pavallel zur Y-Achje liegt.)

c) Durd) (» - 1) gegebene Punfte (it fich nur eine eingige
Sturve von der Gleidhung

y=a-+ bz + ca? + -+ F ka®

¢ + Bz in

legent.

3) Direfte VBeftimmung der Koeffizienten aus ben
Werten der Funftion.
Bemerfung. Die Aufgabe, die Koeffizienten von

1) y = a - bz - ca’

aud ben Wertepaaren x,, ¥y, bezw. xy, y, und x,, gy zu bejtimmen,
. . die Wufgabe, die Kurvengleihung fertig Hingujcdhreiben, wird mit
etnemnt. ©dhlage geldjt, wenn man folgende GMeichung jdreibt:

; (2 — =) (£ — x,) & — @) (2 — =)
2) ‘J)': — ) ( ! '}l”:.*

rq” —_—y '}.vr — o

EJlur[; bies ift aumddft eine Gleiung obiger Wrt vom 2" Grabe i

Beaug auf x. Sebt man aber in ihr z =2, fo fdllt alled weg
bi3 auf y = y,; febt man z ==, jo bleibt nur f{tehen y = w,;
febt man z = 2,, fo erhdlt man y —y,. Die Kurbe 2) ftmmt
aljo mit der gefuchten Knrbe von der Form a in drei ‘Luufnn ither:
etn, it aljo mit ihr tventijd).

Bereinigt man redtd alle =, cbenfo alle 2* undb die Glieder

ohne 2, fo erhdlt man bdie Form 1) und fiiv @, b und c biejelben
Rejultate, tvie frither. (Bgl 2.)
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Ebenfo ift die Gleichung der Kurve vbon ber Form
Yy = a 4+ b + cx* 4 da®,

bie burd) die vier Vunfte x4y, z.vy, xzy; und x,y, agehen joll, mit
einein ©chlage gefunden durd) die Gleichung

- 2,) (& — 2,) (. — 2,) (& — 2,)
+ k _ : Ay + . 3/ \ PR Uy
T T P — ) *1 (e — 7Y (2 __*-( — B
Wy — g ) \ Ty — Ty Ty \ieg SSSaepiliiag o) g — L4
y le—,) (@ — ) (& — @;) Ak (& — ) (. — m,) (B — @) 5
Bl = i - = Ya ST ]
Sy —T) (T — &) (e, — ag) (x, — ;) (2, — x,) (B, — T,) !

©telle die entfprechende Gleihung auj fiiv den 4%" Grad unbd ben
n'et Grad.

Die allgemeine Gleidung bheipt die JInterpolationdformel
bon Xagrange.

Beijpiel. DBejtimme bie Konftanten a, b, ¢, d der Funftion

y = f(z) =a -+ bz + ca* + da?,

et y fiir e =0, a =1, 2 = 2 und « = 3 die Werte y, = 10,
12, 4, 1 Haben {oll.

Die Wnfgabe joll auf beibe Wrten geldjt twerbem, eritend dburd
Aufldjung ded Spjtemd Dder vier Gleichungen 1. Grabed, jziveitensd
mit Hiilfe der Formel von Lagrange.

4) Parvabeln hiherer ODrdnung und ihre Ouadratur,
Man nennt die Kurven von der Gleidhung

y=a -+ bz 4 ca® + da® 4 - - - 4 ka"

Barvabeln »* Drduung.
St nur ein eingiger Koeffizient verjhieden von Null, Handelt
ed fih alfo um

y=Fka",

jo Beifit die Qurve ein einfade Parabel n' Drdnung.
Nach Teil II, Stereometrie Nr. 64 qilt von Fladen, dbie in ber
Hihe y die Querlinie

t=gy=ua- by 4+ cy* + ay’ + -+ - + ky”

p=0
. = & 1 N 1 5
haben, auf Grund der Summenformel - 2 = ——  Dbie
" p 1 / p-+1
p=1

fiiv ganze pojitive p Deviefen tworden ijt, der Sab, dap der Flachen:
inhalt von der Hiohe O big zur Hohe y, ift,
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! 2 8 =TI s BT
4 Y b ¢y, dy,* by,

21 Y,
_F-:rf.-] +_3’_+ 3__|_ - e T

"

Bertaujdht man = mit y, o folgt 3 B.
Die Flade zmwijden der z-UAdfe und bder dburd)y die
Gleichung
y=a-+ bz + cx® + da® 4 - - - 4 ka”

bargejtellten Rurve, von # =0 bi3 & = «, gevednet, ift
2 P : n=1
2 & b cx,? ATt ka7
P‘rr =¥ l - l— — .1._ I — — ].I
1 —{— 2 3 —|_ 1: -I —I_ n -+ 1

0

Berechnet man aud) F, wo x, > =, ift, fo findet man durd) Subtraftion

0
25 T o T, — 2 ot 2 T — g2
F=F—TF=aqa T S e = L
xy 0 0 o :
, -1 n—41
e Fra — %
: T | !
ober aud), abgeliivst gejchrieben:
x Ty
Ty | 2 8 7 7 =t=1
2 & bt cx? kot
a1 e B
,{ 1 £ 2 it 'mn4 1
)
==ty

5) Die Simplon:Newtonjde Regel

®eht die Gleihung nidht diber den dritten Grad hinauz, fo
fann man, wie in Teil II gezeigt ift, die Simpfon-Newtonjde
Regel anwenden, allo ift 3 B.
filr bie Surve Big. 123,

Yy = a -+ bx | ca®+ da’,

von o = 0 i3 2 = 2, gerechnet, /‘“‘w——f
‘.
|

1 /r\.

7 % = —
= B [T\'r»"ll[} _l ‘l'.'?)'.?u + fa'rlj-
[I

5 . . i
$ier bebeutet y, die Ordinate Yo
in ber Mitte der Otrede uy, |

: ; o 0 X, £
D. b bet m = —- m=y

&benio ift
Ly — & 2
—— oy + 4Unm -+ Ysl,

6
o, + x
2

L

j.l

Y —
e

0 y, Dad Lot an der Stelle m = 2 beoentet.
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Bemerfung. Durdh die Punfte 4, B und C Gt fidh) nuw

eine eingige RKurbe bon der Gleihung v = a + by + cy® legen,
aber unendlid)y viele von
Sig. 194, ber Gleidhung 3t Grabes
y=a -+ by + r;_Jf’ - r_f.,a)r:l'.
! - Sp bielgejtaltiy aber bdiefe
i A furven aud) fein migen,
| ; < o 2 : = s
= —B | jamtlidhgebenjiezwifden
it | @, und x, denjelben
| I [ Xladheninhalt.
Yn s R Sy
Y ! ] Beijpiel. Wie grop it
| | | ' on i - 2
= | Sl ssswl i iaa bie Fldcde der Kurve
0 e e ,
l e "I\:.,_.": Y = 2 '—I“ o ~|— 5a® + 6z
bon @ = 0 bid x; = 279
)
uflojung. Bevedue y fiiv 2 =0, s =5 =1 ud z =2

al8 ¥;, Ym und y, und vende dann die Simpjon:-Regel an.

u

Wie grop ijt fermer die Fliche von #, = 2 b3 2, = 67¢

6) Berallgemeinerte Simpion-Regel.  Wihrend die
Gimpjor=Regel in der Stereometrvie tveitgehende Univendung findet,
ift fie in Der Geometrie weniger braudybar. Bur Berednung von
jogenannten Dicgrammiliden fann fie nicht gut diveft benubt werben,
wohl aber inm einer Urt von perallgemeinerter Geftalt.

©oll eine Survenflade
(zwijdhen X-Achfe und Kurve
gelegen) angendbert bevedhnet
erden, obwohl die Kurve
einte gang willtiivliche Geftalt
hat, fo teile man die Bafid
(vbomt x, bi3 x,) in eime ge:=
rabe Wnzahl gleicher Teile
ein und lege durc) die Teil-
punfte Ordinaten. Filr den
exjten  Doppeljiveifen  darf
man, tenn dbie Breife nidt
allzugrofs ijt, mit Anndherung
die Cimpjon-NRegel anwenden; ebenjo fiiv jeden Folgenden.. MWean
ethdlt 3. B.
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f
6 Ly — Ly o €T, — Xy J
it 6 = “’ln _{_ 4;"[ ""IF'_ 1‘:.'1' _}— : 6 7 ["["i + 4 ity "IF ’?é-_1_|
Ty
Ly — &y !
i G [y + 4hg + Tig]
X, — l/'f!r. F = e = . -
T [k + B+ 2(hy + Ry) + 4(hy + by - F5)].
Allgemetn:
rr? Ln — % A S5 = 7 o P s i [E5E
= n [y = b = 200y = Ty + By =+ -+« - hu—s)
g B

. et OB R )

Diefe Fovmel giebt weit genauere Rejultate, ald die aud dber Be-
rechnung der Tvapeze Dherborgehenbe Formel

ﬁ:fr e . : i :
2ot 20 A Tyl - Ba—d) R,

ba {hon die Parabeln 28 Ordunung, die fidh) durd fe drei anfeinander-
folgende SBunfte legen laffen, fich) Der Kurbe weit inniger anjdmiegen,
ie die Geraden. Gider aber wird unter den unendlid) zahlreiden
Suroen der 3! Drbuung irgend eine feim, Ddie died i bejomders
hHohem Grabes thut.

Beijpiel. Die jogenannte loga- Fig. 126.
vithmijdhe Rurbe y = ¢ joll von
@, =1 bi3 @, = 2 angendbert bevechnet
fverdert.

Auflofung. Vet nur vier Streifen
erhilt man

— 4,670876.

Die qenauere Rechnung giebt den .
Wert 4,670775.

o~

Dagegen  wiirde die Trapezrechnung bei gleicher Streifenzahl
4 695079 geben, wad viel zu grop fein muf, da bie Kurve von
unten gejeben fonver ift.
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7) Prattifde Anwendungen.

Abgejehen von Dden in bder Etereometrie angegebenen An-
wendungen fann man die Summenformel zur Beredhnung bder
ftatifhen Momente, ber Sdhverpunite und der Trdagheitdmomente
von gewifjer Fladen Dbenupen. [Gemwifje graphifde Darjtellungen,
aud) die jogenannten Jubifator-Diagramme der Dampfmajdjine, find
jehr bequem mit ber Simpjon-NRegel zu behanbeln. ]

a) Statijdes Moment, Sdwerpunfi, Tragheitsmoment,
Tragheitdmittelpunitt.
Die Gleidung einer Kurbe fei
y=a-+ bz + cz® 4+ dz® 4 - - - + ka?.
Dann ijt dad ftatijde Moment jeder Ordinate in Bejug auf die Y-Acdje
‘-”' = 'l.’;" = QX -—-:— frJ,r'j _'r_ r",." —— rf.' + —|— ,' ,,L?'—l ]

folglih bas ber gefamten Fldache von O bid =z,

2 3 PO
) ax; by (:.'3:1‘ dax; kot
M=—1 —— —[_ A Sl al
o CEN S = T B u g o -+ 2

Die Sdhwerpunttsentfernung Dberechnet fich aus ,Flahe mal
Hebelarm gleih dem ftatijchen Momente”, alfo aus

axy
2y B
i} 1)
als 3 i : = a
T - ] 1} Py - IJrJ I_ :'
& ary; b xy cay "F*"l
M — = —= e
S0 2 3 4 p -+ 2
= @ T dm b 'T“} C'L'ﬁ T I rF'—i_]' =
e S R s Lt e
0 1 ) & p41
[Serner: Dad Trdgheitsmoment jeder Ordinate in Bejug auf bdie

Y=Adjje ijt
oh

=".ir.i'.:3=r..'_ —|—La —[——r,x ---+f..Ji+)r

alfo dbad ber Flade von 0 bis =

Der jogenannte

berednet aus

A
ax ] ba 1

;__ S Tl R R e T e

3 7R e T

Zrdgheitsmittelpuntt Hat einen Abjtand, bder fidh
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i bt
pber
2 azy ba cx; i 75 LR
L | k i
- 0 3 . LR p-+ 38
L= = - —
;}'r'-, a, Erq-j ex: i ka?T1
1S B A gy
] “ ® -}‘: i.

Befonders [aufig findet died Anwendung auf die einfaden Pavabeln
hberer Ordnung, tie
gy =c2’ y=dz} y=ex*, wiw

f

Bei y =— ex® ergiebt fid

@y e x
Pl e !

= 3 -
U &

wad der 3% Teil des entiprechenden Nedteds ijt;

i il
t.:lfl Ccxy
. ok — D -
:r| 0t i 4 : AJI rm_r 3 b 3 =
M = P o e T T — i St e il
A 4 ¥ 8 4 | 5 ] 7 3 3 1
0 { i 0 e cxy
5 -\- )
s ] o

Die Bebeutung diefer Dinge liegt in der Medhanit.]

b) Eine fodmijde Aufgabe.

Nufgabe. Das fpezififde Gewidht der Crbe fei an bder
Oberflache 2,56 und im Durdhjdhnitt 5,6. Nad) der Mitte hin
nehme ed gleichmdpig su. Wie grof ift ed im Mittelpunite?

Nuflojung. Pan
benfe fic) einen Kegel
(eigentlid)y  Seftor) o

aus der Grdfugel ge= T T N i N
§ 1 L Culy Fntern i 2y 'i ¥ | \\'. i
]EIJHTTLI: > it _ITLHE‘. ey N2 e | o o
pbere Fliadhe &, fo e e S e A
by et Y a \
bat er in Pibe y 5 : \ : \
ven Duerjdnitt ! ! '\
o | i \ ! ! ! \‘.
¥ v Y Sy \ / | B
-I (‘r == (: = s E \ f
e
S e e e e i e SR

fijhe Gemwicht unten
Pu, 00en p,, fo exgiebt fich fiix die Hihe y bei regelmdpiger Junahme
nach) unten

(pu — 1) 2y = (0y— o) : (r —9),

Holymitller, Mathematil. IIL 9
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folglidh
2) Py =Dy — Y
Die Shicht in Hohe y fillt nad) 1) und 2) ind Gewidht mit
=,

y v ?]e’i 2 . .JT:IH a
Gy iy =G e

Kiir die Summe ber Schichten von o bid y, giebt die Summenfornrel

o 4
Py Yy P — 05 Y
9 o s it Bz
":] G 723 G P A
alfo fitv y, = r
r : r Gr ; Gr .
Gpu s — G(Du—15) 5 = o7 [Apu—8pu+ 8D =g [+ 300].

Der ganze Kegel fallt aber bei dem mittleren fpezififden Ge:
. = . ol T e i i 5 - % "
widt 5,6 mit G556 ing Gewidht. St alfo p, = 2,6, jo hat
man die Gleidhung

G o i Gr o .
15 [Du + 8- 2,0] = —-56,

aljo
4) p.+8-25=4-586, p,=224— 75=14,9.

Nad) diefer Annahme wiare aljo dasd jpezifijde Gewidt im
EGrdcentrum p’ = 14,9 3u jeben.

Selbftveritandlicd) fann man beliebige andere Annahmen iiber die
Bunahme bed pezifijhen Getvidhted nad) der Miitte bhin machen.
Sede {olche Unnahme giebt ein anbeves Refultat.

[Wi man nod) fragen, mit welcher Krajt biefer Kegel nad) der
Mitte der Erde gezogen twirh, fo ift zu beachten, dafy die Unziehung
port Der Oberfliche bid zur Mitte bin nidt vegelmapiy abnimmt.
Qeptered finbet nmur bei der hHomogenen Kugel fjtatt. Nac) dem
Newtonjden Gejepe wird hier der in der Hofhlfugel befindliche Korper
pont Diefer mit der Kraft Null angejogen, fo daf in Entjernung y
pont ber Mitte mur noch bie Kugel mit Radiug y wirtt. Jeder an
ber Kugel-Dberfliche 1 Toune wiegende Kirper wiegt in Eniferming y

4
5 Pt gy Yy
pom Gentrum nur nod) - = = Tonnei.
u — g 1

Handelt s jich nicht um einen Kegel, fondern um emen Eylinder,
per jidh nicht, toie der Kegel, in der umgebenden Crbmaife feftteilt,

g



o

[. Die gangen rationalen Funftionen. 131

und it jein Duerfdnitt 1 qm, jo wird er bei dem fpesifijhen Ge
wichte 5,6 von Dder Grde fo angejogen, Dafy jede WMeterjdhicht mit

sl y T ss S ] y* P o
56 = Tonnen, der gange Cylinder mif e {, , 0.0 fiiv y=r

] =

: 6T - .
it 2 — 2,87 = 2,8 - 860 - 7500 = 18 060 000 Tomnen an:

gesogent  twerden.  Dies twiivbe dann aud) der Drud im  Crd-
centrum jein.

TWendet man ur BVermeidbung nabeliegender BVerjehen bdie nidtige
Borjidht an, jo fann man die Redynung aud) fiiv die oben angenommene
Majfenverteilung durdfiibren.

Auch die Frage, mit welder Gejdvindigleit ein Kbrper fih an

jeder Gtelle eines [ujtleeven ©dhachted bewegen iviivde, der bid zum

Mittelpuntte der Crbe veidht, fann fiir beide Mafjenverteilungen be=
antiwovtet werven.

Man Hat nur nbtig, die Fovmel fitr die Starfe ber Unziehung
jeber Sugel mit Radius y an ihrer Oberflache zu bevedhnen und fiiy

r

bie entjpredjende Parabel Hiherer Orbnung F zu bilden. Died ift

T 3 51 i . 2 ; ATl mw
aud Griinden bder Medhanif gleich ber getwonnenen Arbeitdioudt —;

(lebendige Kraft) der angejogenen Maffe m zu fehen, jo baf man »
filc jede ©telle Dervechnen fann. OHier tviivdbe bdied zu et fithren.]

8) UAnbdeutungen itber ganze rationale Funftiomen®).
(Tangentenbroblem und Nulljtellen.)

Nach Teil II, Anhang 8) liegen die hiodhjten und niedrigiten
Stellen der Kurve

Yy =a -+ bz + ca? —+ da® -1— o=t ®

da, o bie Gleidhung

b+ 2¢cx + 3 du? 4+ -+ nkz"" =0
erfiillt ift. Dort find die Tangenten der Kurve horizontal
Da fiir und vorlinfig nur Gleidungen bid jum dritten Grabde
[68bar find, fo Darf die Rurve zunddjt den 4%" Grad nod) nidt
itbexfteigen.

O

i "JT.HIID{‘ nbung jollen dieje Andeutringen vorldufig nidht fuden. Jhre
Ibu{lp ijt, s zeigen, Daf Die Glemente zur erfdhopfenden Behanbdlung ded
Gebieted uurt]i ausreichen. G2 Handelt fidh) aljp nidt etwa um Einfithrung
per Differentialvedmnung.
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Beifpiele. Wo liegen bdie Magima und Minima der Kurven

y=2—38z-+ 54" y=1—2x+43 e

y=2 — 32 4 4a* — 5a® 4 oA?

Man fann uun die Jrage ftellen, welde Richtungen die
Tangenten an jeber Stelle x = x;, haben.
Bundd)it handle ed i) um die eins

fache Parabel hoherer Drdnung y = 2",

tig. 128.

s e _/lf/'. Sn Figur 126 denfe man fidh) fitr dieje
' f_f/i Sturve b'tp Sehue DC gezeichnet. £S
i jei nun 04 =z, aljp AD=z", e3 jet
_;,),/‘x_f_- \m ferner AB = ¢, alfo OB = (z + &)
y, unb BO = (z + ¢&)*. Dann ijt
e s BC __BGQ —AD
V. | Al O = = o
i s e | ' DE :
o | fina Lt
0 b {;,__... ___‘}. _.1___.:” = I_‘\,:.. —| £ i€ 5
(& + &) —x

Die Divijion Ldft fich durdhfithren und giebt fitv ganzed pojitives »
tange = (x + e+ @+t at+ @t 204
+ (@4 e)a"—2 + a* L,
Hier (Gt fig jede Klammer nach) dem binomijden Sabe ent-
oicdel, 3. B.

(m—1)(n — 2) s

_"_x?f—1 + n ; 1:E-.'¢-——]E_|_ S / _..{,,-.u---'_s

e L i
Qift man aber ¢ unendlich) flein toerben, jo flvebt diefe Summe bder
Grenze 27— zu. Man darf aber e bei endlihem » auch jchon
ber RMeibe fiiv tan o ftreidjen. Demnad) hat tan ¢ fiilr ¢ = O einen
Deftimmten Grenjivert

taneg — 2"t g2t n 8. " 4 Tl = pat—l

I

Fiir ¢ =0 iitd aber die Sehne DC verjdhwindend fleim, d. D). fie
fillt mit der Tangente der Kuvve ujammen. Folglid:

Die Parabel Hiherer Drdnung y =a" hat an Dder
Stelle = eine Tangentenrvidtung, die fidh) ausd der Gleidung
tan ¢ = nx"—1 ergiebt.

Beige ebenjo, dafp e3 fidh fiir die Kurve y = bz" um tane
— nbag"—1 Bandelt. Fiir die Kurbe y = bx™ - ca™ Handelt e3
fich ebenfo 1m

(o L g)r—1
oy
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e ¢ " i 1
[b(x 4 )" +el@+ %] — (b=™ —{—_i-.‘f":l
(&) —w
F xlrr; 3 ,m - L
_(x + & Err l'f_'.’L -1 &) =

TR TwFE g —2

tan ¢ =

=— | i

k(—ll—.ll—"{ !

alfo nad) Obigen flix ¢ = 0 um
) /big

tan ¢ = mbzx™ ! 4 nex—1,
fitr bie Kurve
y=a -+ bx + ca® + dz® 4 - - - 4 ka”
alfo um
tane = b 4+ 2¢x + 3dz® + -+ - + 0k

Die Kenntnid diejed Sahed fHat bie (Entmic'ft"imtg per Mathe:-
matif in auBerordentlicher Weife beeinfluft, da ed nahe lag, Dden
Wert von tane aud) fiiv beliebige Funftionen zu unterfuden.

Beijpiel. nIIfE!l]lILEjL bic Tangentenridhtung fiiry=2- 8z — b7,
y=8 —x 4+ 2x° 44° an dent Stellen 2 =0, 1, 2, 3, u. |. w.

Jinbet man Stellen, wo die Kurbe

' fi=s 1 Al S s e ey
1} Y by 4 ca —|—- dz” 1+ — KL

pie X-chje jdhueidet, fo ift durch Dad Detreffende « die Gleidhung

2) 0=ua - be + ex* 4 d2® 4 - -+ 1 ka”
exfitllt, . b. man Hat eine veelle Sojung (Wurzel) der Gleichung 2)
gefunben.

Wird bie X-Udje von der Kurve nirgends gefdhnitten, jo Dat
bie Gleichung feine rveellen Lbjungen, jomdern nur imagindre oder
fomplere.

Fiix jeded endliche veelle » :
hat Ddie Rurve eine endlide |
Ordinate, aber nur bdiefe eine.
it aljo 3 B. die Drdinate bei ‘
z, pofitib, bei «, mnegatib, jo [

r

Tig. 129,

muf die Kurve zwijden z, und |

z, bie X-Achje gejchnitten Haben, | s,
. §. zwifden 2, und x, mup ! %3 N
fig eime veelle Wurzel bder | \Lﬂ

Gleihung 2) Dbefinben. Durd

probeiweijes Lm}cbeu pon foldjen z, Die jivifdhen x; und x, liegen,
fann man fig der wivtlichen Wurzel (duvd) Cinfdniivung) bis zu
beliebiger Genauigfeit ndhern.
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Verjuche diefed fiir die Gleidhung 2° — 102? 4+ 312 — 30 =0
mit Hiilfe ber Rurve y = 2 — 102* 4 312 — 30 audsufithren.

Man fann diefe Dinge leidt itberjehen, inbem man jidh) Gleidungen
mit borgefdhriebenen veellen Wurzeln bildet, 3. B. 0 = (2 — 1)
(0 —2)(z—3)=uo*—(1+2+3)2*4+(1-2+4+2-3
+ 8- 1) —1-2-3=2"— 62" 112z — 6, und indbem man
bie Rurve y = 2® — 62° 4+ 112 — 6 fiir eine griofere Jahl von
Punften wivtlid) fonftruiert.

[@elingt e& zu betveifen, daf fid) jebe ganze vationale Funttion

y=a-+ bx 4 ca® 4 .- ka®
in ein Prodbuft von Faftoren erjten Graded von ber Form
y—(e—a)@—F@—p) - @—1)

seclegen léft, jo ift Der Fundbamentaljap der BHiheren Wlgebra ge-
funden. Gaup ijt ed gelungen, ihn ftreng zu betveifen. Aus dem
Sabe folgt, daB, wenn man eine Wurjel « gefunden Hat, die Funttion
burd) (» — «) ofne Rejt teilbar ift und auf eine folde (n — 1) Grades
suriidgefithet twerden famn. LWergl Teil IT, Arithm. Ne. 76.]
Selbft wenn man vbon den lehten Unbeutungen abfieht, erfennt
man, daf ber binomijde Sab und die mit ihm jujammenhingende
Summenformel eine gqroBe Jahl von Wufgaben [D8bar maden,
bie mit den gangen rationalen Funttionen ujammenhingen. Dasd
Ausjdliegen ber imagindren und fompleren SKoeffizienten und Had
Richtbetweifen degd Fundbamentaljopes ber Wlgebra beutet aber darauf
bin, bap erft die bhohere Mathematit von allgemeineren
Gefidhtspuntten aud im Stande ift, die Lehre von Dder
gangen rationalen Funition zum AbBJHIug ju bringen.

IL Die Sunhtion y — ; wnd die Quadratur der fyperbel
oty den natiiclicdyen Logavithmus,

9) Duadrvatur der gleidhjeitigen Hyperbel
@8 fanbdelt fidh in diefem Abjdhnitte um die einfacyfte der ge-
brodhenen rationalen Funttionen von z.

FNad) Teil II, Kegeljhn. Nr. 35 ftellt bdie Gleihung y = -'1

oY
eine gletchjeitige Hyperbel bar, twobei die Koordinatenadhfen mit den
Afpmptoten zujammenfallen.

b T o
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= HH

lm bdie zwijden Fig. 130.
ber eirten Ufymptote i)
(b. §. ber X:Adie) L
und Dber Hyperbel ol
liegende Fldde bvou | \'\
=1 hd z=uz I \
a1 berechuen, mnehme ! & 2
man einen Deliebigen 4} e gm g \I\“
et 18
echten  Brud ?: an | ‘ Hh‘“‘-m;__%-_____ :
und made 4__\_ i < i
0| P § e Z
o=, |
m |
OB = (1 -f- _”I],
oc= (14", op—(1+ B L aoz=(1 + 8,

o bafy die Ubjtande eine geometrifdhe Reibe bilben. S den
Teilpunften ecrvidte man Dbdie DOrdinaten und pervolljtandige Dbie
Klachenitreifen nad) xt der Figur zu Redpteden. Die Grundlinien
ber fepteven find bder Meihe nad

m : m 1 ; m m\2
o — (= — 'D=— (14 —
i1 n ' B ( " (1+ra)’ ¢D n( ! -n)’
e m & & m myn—1
B=" (1 e
D N \1 . -u) 4 ! Z " 14 7
Die Redhtecte Haben die Hihen
i 1 1 1 1
d m! 7. o anEr TR R my\n—1
£ i fp ) (1
3 2 ( M ) ( 7 72 ra)
Die Redytedsinbalte jind
m m 1 1 m [ m\2 1
n' = (1 2 fn.) 7 m'! n (1 -{ﬁ n) . T A S S
14 (t+%)
‘8 b
m (1 i m)ﬂ—l A3 1 e
# Yn

ma—1
(1 2 m)
i
Da alfo jeded Recdhted den Jnhalt ;: Hat, fo ijt bie JInhaltdjumme

= A n
ber Medtede —in=m.
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Nimmt man nun m endlid), aber » fehr quof (unendlich grop)
an, o dap die Jabhl ber Streifen zwifhen A und Z ebenfalld unend-

7 o e W v man - = Fae
{ich qrof wird, fo ivirk = (1 -+ = ¢™ Dbie {ibergreifenden
b | I 7 !

Sladenrdume wrirﬁwiuhun_, und man exhdlt m ald Hyperbeljliche von
xr = bis 2 — é® = &y
Hier ift m = gz, Folglidh:

Die Hyperbelfladhe von 1 bid x ift

?

"‘-u

’l:r’}
1

Bieht man diefe ab von der griferen Hyperbelflade (fitr 2, > =)

s

T ‘]g 'r‘_f !

(o ST

jo erhdalt man allgemeiner die JFlacdhe von »; bi3 z, al3
F="‘gux Ao, = g

S B
T, L)

&y

Diejelben Betvacdhtungen gelten fitr die Ridtung von 4 nad) 0, nux
miiffen dbann bie Ubftande der Teilpunite von O nady geometrijcher
Rethe abuehmen, 3 B.
{ m / 2 m\3 Ny 7
1, (_I 5 :e)' (_1 =z ?z-)' (1 55 ﬂ)’ Eh {1 =3 ?n) :
Folgerungen. a) Jjt in Figur 131 OB mittlere Froportionale
swijhen 0 A= 1 und OC,
Tt fo ift die Fliche ACC, 4,
J 5._‘ ourd) BB, halbiert. Denn
' aus
. OB*=0A4-00=1.0C
folgt 21g OB =1g OC,
alio
lg0B =< 1g0C,
0. b

el J’ el
| F=-F,
L | I 1 : 1
(7] A B cr
1 b) Folgen ‘m‘ \‘[b]mn‘n
0A, OB, OC .
in geometrijcher Neihe aufeinander fo find bie alig}ﬁ‘.I_ urtgcn -}j‘[fltf]tﬂ:

ftreifen einanber gleidh
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¢) Die natitelichen Logarithmen der Jahlen (1), 2 ,
Ut‘lqﬂlw]t fich toie die zugehirigen, bon x =1 ausd t‘;tt-.ff)llt‘f{‘ll ts[nﬂ}t‘n-
ftiicte TWegenr  diejes
1]urmumtul;m:qv 3 toerben | g 182,
bie natiirlichen Loga- ‘ |
rithmen aud) ald Hyper: |
bolifdhe Dezeichnet. e
d) Fiiv bie Hyperbel '

i) i - ! \
y = — erhdlt man die I \.
o 4 Y
M
Fornel ’ R
o Y ' listV
F=a1g 2, | | e,
T &y ] |
2, o ! ,
~ >

denn jedbe Orbinate ijt ;
jept Da3 a-fadhe Dber
entiprechenden fritferen, jo daf auch jedber Wertifaljtretfen und ebenjo
die gange Fladhe dad a=fade 1t

Wahrend nun vorher bas fonjtante Redyted = 1 war (044, 0,

= OBB,0, = 1), {o ijt jebt dad fonftante Redjted gleih) a-1 = a.

Folglich:

Die Flahe von », bis z, ijt gletch dem Prodbufie ausd dem
fonftanten Redyted und dbem ‘lg = 1

wliyg
|

10) Ausdehnung auf andbere Hypervbeln
Denft man  fidh bie
Ebene ber Figur unter einem Slg=ith.
Neigungswintel o beliebig im
Raume angebradt, und pro- L

Jigiect man jte fentrecht auf ///

bie Horvizontalebene, jo geht S
die Hyperbel tvieder in eine /
Hyperbel, ibhre Ujpmptoten o- E“H(
ieber in Wfymptoten (jedodh st \
mit andevem GSdnittvintel) A= 5
iiber und jeve Flade F 3 S
vermandelt fid) in I cos e < *'\\
Folglid) bleibt auc) hHier S~
pie Fladhe ACC, A, das =X

g |

00 . s ot % 2
Ig 5 c=fache des fonjtanten Parallelogramms 04 A,0;.
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i 1% Cntjprechendes gejchieht bei
jdhrager PBarallelprojeftion.

Mit Hitlfe diefer BVemerfung
laffent ficd) Deliebige Gegmente
ieber Hoperbel beredhnen. (BVgl.
&. 47 big 50.)

IMMit Hitlfe der gleidhfeitigen

o T
Hyperbel y = — lajjen fid) pem:
ol

nach die Logarithmen gegebener
e : 5 Baplen mit Deliebiger Genanigleit

berechnen, indbem man dad Dia:
gramm in gleidge Flachenjtreifen einteilt. Die Trapezformel giebt ge-
ringeren ®enauigfeitdgrab, al3 bie verallgemeinerte Simpjon-Formel.

<)

11) Yufgabe. Die natiivliden Logarvithmen von 2, -
und 10 und den Mobul der Briggiden Logarithmen an-
gendhert zu berednen.

uflojung. Nimmt man 8 Streifen, fo ijt nadh S. 127 angendhert

g2 =1g(1 + 1) = F

'\
g—1r i AT 1 1 L 1 i
o 1_'—,_:_-2 g 1 I B +4 ( ’n_L sl ]_Jl_ 7 _‘
s 3 o 1 AL AL £
g 8 8 8 Rl 8 8 g7
{111 1 R s B e (S e R i
g [;-, + 1 i E(JUT;’T j') 14 (ll ‘+atst 1)_' = 0,693158
Ebenjo : 5,
o i 1 4
: g, =Ig (I -+ 4)
:‘n_l
4 1 il 1 1 1 1 1 1
L —1—2( 3—|—I—J—1+ ;;)”]ri< 1—:—"—j+1 I'{\T__”f)}
L i ST LT " 52/ e te tgz 1tg

Daraud folgt
1g10 = g (5 - 2%) =1g; + 81g2 = 2,8026 .. .,
folglid
Modul m = =T 043429 .. .
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Nimmt man eine grofere Bahl von Streifen, jo wird bie Genauig:
feit foeit guiher. Die Moglichfeit, die Logarithmen zu bevedynen,
darf bamit ald vorlaufig fidher geftellt betracdjtet tverden.

) Gine der wichtigiten Aniwendungen diefer Formel ijt die Be-
redhnung der Grpanfiond: und Komprefjionsarbeit von Gafen
wnter BVorvausdjebung fonftanter Tempervatur, d. §. unter Jugrunbdelegung
pe3 Mariottejdhen Sefehes.

(Bgl. Teil 11, Geom. 105.) ig. 135,
Gtellt p, die Anfangd- O
fpannung, », dad Anfangs-
polumen dar, p, die Shluf
ipannung, v, dad3 Sdluf- 2
volumen, jo ift nad) Ma: !
]

rintte 0!
‘T‘ =1 pDEr PV =Pev,. ;
Pa vy ¥ Ny e - B

Nun it

0.4 4,0, = p,v,, ABB, A, — 0AA,0, -“lg :1 = p, %, ‘lg i“ :
1
Folglidh:
2 v ot P, 3 H 1
Grpanfionsarbeit = p, v, Ig 2 =p, 2, (l"l 5 T'T) “m’

o m = 04342945 bder Modul Dder Briggiden SLoga:
rithmen ift

Diefelbe Formel qilt fiix die Komprejfionsarbeif, nur it
babei v, < v,. Bei Dampf: und Drudhujt-Mafdjinen ftellt 044, 0,
ugleich) bie feicht zu Devedynende Vollbrudarbeit V' vor, ABB, 4,
gleidhfalld bie Gppanfiondarbeit; fept man §, und I jtatt o, und 2,
(‘“nﬁblufﬂ)ub und gefamter Hub bes ﬁv[ﬁmhw, fo wird bie UL]amt

T

acheit =V + V g-gl |T ~ ‘lg J |1 - -m'.l." EJ
Rechnet man den Arbeitddrud in itmgmmmtu pro qm, bie Hubhohe
in Metern, und ift » die Tourenzahl der Majdjine in ber Minute
Bei hinz und riidwicfendem Dampfdrud, fo ift die theoretifhe Leiftung
der Majdhine in *J;Tcrbc{tﬁrfcn

e on e . o W L1 !z}
R TR (1 + g DA =B3E0 I [1 Y m Ig 4 :

Das f'“nrqcfi:c'i[tc ift aber bdie Wrbeit besw. Leiftungsfahigteit
unter dex Unnahme, daf jenjeitd des Kolbens fich ein luftleever Raum

S e s Vet

e e ——
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befindet. Vei Auspufjmajchinen Hhat man aber den Gegenbrud bder
Atmojphiave zu Deviidfihtigen. Jjt G die leicht ju bevecdhnenve Gegen:
arbeit erfelben pro Hub, jo ift die theovetijde Nubarbeit fiiv jeden Hub

A 1 1 Tl >

Pl deal =M J — G

AR A )

aljo ijt bie Unzahl bder Pferdejtirten

Tt

Nooat™ "L'(I 1 Lo, -) — &

2250 | m o

o

) o~

it ein Ronbdenjator vorhanden, in bem bie mittlere Shanming 1 Atnio-
jbhare betvdgt, o ift nidht &, fonbdern : G abjuziehen.

Bet ‘-'\rm‘:[ufl'--*)[n'[m‘-m und Gebldfemajchinen Handelt es jich exit
um hmnmwnmt, jobannt wm Vortdrtstreiben der Lujt ohne Erhshung
ber Spanmung. Dad Diagramm fieht aljo theorvetijd) ebenjo aus.
Die Beredymung gefchieht entweder ohne Beriidfidhtigung der WMiit-
arbeit ber atmojphirijden Luft, oder, tvie e8 in Der Praxid ge-
jdhehen muf, unter BVeviidfidtigung derielben.

Hier muf man fiv die Prayxis einen erfahrungsmipigen Projent:
jab zujchlagen, wabhrend bei der Dampfmajdhine und Heipluftmaidjine
ein gewifjer Prozentjah abjuzichen ift, wenn man bden wirtliden
Cffeft beurteilen will.

Beifpicle. a) Bei dev gleidhjeitigen Hyperbel y = — joll F,
x :

3 b
¥, F berechnet tverden. Die WUnflojungen jind 0,69314 ..., Deziv.

040546 ... 274887 ...

b) Bei einer Auspuffmajdhine Habe der Kolben ben Durdy
meffer d = 0,6 m, dbie Hubhihe I = 1,2 m, die Spannung p = 5 Atmo-
jpharen. Cin Ronbenjator fei nidht vorhanden. Wie grop ift die
theoretijche Leiftung in Pferdeftarten Dei J Fiillung, wenn Ddas
Mariottejhe Gejes zu Grunbe gelegt wird und bas Sdywungrad
65 Touren madht?

WAuflojung. Ruund 253 Plerbejtavfen. (AUlfo bet 60 % wik
fichem Nubeffett rund 152 Pferdejtavten.)

c) Diefelbe Aufgabe fiiv den Fall, baf ein Kondenjator vor:
handen ift, der im Durchichnitt L’_.J Atmoiphare Gegendrict giebt.

Huflojung. Theoretijdh rund 3-47; SRferdejtarien, bei 60 9% Nub:
effeft 908; Rierdejtarten.
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Nufgabe. Wie vereinfacht fich die Fovmel bei WAndpuffmajdhinen,
wenn bet Cylinder-Fiillung mit », Atmofphiven begonnen wird?

1
Auflofung. Fiix jeben Hub und die Arbeitsleiftung der Ansdpufi-
majchine

] 7 el : v e
V4 V-ég o= V- ‘lg "
9[1]!:! N " 1 n 1 10}
J — « SO, = o9
ST gopp. B S IamEg gy o

Bemerfung., Dicfer Fall ift technijch) nicht zuldfjig*®), weil durd)
dic Arbeit AbEIHheng und Spannungdverminderung eintritt, fo dbap am
Sdluf tveniger ald eine

a. 136.
Atmojphire  Spannung
1 ¥ 2 IN: & F Ty D
herrjcht. Dag Diagramm 7 ;};,
o = . 24 ¥
ftimmt aber iiberein mit I
pem Diagramm fiir den g LI chéd 2 (¢
Borgang in Komprejfions- i s 7
ks = - - LAt
eplinbern. Bur Komprej: ! |
fion iiirbe nbtig fein die 4L L i

Arbeit BC D H, 3um Bor-
foartdtreibent der fomprimierten Suft bie Arbeit HDEA, die Atmo:
fofdre Bilft mit der Arbeit BCFA. Folglidh ift zum Somprimieren
und Borwdrtdtreiben nitig die Arbeit CDEF.

Nufgabe. Gin Gebdldfecylinder ober Dructlufteylindber Habe
1 m Qolbendburdymefier und 2 m Hub. Die Luft foll auf 11 Aturo-
fphaven jujammengepreBt und dbann aud dem Cylinder getvieben werden,
Tie qrof ift die Kompreffionsarbeit unter Mitwirfung ber Atnio-
iphire? (Wuflofung: 1170,9 mkg). Wie grop bie Wrbeit fitr dad
Hinausdtreiben unter Mitwirkung der Wtmofphare?  (Anfldjung:

5410 mkg). Wie grofy die Gejamtarbeit? (Aufldjung: 6581,8 mkg).
: 2 2 V.1e15 =y 7 o
AUESSYONED (I = gl b —— = [iefert ebenfalld Ddiveft

6581,8 mkg, fobald unter ¥V bdie Arbeit HDEA odber BCFA ver:
ftantden twird.

Madyt die Majdhine doppelwirfend 40 Touren, jo find theorvetijdh
erforberlich ~ 117 Bferdeftarfen; bei 25 % Bujdlag mwegen Dber
Nebeniverftande ~ 146 Pferdeftirten.

Nnjgabe. Wie viel Leiftungsdfibhigleit ift ndtig, um pro Sefunbe

1 1
31 4

unter fonjtantem Gegendrud aud dem Cylinder zu freiben?

” o - o
1 chm R2ujt auf 4, pe3 Naumesd ujammenguprefjen und

#) Weiter unten wird das adiabatijde Diagramm beredynet.
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Wufldjung. Man bdenfe fih den Cylinderfolben vom 1 qm
Querfdnitt und 1 m Gejamthub. Die obige Formel giebt dann bie
theovetijche '“ﬂi]'n[nq-'%ﬁil']tqtvrr port 95,5 Pferbejtarfen, 1515 Pferde:
jtavferr, 191 Bferbeftdvten fiir bdie tretbende WMajdhine. |

13) Bemerfung iiber vationale gebrodene Funftionen.
Getviffe rationale gebrodene Funftionen lafjen fich auf gange
vationale juriidfithren, 3 B.

Jl‘l:,:} gedll T - ._1 — pn—1 + ph—2 _!_ ;..!..-a—LE __:__ ke _|_ T _"E_ 1%
Diefe finnen affo nad)y Abjdnitt I behanbelt werden. So ift 3. B.

=] | e & = {a.’“ 1
nac) ber Summenforntel fiiv die Kurve y = -

~—1

T n—1 n—32 2

/1 {1 L I
el AW T i i i sy :
0 e b e B 2 AR

PBei anberen aber geht die Divifion nidht auf, 3. B. bei
1 : £ ." }14 1
=14+t +2*4 -4 a2*+ )
\1 =g

Darf man das Rejtglied fiix » = oo vernachlijiigen, jo Hat man
eine fonvergente unendliche Reihe, mit Deven Gliebern vermutlic
ebenfo  verfabren werben barf, wie mit einer ganzem tationalen
Sunftion. Dieje Bevecdhtigung ift genau zu unterjudjen. Hat aber dasd
Reftglied nicht die Grenze 0, fo ift die unendliche Reihe unbraudybar.

Um affo einen Fortjchritt su exmdglidhen, Hat man bdie Theorie
per unendlichen Reifjen aufpuftellen. Died foll im folgenden Abjdymitte
angebahnt werden.

T, Allgemeines fiber die wwendlichen Reiljerw,
a) Ridblid auf die bereitds befannten Reihen.

14) Sn Folgendem fofl unter ,Reihe” im Algemeinen eine
yunendlidhe NReihe” verjtanden twerden.

St Tetl 11 wurden folgende Rethen jummiert:

1) Die geometrifdhe Reibe

2 5 \ e 2
14+ata? 4o’ ot o= s jedod) mur fiir —1 <z < 4 1.
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2) Die Erponential-Reibe

aT T - | T g Ak

1Lyt — 5, - Lﬂ:! 4 ... = ¢*, fiiv jeded beliebige o

3) Die Sinusd-Rethe

' T2 vl : ey oo )
e T T 4 ... =gsing, fiir jeden belicbigen Bogen x

i

4) Die Cofinusd-Reihe

T S &t e AW T
e - T 4 ... =cosx, fiir jeben Dbelicbigen Bogen z.

5) Die Reihe der potengierten Fabhlen:

m = D

1 =5 O l_lr_- _|_";_‘,-_;i'-J __!:_ 3& _‘I____ __-:l-- ﬂij et _1___
n2+1 2 / nPt1 et
=1

fiit » — oc und jundadft mur fiiv ganged pofitived p.

15) Die Frage, ob die febtgenannte Reihe aud) fiir gebrodjenes p
eite Summe hat, fonn vorliufig nur teilweife auf geometrijdem
Wege unterjucht werben.

Sigur 137 ftellt ein Quabdrat von ber Seite 1 mit ber em-
befdhriebenen Pavabel y — 2* bdbar. Die

Bajis ift i n gleide Teile -eingeteilt, Tt

; \ : T D S
unb bie ju Redteden vervoljtandigten | /
Gtreifen Haben bdbie Snbaltsiumme . V4
1 /132 17252 1 /3\2 1L fn)\2

i S ( o R e
7 {-,‘.13._) 22 n (n) ' m w) ! g Hk'ﬂ.) '
pder, fiiv » = oo,

L i U e S |
n® =

Da fiir » = oo die Treppenviume iveq:
fallent, Jo ift bad Quabrat durd) die Parabel
in die Fladenrdume ;‘; und ) etngeteilt.

flappt man Ddie Figur um bie
Dingonale AC, wodurd) x unbd y bver:

taujcht twerden, jo Hat man die Parabel
1

v / g v - F
=1y oder y =Yz = x* mit Hori:
sontaler Adhe.
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Teilt man die Bafiz wicder in n gleidhe Teile ein, jo Haben
die entfprechenden Ordinaten der Heihe nad) die Langen

1 1 1 1
Ijﬂ [2y 2 f 8 2 fn\ 2
(-}: el { ﬂ) Y (\w ) J f ( " ,) !

bie SJnbaltefumme der zu Redhteen erginzten Streifen ijt

poer

JFitr n = oo fallen bie itbergreifenden Treppenviunte iveg, und die

& e i i ' - . T 1 o "L,
idraffierte Flache toird nad) Obigem gleid) = - = — Folglid):
TR .
2 i
Filr » = oo ijt
1 I _| 1
e e s R
1 oL
S -1 = 1
n- =

S derfelben Weife zeigt man, Ddaf Ddie Pavabel Hoberer
Ordrung y = «f filv ganged pojfitive3 p dent (p 4 1)t el von
der Quadratflade 1 abfdneidet, fo bap ber Nejt

{ 1 = el i 1
p+1 p4+1 1 Ly
_’}]
bleibt. Die um bdie Diagonale AC geflappte Figur giebt Die
1

Qurve 2 = y? oder y — z?. Die neue Streifencinteilung zeigt, dap
fiix » = oo iieberum ift

1 1 1 1
2 par e et - 0
2 1' ; —_
+1 =
] | L
n P

jobald p gamy und pofitiv ijt.
Demnad) [dgt fich die Formel

Ll i

H L

o pP+1
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. A 1
auc) dann auf bie Qurve y = z? anienden, wenn p = i L
3 ]
eine ganze Babl ift. So ift 3. B. fiiv die Kurve y =Yz = 2°
1 =1 |
T i
' 2| B .8
J = = — 1
4
0 l -1

Sdhont darin liegt eime bedeutendbe Eriveiterung.

©piter aber fjoll gezeigt twerben, bdap die widhtige Formel 5
und damit auch) die Flacdenformel fiiv Deliebige Erpomenten richtig
bleibt, fobald biefe nur grofer ald — 1 find.

b) Giniges iber Sonvergeny und Divergen unendlider Reifen
mit lauter pofitiven Glicbern.

16) Nad) Obigem giebt ed Reihen, die fiir jeden beliebigen
TWert der maBgebenden Grbfe = fonvergent {ind, wie 3 B. bdie
Crponentialveife. Unbdere find mur innerhald gewiffer Grengen
fonvergent, wie 3. B. die geometrijche Reibe, anbdere jtetd3 divergent.

a) Cine NRethe ift Ddivergent, jobald ifhre Glieder zunehmen,
ober gleidh grof bleiben, oder wenn Ddiefe, obwohl fie abnehmen, jtetd
fiber einer endlichen ®Grife bHleiben.

©o ift 3 B. die NReibe

: 1) 1 fi] it Ak
2+ (I _1 + (1 .;) s “ H) I ‘-\Illi) i (I:‘.:?) g i
divergent, weil die @licder jtetd grofer bleiben, alsd 1

b) ©elbjt twenn bie Glieder fich der Gremge Null unbegrenst
ndbern, braucht die NReibe nidht fonvergent zu jein.

©o ijt 3 B. die jogenanute harmonijdhe Reihe

1 e L

1—|_2+3—|_4+":’,"_‘_|;+'

divergent, wad man an folgender Gruppievung evfennt:

1 1 1 & 1 1 1)
I '_%F(:j =5 .1) = (\5, 7 Ry T'F!F S_)
1 1 1 1 1 1 1 1)
Sfe [9 I 10 i 1l =53 12 a7 13 = 14 -+ 15 =] Jﬁ,} =

pier hat jede Gruppe doppelt jo biele Glieder, ivie die vorhergehende.
Die erfte Klammer ijt griper ol 2 - _1” bie siveite grifer alg 4 - —

8!
1 - ' -, = S
i W fow., jebe Slammer aljo -grioger

Dolamiiller, Mathematil. IIL. 10

die folgende groper ald 8 -
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ald 1 el in der neuen Neibe jedes Glied grifer als 1, ift, mufp
fie Divergieven.

Wie weit man alfo die Harmonijhe Reihe aud) jummieve, jtetd
bleibt Der Meft qrifer alg 1 ober eine anbere endlidye Babl.

¢) Diefe Betvachtung fithrt auj iolgended Sriterium Dver
Qonvergens: Gine Reihe fonvergiert, wenn man den Reft,
per nad) der Summicrung der n erjten Glieder fibrig bletbt,
padburd) beliebig Elein maden fanu, dafy man #» groper und
grifier madyt.

Die Reibe zerfillt damn in zwei Teile, s = s, = 1, 100 5, Die

endlidhe Summe der n erften Glieder, r, die der Feftglieder bezeichuet.
Man nennt s, dad jummatorijde Glied, », das Rejtglied.
Qetitered ftvebt der Gremze Null zu, erftered eimer bejtimmien Grenze
s, bie mit dber Summe der Reihe ibentiid) ift.
Das Guticheidende fiir die Qouvergen; ift alfo nicht bdie Ub:
nafme ber eingelnen @lieder bis zu unendlidjer Stleinbeit, jonbern
oie WAbnahme der gejamten Reftjumme bid zu unendlider
Qreinfeit, 5. h. bis zur Null.

d) Gin zweited Qritevium bevuht auj dem Pringip dev Reihens
vergleichung, 3 B. an dem BVergleih mit der geometrijchen Reibe.

St in einer unendblicgen Reihe von einer bejtimmien
Stelle an jebes Glied fleiner, als das entfpredjende einer
fonvevgenten Reibhe, o ift and) bie erjtere Reihe fonvergent.

Weil namlid der Rejt der Hiilfsreihe der Gremze Null zujtrebt,
fo faun Der Mejt der amdern Reihe feiner gripeven Grenze zujtreben.

o) Mit Hiilfe der geometvijhen FReibe erqiebt fid) ein neues
Qritevinm. Bleibt der Quotient ded (n - 1)*" und n'" Gliedes
pont einer Deftimmten Stelle ab angebbar fleiner alg 1, fo
ift die Reihe fonvergent.

ol 1
. . in . P . . it == 1 y =
Bleibt 3. B. von einer beftimmien Stelle ab < 0,999,

fo fonvergiert bie Meihe von dort ab in Hiherem ®radbe, ald Ddie
geometrijche Reibe
a, -+ 0,999 a, + 0,9992a, + 0,999 4, 4 0,999 az 4 - - -

cr s

S fx=0090" 1000
1
: G : : ot : e
bei Der —TL ftets qleidh) 0,999 ift. Die Glieber der zu unters
) b I U
n

fudjenden Reihe find eben von der betreffenden Stelle ab fleiner, alg bie
i

ber geometrijdhen Hiilfsreihe. — Die Harmonijdhe Reihe ijt nidht
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1
a4 8
. L il n -+ 1 n
fonvergent, denn Dbei by — = = — — fitr
gent, SELEGE St , 1 n -+ 1 1 !
; e
T i

n = oo gleih 1, alfo nicht angebbar fletner alg 1.

f) Die genannten Kriterien find durdhaus nidt augreidend
sur wijfenjdaftliden Begriindbung ber Reihenlehre, jondern
nuy filr bad auf bder Hioheren Schule ju behanbdelnde Gebiet derfelben.
Denn erjtens bleibt in dber Regel der Gremzfall jelbjt ziveifelhaft; eine
Reibe fann 3. B. fiix o <1 fonvergent und fiiv » > 1 bdivergent
fein. Dann ift nod) cine bejondere Unterfuchung ded Falled 2 = 1
nbtig, fiir ben entiveder das eine, oder bad audeve einfritt, oder efwa
ber Btveifel beftehen bleiben fann. Sweitend fonnte ed Feiben
geben, Die fonvergent find, obiwofl die obigen Rviterien an ibhnen
nidht exfennbar find. ©o it 3 B. nacdh Euler

o

£ e o) At S 7
BT a T e T & SES A e T
1
1
a PN EE L . .4
n--1 n + 1) 0 7 1

5_}[11]_]-1'&[' T e LA ——— — e 3
= a, 1 (n - 1)2 n*-+ 2n 4+ 1 sk 2 i
n* e omd

fliit » = oo Dder ®renge 1 zujtvebt.

. - ' . ¥ uﬂ, o v
&8 fHandelt fih alfo um eine Reihe, bei bder l:r{ jehlieRlich

mn

nidit mehr angebbar fleiner ift, ald 1, und bdie trosdem fonvergiert.

e - 1 wt i o : ; o
She DG | — = f i — - EL e Betwetie Fiir
Gbenjo ift EJH_: gg i >-HL" aip. O Bewetje [iiv

1 1

Diefe Summierungen gehen iiber ben Vereid) der Scdule Hhinaus. €8
handelt fich hier nur um VBeifpiele fliv bdie jdhwievigeren Fille.

g) Qft eine Reihe ald fonvergent nachgewiejen, fo fann man
jeded ihver Glieber mit eimer fonftanten ®vofe & multiplizieren, ohue
bafy die Qonvergeny verloren geht. Die nene Summe ift ks, wenn
s die Summe dexr urjpriimglichen Rethe ijt.

Multipliziert man jedes der Glieder mit einer beliebigen pofitiven
Bahl, bleiben aber die verfdhicdenen Faftoven fleiner ald eine enbdliche
Bafl &, fo bleibt die NReibe fonvergent, und ihre Summe ift Heiner
ald ks.

o ergiebt 3. B. die Multiplifation desd endlofen Degimalbruchs
1

4]

; 1 1 1 1
S ke e o=
U‘,}..f 11111 == 10 100 0 Ionn e

10%*
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mit 5 den enbdblofen Degimalbruch
0,555555 -+ - = 1; + X TR e
affo bag 5:jadpe.

Dagegen giebt die Multiplifation ber eingelnen Gfieber mit gany
beliebigen einjtelligen Bahlen (bie famtlich nicht qrifer a8 9 werden)
einen im allgemeinen irvationalen Dezimalbruch, deffen Summe endlid)
und Heiner ift als der 9-fache Brud), oder als der Brud), den man exhilt,
wenn man die Stelle, bei der man abbridht, um 1 erhoht. So ift 5. B.

1 YR o 1 . { =
o il 100 _'_ 1- 1000 T 2 " 10000 =9 100 000 1

=g — 314159 . .. < 3,14160.

1
10

3-1+1-

17) Fiiv eine fonvergente Heihe fei die Summe
S =8, + Ta,
o s, bad jummatorijge Glied (bie Summe der n erften Glieber),
r, die Reftjumme bezeichnet. Fiiv eine speite fei ebenjo
0 = G.l ';}.ur .
Andition betber Reifen giebt
5 —{-— 0 = 8y —]l—- Op —'— I::TL“ _]_ {'},,,:}.

Weil mun fowohl r, ald aud) o, filr n = oo der Grenze Tull zu-
fteeben, fo folgt, dap die duvd) Summierung entitanbene Reibe eben=
falf3 fonvergent ift, und daf ihre Summe gleid) ver Sunume dex
beiben urjpriinglichen Reiben ift.

Dasfelbe qilt von der Subtraftion.

Durd) Multiplitation der eingelnen Glieder beider Neihen er-
halt man

("‘-'.'; + fn} (.ﬁn "{'— On) = Saln + Fnn —I— QnSn Jl_ FnQn-

TWeil s, endlich ift, », aber mit wachfenden » dev Null Fujtrebt,
fo famn fiit » = oo r,s, gejtricdhen werben. Dasjelbe gilt von 0,5,.
Gudlic) fann r,0, gejtrichen terben, weil beibe Fattoren der Null
juftreben.  Demmad) ift die durd) Multiplitation entftanbene NReibe
fonvergent und ifre Summe ift gleih) dem Produfte dev Summen der
beiben urjpriinglichen Jeiben.

Durd) Divifion erhalt man

no m
I iy
T = (] ¥ lu
Gy _I_ Q0 O Qn
R
g a

—
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Wennt », und o, der Null zuftveben, o, aber endlidh ift, fo fann
i b Loy ; g o I

man b_“ und — fiit # = oo fireigen. Da ferner -ﬁ” =1 ift, fo
iy J?I- i

&
bleibt vedhts ftehen OT
Alfo: Mit fonvergenten Reihen, die nur pofitive Glieder
haben, fann man die Addbition und Subtraftion, die Wulti-
plifation und Divijion, folglidh) aud) die Potenzierung und
bie Radicierung ebenjo vornehmen, wie mit gewohnliden
Bahlen. Die newen Reifen find ftetd fonvergent und ihre Summe
iit befannt, wenn fie fiiv die gegebenen befannt war. Dasjelbe gilt bon
alfen Redynungdarten, die aud den genannten fich ableiten lajjen.

¢) Giniges iiber Reifen, die and) negative Glieder enthalien.

18) a) Eine NRethe mit unendlic) vielen pofitiven und unendlich
vielen negativen Gliedern ift unbedingt fonvergent, wenn die pojitiven
fiiv fich eine fonvergente Meihe bilben und Ddie abjoluten BVetrdge der
negativen dasfelbe thun. Denn man darf dann beide Hiilfsreihen
burd) Subtraftion mit einander verbinben.

b) Sie ift ferner unbedingt fonvergent, wenn bdie Summe ber
abfofuten Betrvdge beliebig bvieler Rejtglieder dadurd) beliebig flein
gemadht werden faun, daf man die Anzahl » der jummiesten Glieber
(bie s, geben) grof genug madht.

¢) Ste ift ferner unbebingt Tonvergent, wenn die NReibe der ab:
fofuten Betviige famtlicher Glieber eine fonvergente Reihe bildet,

e o ’ . . i : &y 11
d) Sie ift endlich unbedingt fonvergent, wenn der Vuottent S

port einem gewifjen Glicbe ab angebbar fleiner ift, als 1. i

Die Beweife beruben auf der Vergleihung mit den vorfer be-
hanbelten Reiben.

o) Pat bdie Reihe abwed)jelnde BVorzeihen, o reidht e3 fiir bie
Qonvergens vorlinfig aus, dap bdie Glieder zu unendlidjer Kleinbeit
abnefmen. (Ronvergente odcillievende NRetben.)

©o it 3 B. in der hier gejdhriebenen Neibenfolge

etne fonvergente NRetbe.
®ruppiert man namlich folgendermafgen:

L TR
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jo erhilt man bdie Reibe

TE . g ey T T T

6 50 42 (e ]
in ber man, wenn man abbricht, ftetd eine 3u grope Summe bat
Gruppiert man dagegen in der Form

e e R e e

\

Lesho il sty i o
SR e T | B ] HR |

]

jo erhilt man eine zu Eleine Summe, fvemn man irgenoivo abbricht.
Die uripriingliche Neihe iwird aljo zivijdjen tnmer engere
Gremzen eingefnitet, je teiter man geht. €3 fragt fich, ob fich die
Grenzen unbegrenzt ndbern.
Sea+1 it 31U GrOB, Son ift zu flein; da aber
1

an 4+ 1'

ci |

YEn |

o3 n —E-- | i

fo ift fiir unendlich grofes n seni1= S22, 0. h. bie obere und
untere ®renge ndahern jich) demjelben Werte.

Die zu grofen Werte find der Reihe nach

1, 0,83333...,- 0,783383...,
pie zu fletnen
L 0,58333..., 0,616666...,
Die Reihe ift aber nidt unbebingt fonvergent, Denn Die Summe
Hingt durdjous von der Anordnung oer Gilieder ab.

Gruppiert man ndmlid) folgendermagen:

___l|1_1 _J._‘L_E_.L_l')_i_("'I'_!_l__ 1
e EET 2] L5 75 7 L e e T i
o 6 5, e SR R 8 VR
s {_J:.; 115 "";] | i

fo Daf auf jwei pojitive Glieder jtets mur ein negative jolgt, fo
enthilt die Reibe allerdingd bdiefelben Glicder, tvie borher. Geht
man aber i3 sum 24" Gliede, fo hat man im erjien Salle gletd)=
piel pofitive, wie negative Glieder, im andern Falle aber
boppelt fo biel pofitive, al3 megative. BLorher war s dev
®renzivert von

R e SR

_L(nl : 5 v -1 1)'
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jebt Dagegen ift o der Gremzivert von

AT S R e
Die Diffeven ift
Oy 51
T i “‘:'t: ‘I i — | I|Jld{|:ca+ 113 = :.} = F:_ {:.5_,,1. 2 I_‘;.-a -_1-_]”.}
— 1 A4 D+ e te—a)]
— A4 E =D+ G+ = —57)

Fiir unendlic) viele Glieber erhilt man die Grenze

1 S e L l Ji=ts :
1'_2“1'::_".1-?"-"+'“-'_"z"'

o L]

1
g - S == -
2L

Folglich it

Die Summe Dder NReihe Hhiangt alfe wirflid von der
Anordnung der Gliecder ab.  Deshald jagt man, fjie jei nidt
unbedingt, fondern nur bedingt fonvergent. Jeder Art gefehmapiger

nordnung entjpricht eine befondere Summe.

19) Mit Reihen von nur bedingter Konvergeny mui man aljo
gany Dbefonders vorficdhtig fein. Die Borfidht war Dbei bem Beifpiele
nitig, weil wedber dad Rriterium ¢), nod) dag Kriterium d)
erfitl{t war. (oo — oo ift unbeftimmt.)

Much davauf jei aufmertjom gemadht, baf3, wenn man die Glieder
ber Dbetradjteten Reihe abwedhjend mit 4 1 und — 1 multipliziert,
bie divergente Darmonijhe Reibe entjteht. Diejelbe Dperation
miirbe eine unbedingt Fouvergente Reibe twiederum in eine unbedingt
fonvergente vermwandeln. Hier aber geht Dbie Souvergeny bverloren.
Man evfennt an diefer Stelle einen tvichtigen Unterjchied zwifdhen
Reihen von endlicher und foldjen von unendlicher Gliedberzahl. Bei
Reifen von endlidher Gliederzahl ift bie Anordmung ber Glicber
qleidhgitltiq; bei unendlichen Reiben ift fie muv gleidgitltig fiiv ven
Sall unbedingter Qonvergens, dagegen ijt fie von Cinfluf fitr den

# Sepe Gimpelflammer ift in fich umgeformt foorden, indem man ifre
beiben lepten @lieber vereimigt hat.
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Salf Der mur bebingten Ronvergeny. Bon bden fiiv endliche
®liederzahl giiltigen Gefepen bdarf man alfo nicht ohme
weitered auf unendlidhe Reihen Antvendung maden

Mit unbedingt fonvergenten Reihen fann man fdmtlide
Redynungdoperationen unbeivrt vornehmen; mit dbivergenten
und nur bebingt fonvergenten fann man aber nidht vednen,
wie mit gefdhlojjenen Ansbdriiden

20) NMur nod) einer bejonderen Wrt von waqc*mn JNeihen fet
gedacht, ber divergenten nécillierenden Reihen. Died find Reiben
mit abtwedjjelnden Vorseichen, bei denen die Glieder entiweder Tonjtant
find, oder abnehmen, jeboch ftetd iiber ecimem beftimmten endlidyen
Werte bleiben. Solche Reihen find 3. B.

g S R Iy SRS ST
DDer
. ol 1 5.1 s g
3, TR . 9 = E). o [ - == £ e 1 9 ] R e
: Sy “% 7l ‘2. lb_f 261 T 2555

S der lepteven Reihe ndbert fidh die SJJ toanfung tmmer mehr

ber Sdwanfung um = 2. Die Gumme ift alfo unbeftimmt.

21) Reiben bon ber Form
s=a - bx 4+ ca® + do® + ex* + -
beseichnet man af8 Potengreihen. Die fonjtanten Faltoren «, b,
¢, d, ... tonnen willkirlidh jein, ober nad) einem beftunmien Gejeise
auf einanbder folgen. .(Vou mnegativen und gebrocdjenen Crponenten
Toll jebt abgejehen werden, vbrohlaud) a4 ba—*+4-ba—*+ba— - .-
1 3
und @ 4 bx? 4 bx? 4 .- hierher gehoven.)

Drei Hauptfalle find miglihg: 1) Divergens fiiv jeden Wert
port «; 2) Konvergeny fiir Werte bon x, die swijden zivei Grengen
fiegen; 3) Konvergeny fiiv alle Werte von .

Beifjpiel su 1. Die Reibe

11z + 21a® 4 312% 4 4lat 4+ 5l8® 4 - - -

bivergiert fiir jeden Wert von z, denm 8 ijt

Gyt 1 nlz®
== - e = Nq
@, (n — 1} L

St mm o aud) nod) fo fein, das junehmende n bewirkt {dlieplid),
baf Der abjolute Wert von n-2 > 1 mwird. BVon da ab mnehmen
bie Gficder der Reihe zu, und fte ift divergent.
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Beijpiel g 2. Die Reibe

L g ;o 23 SR
fonvergiert fiir — 1 <z < 1.
Beijpiel 3u 3. Die NReibe
= e

E AR e

gy )

1+

ift fiic jeben beliebigen Wert von o fonvergent. Denn ed ijt von
einem geifjen Glicde ab aud) fiiv nod) jo grofesd x ber Quotient
A T Fri

T = — = — qabfolut genommen fleiner a3 1.
a, (n -+ L} =l 'n' :

22) Gindb mun 3 B.

stoei fonvergente Potemreiben, und liegt « fitr beide Reiben
innerhalb der Ronvergenzgrenzen, fo find nad) Obigem folgende
Rechnungdoperationen und Gletdjebungen gejtattet:

s 5 = (@ + a)+ 0402+ (4 ¢)a* + @+ a)a + -+,

s— s = (a—a)+bd—0b)e+4(c—e¢)a* 4 (d— {Fi)mg 1
s-8 = aag, + (ab, + D r'.flj.;' -+ (ac, —|— bb, + ca,) o

e lf_r':rij —+be, b, {?ffl),),‘

|

Gbenjo folgt ausd Der rein mechanijhen Ausredhnung mit Hiilfe
ped getifnlichen .a,-.mnouz]d)v]nau

sis,=(a+bz+ca®+ da 4 )1 (g, byo 2"+ d T S
- i s et Aty
__a - a b : ab, i a.‘\.tt] C— ac) : by (4,5 — ab;) < P
ay a; rf'l

Ferner it
=g + 2abx 4+ (b® + 2ac)s® + (2ad + 2be)s’
-+ (& 4 2ae + 2bd)a* +
Yuch anbere Potensterungen und ebenfo die Wurzelandziehungen

find geftattet. ©po ijt 3 B. dag Rednen mit enbdlofen irvationalen
Degimalbritchen erlaubt.
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Sm folgenden Abjchnitte ol eine Potenzreihe von bejonbdever
Wichtigteit behanbelt toerden.

Sind die Konffisienten a, b, ¢, d ... jum Teil tmagmar pbexr
fompler, fo dndert died an der Betvadtung nicdhtd. Jijt dagegen bet
einer Neifhe = fombpler, fo fanm man den veellen und dem imaginaren
Teil ber Reibe fitr fidh Dbetvachten und fiiv jeben bie Konvergens
unterjuchen. Stait Ddefjen fann man aber auch unterfucdhen, fiiv
welden abjoluten Betrag von @ 4-yi, b. h. fiir weldes s = Va4 o
bie Reihe fonvergent ijt. Die Grengwerte bon =z liegen, geometrijd
bargejtellt, auf ecinem um Null gefchlagenen Kreife, der als der
Ronvergenzfreis bezeichnet wird. Genouere Unterfucdjungen diber dieje
Dinge iiberjdhreiten das Fiel dber Schule.

IV. Die Wewtonfdye Reilje und der binowmifdye Lehrfoly fiiv
gebrodhene mnd negative Erponenten,
23) Die Newtonjde Reihe und ihre Konvergens
S Teil II, Urithmetif Nr. 30, war fir gange, pojitive Ep-
ponenten » betviefen worden, daf

, 1o nmn—1) ,  nhr—1)n—2) 5 , e
1+ T s T 1-2.-8 Gfogibalc m )

ift, wobei bie MReihe mit dem (n 4 1) Glicdbe abbricht.

Bilbet man nun fiiv gang belicbiged p die jogenannte New-
tonjdhe Reibhe
pip —1Lj(p — 2)

VI PP —=1F a) g
2o RO 2O

fo erftrectt fich diefe im allgemeinen ind Unendliche, und e3 jragt fid,

ann fie fonvergent und wie grof damn ihre Summe ijt.
Der Duotient ded (» 4 1)*" und »*" Glicdes ijt

pip—1)(p—2)... .;:p__— n - 1) v PAP- (p—2)...(p—n L
3 e 1-2.8...(n—1)

oDer
(p—m-1) p-F1
- r=—a -+ T,
[ "
Kiir fehr grofed » ndbert i) dies dem Grempwerte — . Jft ber
abjolute Betrag Ddesfelben angebbar fleiner ald 1, jo ift nad) 184d)
bie Reihe Fonvergent, ift ev grifer, jo ijt jie divevgent. Dev Biifchen:
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fall, dafy er gleih 1 ift, foll hiev nicht umterjucht jperden.  Filx und
reicdht Folgendesd aus:

Die Newtonde Reibe ift tonvergent, Jobald der abjo-

) L f

{ute Betrag von = angebbar fleiner ald 1 1ft

Um bie Heibe zu fwmmieren, mufp man zunddit gewifje Cigen:
jhaften ifrer Roeffizienten Tennen levnen, tpobet man vorliufig um
binomijhen Sae fiiv ganze pojitive Erpouenten suriicfufefren Hat.

Sind n und v gange, pojitive Jahlen, und bezeichnet man bie
Binominalfoeifizienten der Reihe nadh mit ny, ng, 7y, ... begiv.

3 ) . 21 Mg, 3

1

vy, vy, Vg, -+ (0 ift nad) dem binomijden Safe

(1 4+ 2)* = 1 + nz + nya* + nga® + n, Gl

1+ ;r.‘:;" — 1 4 v 2+ vyo* | v Sy 2t
Durd) Multiplifation erhalt man daraus eine Formel fiiv

(1) (1 + 8y = (L 2,
niamlid)
[\l + _,-)” ke | + [-:”I .—]i— ;Jl;l @ + ,'_:,'.'__, + g ¥y -l r-'._el_::l %
{1k I =1 = L e Loy e | [
T (g Mo¥y —1— My =~ Vy ) d 1 .

todfrend ac) dem Dbinomijhen Sabe bei entjpredjenver Bezeidhnung

per Qoeffiztenten zugleid) ift:

(AFartr=1-+ @+ v)z+ (nfv)y2* 4+ (n+v)s2°+ -
Die Koeffizienten der entjprechenven JPotengen von =z miiffen, ba

¢s fich nur wm eine anbere Schreibweije handelt, in beiden Gleichungen

fbereinftimmen. ©dreibt man fie in ibrer eigentlichen Fovm, jo
exhiilt man folgenbes Syftem von Gleidungen:
! | v ! % —!—_— P
B ot asa !
nin —1) i 0 Tt (n—+2)(n-+r—1)
g o Pl 1.2 '
nin—1)m—2) , an—1) v  n v(@—1)
1.2.8 S TR e WS R R
m+»ntv—1)n4v—2
T T g S

nin—1n—2)(n—3) | n m—1)m—2 v , n(n—1) 2(x—1)
1759 8.4 ! R 8 . T =g 1-2

n viv—1)(» — 2) v —1)(» — 2)(» — 3)

1 I
g s B 1- 90 -8k
m+v)m4v—1)@n+t+v—2)0Av—3)
ok 1-2-8-4
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It jeder diefer Gleichungen erfennt man aud burd) Ansmwerhing
per vedhten Seiten, dafy fie ibentifde find.

Daf fte aud) fiiv gebrodjene und negative » und » identijdje jein
mitfien®), evgiebt fich durd folgende Uberlegung. Jit » fejt und » ver:
anberlich, fo Hanbelt e3 fich vechts und [inf3 der NReihe nach um Aus:

priife 1., 2., 3., 4., ... Grabes in Bezug auf ». Die Ausbdriide auf
der linfen Geite mbgen daher der Reibe nadh mit £, (v), f2(»), £
bie auf der redhen mit ¢, (v), @:(v), @5 (v) ... bezeidhnet erden.

Sie find der Reihe nad) in Bezug auf » vom 1., 2., 3. Grade, und find
ganze rationale Funftionen von v, die Hiv alle pofitiven ganjzahligen
Sderte nad) dem Hinomijdhen Sabe fiiv gangzahlige pojitive Erponenten
fibereinjtimmen. Daher ftimmen § B. fo(v) und g@,(»), Ddie bom
piet Grabe find, filr mehr ald p 4 1 Werte itberein, find aljo nad)
Abjchnitt 2) vollfommen ibentijch und ftimmen fiiv alle dent:
barven Werte von v, fiix gebrodene, irrationale uno jogar
flir imagindre und fomplere fiberein.

Dies gilt unachit fiiv jedes fejte, ganzzablige, pojitive n, aljo
beim Grade p fitr mehr ald p 4 1 foldper Werte; folglich find fie
aud demfelben Grunde ibentijch ald gamge vationale Funitionen von ».
Damit ift die volle Jdentitdt nadgewiejern. Die Gleihungen
gelten alfo, wenn man jie rvein medhanifd) und ohne jede
Beziehung auf ben binomijhen Lehriak bildet, nidht nuv yiiv
gange und pofitive n, fondern audy fiir gebrodene, negative,
jogat aud) fitr ivrationale, imagindre und fomplere » und ».

24) Berallgemeinerung ded binomijchen Lehrjabes.
Nan Hilbe rein medanifd fiiv beliebiged » und » bie Newton=
jdhen Reihen

1+ mae 4 ne2® 4 nga® - nyat 4 -+ - = B(n),
1 4+ vz 4 v,2* + vyt 4 v, g4 ...= 0B ('.,_rjr
bie unter der Voraugfepung — 1 <z < + 1 fonbergent jind, jo

bafy ihre unbefannten Summen mit B(n) und B(v) begeidinet
werden bitrfer.

Durd) Multiplifation geht aud fonvergenter Reihen twieverum eine
fonvergente Reibe DHervor, bderen Summe gleidy bem ‘Produfte der
urfpriinglichen Swmmen ift.  Demmnady ijt fier

1 4 (ny + ») &+ (ny + nyvy + vy) 2°
+ (ng 4 ngvy + myvy + IS e S (n) - B(v).

*) Mian hat dabei von der binoutjden Entjtefungstveife ganz abzujehen
wnd die Gleichungen vein medanijd) hingujdhreiben.

e T,
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Snfolge der borher Dewiefenen Jdentititen darf man (fiir beliebiges
n und v) fiiv bie linfe Seite jdhreiben:

1+ (n + v), &+ (:n + »), 2 + (n + ), &° 4 - -,
wad man analog mit B (n -4 ») 3u begeihnen hat. Folglid) gilt fity
die betveffenden unbefannten Gummen idbentijd die Gleidung
1) B(n) - B(v) = B(n + v),
in Dder man ofhne weitered dad Abdbitionsdtheovem Ddev
Rotenzen gleidher Grundzabl wieber evfennt.

Sind alfo & B v, O, ... gany beliebige Bahlen, die sur medpo-
nijchen Bildbung ber Koeffizienten Nerwfonjder Jeihen benubt find, o
giflt fiir den Konvergenzfall — 1 <2 <<+ 1 bie Gleichung
2) B(e)-B(B)-B(p):-=Ble+p+y+--)

Gept man hier e« =p =9 =---, fo jolgt fiir beliebiges o,
aber fitr ganzes pofitives », die Formel

3) [B («)]* = B (na).
1 e
Gept man 3 B. o= _-m, W0 m und #» ganze, pofifive

Bablen find, jo twird
- 1 8 e = 1 E i N
[b (?1 . -m.)J = (:a = ni) = B (m).

Siir ganged pofitives m ift aber B (m) = (1 + =), jolglid) ijt

3

ey 1 zar=t
J)’(-:;) = [B (m)]* = (1 + «)*,

p. h.: Die Gleihung

p_ pw—1) 5  pPlp—N{E—2 . e
1 _[_1}__{_, — 2 - o ;i g _;'-5_%_...:(1 .{_ﬂ;)F
gilt bei — 1 <2 < -+ 1 aud fiiv ben pofitiven, gebrodyenen
Erponenten p = ?:

Sebt man in B («) - B(f) = B (e - f) fiix g den Wert — «
ein, o iirh

Bla)- B(—a«)= DB (¢ — «)=B(0)=(142) =1,
alfo 1jt = \ 1
B oy
Qft nun o eine pofitive, gebrodjene ober ganze Jabl, o ift B ()

= (1 + =)% aljo

B(—a) =~ ;___\.& — (k)=
{ x)

|
i
I‘

e LT
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Tolglidh: Die Gleichung
ta } ) Y, 3

‘” & p—1) 5 , pp—1D(@—2) 5 e
_|+ 1.2 o _1_ 1._2_5:; ) _I_"'—\]. ___I_\{ o
gilt bei —1<a<+1 and) fiir dem mnegativen (gangen
pber gebrodhenen) Crponenten p = — e

Bemerfung. Auf den Fall, wo in (1 4 x)? der Erponent p
svvational oper imagindr ift, braucht die S{ementarmathematif nidt
einzugehen. Die Poteny bedarf bdamn einer befonberen Definition,
und Diefe fwird Durch) die entfprechende Newtonjdhe Reihe gegeben,
sie Samm mewen Unterjuchungen zu unteriverfen ift.

(o]

5) Binomijde CEntwidelung irvationaler Ausdriide.

P-‘)

et binomijche Lehriah fitr gebrochene und negative Egponenten
[Mtuitc eie beravtige Fiille bon Univendungen, baf er ald ein
Haupthebel der meueren Mathematif begeichret werden darf. Sundcdit
finben die in Teil II itber die Grponentialreihe, ven Motvrejchen
Qefrial, iiber die Reifent fitr Cojinus wnd Sinud gegebenen Aus-
fithrungen ifre Abrundiung durd) dagd Uufheben der Bejdrantung auf
gane pofitive n.  ndere Anmwendungen jind bie jebt folgenben.

1
i}(uiuﬂht. Die Augoriide V1 + » ober (1 4 2)° A=
q 1
pber (1 Ve /1 —F » ober (1 4 «)®, follen fiix —1 <z <1
in hu‘.[;m umm& {t twerben.
NHuflojung 1
(14 z)*
1 1 [f1 1 1 \ [1
2 | .’{:'_1) ) ‘;(:_[,][\-.: _‘J)
:1-—}—1,)_5—'—" \l‘ﬂ i"—'l— 1'_)_—:";— e
1 : 1 b |
GGG
= 12 .8 -4 LI
i 1 1-3 g 1\4 1-8-5° 4
]—|— (:J 1-2-}_{_»,1'1-2 3+ 4 T
1+ A T
Beijpicl.

V146 =144 + 2 = V144 V1 + 5 — “1 1+

-
|



IV. Die Newt. Reihe . d. binom. Lehrj. f. gebr. u. negat. Erponenten. 159

Die Reihe fonvergiert fehr fcmell. Weil bie BVorzeidhen ab-
echjeln, liegt Der wafhre Wert ftetd jiwijden zivei aufeinanber-
folgenden Summenverten s, uUnNd $,11.

uflojung 2.

1
Beijpicl
Yiaz2=V144 — 2 =121 —
12 I e — e — e — s — =7
Huflojung &
(1 1 )8

1 R 2.5 x® .58 e
j '_]l_ L —E_ 23 %) qie 4 P -
1.2 3 128 3 1.2-8.4 °
ober auch
1 2 159 2.5 g 2.5.8 9.5:8-11 -
L e e B S B e o0 L
=21 TEe TR + 869" 3.6 D.12" §.6-0.12.1b" !
Ebenjo 1
I.l I = \J:\
J
- 2 » 2.5 2 - 8 2.5-8+11
=1 — e — e e 2 .‘1‘_1_ T —
3 5-6 6-9 3+ 6-9.12 } 6«9 .12 - 15

Das wirflihe Wurzelausdziehen ift alfo durd) bdiefe NReiben
jwefentlich) erletdytert, lll‘lllldllﬁu] in groBerer Nahe von Jahlen, aus
benen bie Wurzel glatt audgezogen tverben fann.

Aufgabe. Bilbe mit Hiilfe biefer Rejultate die Reiben fiiv

VidetVi—nVite—Yi—o Vit 5
Vitos—71—a
1
R ; = o 1 TREIT %
Wujgabe. Bilbe bdie NReihen fiiv i =l T
(1 == @

a ._l i il IS
Vite=(1+42) 3 uf w
Wean ift jet im '*;-tun‘w fiiv Qurven von der Gleichung

y=(a- bz) 1 ~| ) fvo » aud) negativ und gebroden jein

barf, die Fladenberedymung J~" und die Veftimmung der Tangenten:

vichtung fitr jeden Puntt durchzufiihren.

ey

T

e e

e =
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26) Ableitung von Reiben fiir =, arcsiny und arccosy
auf geometrijdem Wege.

a) Figur 139 fellt einen Biertelfreid
pom Radiud 1 dar. Seine Gleidhung ijt
2 4 y* = 1%, alfo ift der Dueridnitt in

Fig. 139.

$Hihe y

[y

o= VI P = =2

14 poer, in Dinomijdher Reibenentwidelung,

1 e S A : [t W | 3
s aoppanaise yA el

1 ( Nk vagid \
{:—l){g"’(d ] ;
i et R
Die Flade MABC, . . die Flacde bid Fux $Hihe y, it alfo
nach) der Summenformel

(52

8 1 i \ (1 1
i Y g y° 2 t‘,a —1) ys 2 t B 1) ( B 3 y'
1) J[:=1__';1'3+' 31 Bk 31 T
i ;

. wrh v oF b o oy i T -
Die Flache, bis zur Hihe 1 gemomumen, 1t gleid) -, alfo bat
man die Neibe

T 1ML 1 1 148 1-1 1 f1v8 1.3 1
2) Jr“__l_(__'g',.] ity — (3) e 3 T
f1vE ames 1 £y6 1usassy
T {),) TEE i {_‘E) ST g b |
oder aud
o T 1 1 | ER v 1+8 1 1 3+ D 1 1 - Juaihee 1
L e ot gl SIS Bt s R e e e
i ).L—l T A 2-4 b 9.4.6 T 2:4.6:8 9 9.4:6-8-10 11
b) Dagegen it
u oy R y MY, i |
Settor MAB=MABC— MBC=F—y S| 2F—yV1 —-_gﬁj ;
] = 2 LB
aljo
Geftor MAB
o W | \ o e E
et R Gl v 3 (.z_'l,-] {,'5_”) y° 1
e a o e 2 T+"'_|
= i (1 \ 154 \aE \
s Iz ) (-1 G-3) 1
Y 2 o 2 \2 2 12 /A2
2.|1_1:-if & 21 = 31 y _f—_‘
G e 10 1.3 ¥Y* 4 1:8.5 Yy’ TS e
_'_:'I:L"i_’ 5+'L';, I~ g.d.6 ';'—i_u,f-a g+:|
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r

Nun ift aber Seftor MAB — ADB -
jebung giebt

—_ ; arc :‘Jin Y. (‘Sj]:t:il[}

&
]

3) are siny
1 3 51 7 )
Y 19y 1.3% 1.8:5¥ 1.8:65+7 Y
=i | i Ty | 5ed 5 | 2.+.1:7 ] :?-4-i;--‘3‘5) P

©chon die Anjdaunn g zeigt, daf y nicht > 1 genommen fwerden darf.
Obne bejondere Konvergenzunterjuchung leudhtet geometrijd) ein,

daf fitr y =1 bie Reihe nod) fonvergiert. Dabei hanbdelt 3 fich um -,
und gwar ift

b T 1 1 1.8 1 1-8-5 L 1+38+7 1

\ =L el B 4 e b R s

) 9 e S s a5 T 1.6 7 | 2-4-8-8 8 |

Ausd 2%) und 4%) folgt nod) durc) Subtraftion

iy L 1 1 1 1.8 | 1-3-5 1 1 :.8-5-7 1
, Ll e e s = Bobt CE TSNS
ST Ty 5"1_-3--1 T I 256 9+E--l-ﬁ-5 u+

¢ TR v ¥y T & -
Nah derfelben Figur ift arc cosy = arc siny, alfo

) T
6) arc cosy = :

30
T

e LT S 1.3.5%"
Bl LI,«;_i— W e +:2-—I.-U';-' —1—:
= e I s e . » Lty e
©ebt man fur , lene Jtethe ein, jo entjteht

£ » 11—y?  1.831—y® ; 1.8.;

7) arccosy = (1 —y) + e S = e
Die Ronbergenzgrengen find diefelben iwie vorber.
[Mun ijt fermer

| En
Jawrs
le=
—

i
-1
i

UH 1 .
A B = arc tan == = arc¢ tan —=—— = arcsiny,
- < | iy 1
aljo
. i 1yt 1.yt 1-5.5%°
e e R e I o B
1: 1 — y* I_ & 0 L il & 4l
P : 2 ; 2 . 2
Seft man aljo — 4 - =2,0 b. y = ———, o exhilt man
-y R

arc tan#
- il a ok o =0
SR i o o o L Ll N N L A SR e Y
lff-l '_|_5: |:1 | e :_“: _ig_:_'.-z)_I—g;.,;5|:]+zz}:+3.4.|; ;U_I_s':_:i_l

An Stelle diefer Reihe, die fih nur unbequem wmivandeln (AR,
wird jedod) fpdter eine tveit einfachere freten. Borldufig moge fie
seigen, baB auc) are tanz in einer nach) ungevaden ‘Potenzen auf:
fteigende Reihe entwicelt werben fann. Wuch bie lepte Reibe giebt fiir

e

z =1 eine braudbave Cntwidelung Hir

Holzmiiller, Mathematit. IIL 11
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Spiter it die Heihe filv arc siny auf vein avithmetijdhem
TWege entividelt fverde.
Man merfe nod
7 1

et 1 e N e L e B 1 f1.8- 1 ;
ALC Bl =Sy T 5o n,(a} 7_:53(_3--1"5)"1_ 125-'[~ i : 4)""}

© &

V. Anwendung auf algebraifdye Funkitonen.

27) Duadratur der Qurven y — 2 filr beliebiges veelles p.
Figur 140 ftellt ein Quadrat OABC von ber Seite 1 umd
eine Parabel hoherer Drd=
lHl]E[.I pon  Der {_E_qud_nmg
y = xP Dbar, 10D jedbod) p ene
qxﬁtmf)vm pojitibe ober negative
Bapl fein joll. Die Flade
AZV L fol{ beredynet wers:
ben. 0Z joll vorldufig unbe:

Fig. 140.

oy Py v, e ’H!_- -
ot z  jrummi bleiben. Jebt jeu - e

ADEF ©

belichiger ehter Brud). Man

e m : my 2 S ‘ m\ 3
madge 0D = (1 -+ ﬁ)' OF = (1 - -}'a,) , OF = (T —— .;;) , und
fafre fo fort big OZ = (1 - m) , 1o daf man duvd) die entiprechendent

Orbinaten n Flachenftreifen erhilt, die man tvie in ber JFigur alg
Redhtecte auffaife.
1
Die Grundlinien ver Redtecde find der Reihe nady: ::,

43 (D= (DT =0+,
(40— (4= 0+ (3 -)=36+3),
und fo gebt ed weiter bis & (1 - ?-“)n_l.

n o\ "

Die Hohen find der Reihe nad
m\P m 7l m! i) m\(r—1p
] 2 ek §
1 (o [ T = (5 (43) - (145)
Das lete Lot (1 S :)W pleibt unbenubt.
Di msni}aitwlmmm per Redtece ift alfo

[
fm ( ) (1_{_;?)E(.H‘U_l_n._i_(l_il_ﬂ}{ﬂ—h(p—l-ﬁ ;

"/
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Died ift eine geometrijde Reihe von » Gliedern und von
ber Form

T
b e ER T P 1 Wi o e s il 1 G
L.] o o e o R | =

7 n 11—z

jo baf bie Summe der Redteddinhalte wird

' mAn(p-+1)
s (1 il )
" )
o ; R
T g L]_ _-:_ l.h:..)f-" =
n
mAn(p+1)
1 (1 4L )
T

n [ m\p+17
m i-l Fi. (1 i 'P'!-) _|
Der Nenner giebt, nadh) der binomijdhen Reibe fiir gebrodhene
Erponenten entwidelt,
(7 |-l SR p-+1m (p + 1) p m? (p+ Vpp— Lymd =

DDET

m L 1 n 1.2 nt Thon 70 i
2 p+1 (p + 1)pm (p+1p(p — 1) m*
g: 1 1.2 1.2-3 n?

Denft man fih mun m endlid), aber » unendlich grof, fo fallen
pie Glieder bdiefer obnehin fdhuell fonvergierenden Neihe fort, und
ber Menner vedbuziert fid) auf — (p -+ 1). Bugleid) aber geht bder
Bafler fiber in 1 — em@+D und da zugleidh) die Treppenvdume iiber
pen unendlic) zahlreid) getwordenen Fladjenrdumen verjdiounden fino,
fo ift bie Flache AZ VB geworben:

{ — emipt)  mp+D __ 4

. S . s

: = f \ R ; 2 = S i,
Jaun war 0Z = (1 - ;?-) — ¢, aljo bie Abjciffe z, = ™.

©et man diefen Wert ein, jo ergiebt fid) die Fladpe

% 7 o Pl 1
2) Fa

1 p+1
= wd T — 1

Ty
Fii ein gripered w, ift ebenjo F' = —
“ 1 Pt

Durd) Subtraftion erhalt man ald Flache itber xy — x

s P+l Pkl
3) e P
v )] - — |

a p+1

Dazfelbe Rejultat erhdlt man, wenn man von & — 1 nad
linfs gehend bdie innerhalb ded Duadrated [fegende Diagrammildche
11%




T
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] S 1 i e T, ; ool 4
unterfucht. Man hat mur — — jiail St bie Medynung einzu=

fithren, jo bafy ed fidh um bie Ubjtande

/ T i m\ 2 / AR / myn
P (1 — Y, e (1—
1, ( u,) d (_1 H-) d w) ! (l Js,-']
hanbelt.
Die Grundlinien der nad) linfd an Breite abnehmenden Redtede
find dann

m m e m ¢ m\ 2 m ) n—1
C O R .
! N ( H_J f n {] nt' 7 1 7 }

Die Hihen find

i ('l P .{re‘);--»' (1 -4 3;;)29’ (T ¥ .f::).'ij el (T > .”,\}f,f_.lz,j,l

7/ \ ' n/
Die Snhaltsjumme der Rechtede wird
m\ 1 \(n—1) (p-1)7]

m m\20p—+1) e m .
_n-[l—[_(l' _-'u" +(lﬁ_ ) +T(l_a1) 4

, {1

mAn(p+1)
s (1 — )
n T
n f m\ P11
fiat (1 L )
T
Die Wieberholung der friiheren Behandlung mit »n = o giebt
Jro i T (p1+1) gl 1) __ 1

=i oD )

e =yl myn nans 3 X
Gept man 0Z; = (1 — _“) = ¢ ™ =ux,, |0 erhdlt man
%

wieber die Fovmeln 2) und 3).

Mit Ausnahme ded Erponenten p = — 1, ber auf die Fldade
2,0 — o ° i o ; o e : e :
o L = - fithet, was unbejtimmt ift, find bamit bie Diagramime

fiiv alle Pavabeln Hiherer Drdnung y = z? berechnet. Der Fall
— 1, der auf die gleichjeitige Hyperbel y = 2= = = fithet, 1jt aber
jhont vorher Lefonbers behanbdelt worder.
Diefer Grenzfall jeheidet zwei Gruppen vom Pavabeln Hoherer
Orbnung von einander, fitr welde einerjeits p > — 1 undp < — 1 ijt.
a) §iir p>— 1 1jt bie von 1 bi¢ O gehende Fldade, bda
(p -+ 1) pojitiv ift,
0 Ap—+1
o 0r T — 1 —1
sy - —_
1 P+ 1 pi=i=l

alfo in entgegengefepter NRidhtung genommen



V. Untwendung auf algebraijhe Funftionen. 165
1
3
4 F =
) 0 p+ 1!

b. h.: §iir p > — 1 [dhneidet die Parabel p'™ Drdnung den
(p + 1)* Theil vom Quadrate ab.
Dabet ift bie Parabel nad) vedis
fteigend, fobald p > O ijt, dagegen nad
vechtd finfend, jobald — 1 < p < 0 ijt.
Jm  lepteren Falle Deginnt fie mit Dder
Drbinate co, und tropbem ift die in3 Un-
endlidje reidjende Jdraffierte Flade vom

%ig. 141

1 : s ; :
Subalte T Die Grenge bilbet die gleid)-
jeitige Opperbel. Bet p > 4 1 it bdie
Bavabel von unten gejehen fonveyr, bei p pojitiv und <1 ijt fie
fonfav, bei p = 1 fallt jie mit ber Diagonale ufammen.

wig. 142, &ig. 143.

.. 7 iR = ooPT1_ 4
Fiir ben gejamten Fall a) ift aber F = - e 0.
1 i
b) Fiir p < — 1 ift p 4 1 negativ, alfo
; 1 1
T e L Lt e : e — =
0 (D oo, unp oo =G 0.

Solglid) ijt jebt

o 0PFl_1 oo —1 0

e S r s e

weil ber Nenner negativ ift, alfo

1
F—= - oo,
0
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Dagegen ijt die jdraffierte Flache (Figur 143)

oetbl iy . g=—ig 1

A B U T R TR

tpad ein endlidger pofitiver Wert ift, und iwieder das - _C—lsyad)e bom
Duabrate bedeutet. |
it p < — 1 ift alfo bad von z =1 bid 2 =

oo gefhende

: i ,
Diagranm das " :fadhe bed Quabrates.

1

Das Umklapper um die Diagonale verwandelt bei pofitivem p
bie Gruppe p > 1 in die Gruppe 0 < p <15 bei negativem p
bie Gruppe p < — 1 in bdie Gruppe — 1 < p <O. Dadurd) be-
ftatigen fich die gefunbemen Rejultate.

A Figur 140 mwurde gezeigt, daf, wenn bei Parabel hoherer
Drbrung die Abjeiffen eine geometrijhe Reihe bilben, die Orbinaten
pasfelbe thum. Kennt man affo die Roordinaten am Anfange 1nd
Sdluffe bes Diagramms, und bildet man fiir beide Gruppen die
mittleren LBroportionalen, jo geben diefe einen meuen Punit der Kurve.
Durd) Cinfhaltung beliebig vieler mittlever Proportionalen erhilt man
einen einfachen Ronftruftiongmedanidmud fiir beliebig biele
PRunfte der Diagrammiurbe.

28) Anwendung auf bdie HReihe _;LIZ?M bet ge-
brodenem p. e

Ybaefehen vow dem grofen geometrijden Fovtidritte, auf ben
pic Geometrie nod) nifer eingehen iird, evgiebt fid) fiiv p > — 1
burd) Ginteilung der im Duabdrate befindliden
Diagrammiliche in unendlich viele Streifen
pon gleidher Breite, dap die Formel

Fig. 144,

R e

nP Tl p1
(fiix n = o)

Fiir jebes veelle p gilt, weldes griper
ift, alsd 1

[Dafs die Formel fiiv p < — 1 unbraud):
bar ift, ergiebt fich jchon Davaus, daf damnm linfs ‘Rojitived, redts
Negatived jteht. Died geht aud) baraus hervor, bap fir p < — 1
per Béhler eine endliche Summe giebt, wihrend der Nenner gleich
Reull wird.]




V. Unwendung auf algebraijche Funktionen. 167
©o it 3. B
# : 1 1
VI Va4 VE4- V154284 .qn® & 1 s
LhT U 1. __]I:__i"_lt
n n" = '
Dagegen
Ly wl - L i ACa ot Ea) 1 o
y1i 1"‘3 i? i’Js_l L S T L R S M
=Ly = 21
W T
A, Liiye Fsilihe 8
241 2
29) Anwendbung auf die Gravitation.
LBon bejonderer Widhtigleit ift geometrijd) ber Fall p = — 2,
venn nach) Teil 1T Geonr
Nr. 104 ift y = x—2 bie Fig. 145.
Gleidhung der Gravita- :
tiondfurve. Das Dia- ’\
gramm ABC _ giebt dad
Potential fiir ben Puntt 4 i
an, wenn in O der an-
siehende RKorper jtebt. : B
St O der ECro- ;
mittelpuntt, 04 ber
Erbradiud, und wiegt
¢in Rbrper an Dder Tzl

Oberflade tn 4 1 kg, g 5
wiebiel Arbeit ift Dann
ndtig, ihn in die Eutfernungen 2, 3, 4, ... 00 zu bringen?

Nuflojung.
2 1% 1 =
= SR ] i
= e =
: :

giebt die PDiljte desd Quadrates. Leptered bedeutet die Wrbeit, bdie
sur Uberivindbung eines Widerftanbed von 1 kg ldngs bded Weges
860 - 7500 m (Erdradiud) ndtig ift. Wlfo ift zum Entfernen des
Rirperd bis sur Stelle D die Arbeit z - 860 - 7500 = 3 225 000 mkg
notig.
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Ebenfo ift

3 e | —1

. 3 —1 ) 2 - o
Fle= 7+ = —3 =4 be3 Quabdrates.
1 =

1

4 Pt ——1 =
I L s 4 wb ] =
Flee= —oos = —7— = - bed Juabrates.
: 2

Died bebeutet 4 300 000 mkg beztv. 4 837 500 mkg Wrbeit
Endlich 1ft

p. h. gleich der Duabdratfliche felbjt. Dad Fortjdaffen ded Kibrpers
bid3 in unendlidhe Cntfernung verlangt alfo 6 450 000 mkg Urbeit.
(Rotential ber Wnziehung wijden Crd: und RKilogrammaiie Fiiv die
Erooberflide.)

Nun Hat aber ein mit der Gejdhivindigleit » fortgefdhleuderter

v* g

G F ESI_' 9 ! enn

RKirper bdie Wrbeitdivud)t (lebendige Kraft) m -
q jein Gewidht ift. Sefit man ¢ = 1 kg:

1 v? :
jo ergiebt jid)

v =1/9,81-2-6450000 = 11249 m = ~ 1+ Meile

alg bie Ubjdubgeidwindigleit, die nbdtig femn iwilrde, um Fu er:
gwingen, baff ba3 GejdoR bid in unendlihe Entfermung geht und
nie sur Groe juriidfehrt. Umgefehrt ift e3 die Gejdivindigleit, mit
ver eint aud fehr grofer Cntjermung auf die Crde fallenber Meteor-
ftein bie Crbe treffen iviirbe, wenn feine WAnjangdgejdhivinbigleit Null
war. Divifion dburd) 425 wiirbe die nzahl von Calorien geben, die
babei hidyjtens enttwicelt werben fiunen, ndmlid) 15177. Ahuliche
Aufgaben laflen fich fiir den Sonnentdrper [Bjen™).

Durd) bie Befradhtung der RKurben y = 2—2? wird alfo der
Cinblid in fosmologifde und aftronomijde Werhdltniffe gewonnen,
ber zum Verjtandnis widytiger Forjdungsrejultate der neueren Jeit fithrt.

#) Enbgejdhindigleit v = Y2 gr = 86,41 Meilen; Anzahl der Calorien
fite jebed kg fallender Mafje 49 412 000. Jft alfo bie Soune durdh all-
mdhlicgen Bujammenftury fodmijcher Maffen entftanden, o erjcdheint ihr
hoher Warmegrad trof der Wusfirahlung ald etwad gang Natiirlides.
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30) UAntvendung auf adiabatijdhe Crpanjionsd- und
Somprefjiond-Diagramnte.

Eine ber widtigiten Parabeln hHoherer Ordbnung ijt die abdia=
batijhe®) Crpanjionsdfurve, d. bh. die Diagrammburve fiir die
Erpanfiondarbeit abgefpercter Gaje unter ber Vedbingung, daf Wirme
toeber durd) die Cylindertvande hindurch verloven geht, noch fHinjtlidh
bon  auBen Dereingebracht wird. Der Dampf arbeitet aljo unter
Arbeitsleiftung und FEibIt fich dabei ab, tveil auf je 425 mkg ge-
leifteter Wrbeit eine Calorie verloven geht. Die ©pannung nimmt
aljo {dneller ab af8 bei Bugrunbdelegung ded Mariottejdhen Eejehes
(fonftante Temperatur).

@3 pandelt fich bei dem abiabatijhen Buftande um dag Poifjon:
jhe ober potenzievte Warinttejdie Gejep f — (:_')m, o m fiir
atmofpharijche LQuft den Wert 1,41, fiir gejattigte Dimpfe durchjcdhnitt-
fid) 1,125 — j hat. Die Spannungen verhalten jich alfo um:-
gefehrt wie die entjpredjend potenzierten BVolumina. Dad
phyjifalifhe Gefes (Rt fich elementar nadhweifen.

Die adiabatijhe Kurve Hat aljo eine Gleichung von der Form
— (JJI)I[M’ oder y= (f’; i Y A,

7B &
(Statt 1,41 gegebenfalld 1,125 gefebt.)
Aunfgabe. Die Kurve y = z— ' Hat an den Stellen
=0 1,2 8, 4, ... welde Ordinaten? Bon 1 ab ge-
rednet ift bad Diagramm Dbij

: : " Fig. 146
2,8 4, ... wie grog?
uflojung. y=o0, 1, 0,3761,
0,21245, 0,14161.
J,"‘i 1 1 1
1/ == ———— = — L — =
1 1-4p -14141 0,41
= 2,439,
® s Tl
';f{ e —141-1 S 0,41 .20"”
= 1,8362, VLTI
7 2 ] £l

4]

F— 2439 — 1,8362 = 0,603.
1
Entjprechend find bie anderen Fragen zu Ibfen.

*) @ = nidt, dee = durd), falro = gefen. €3 Handelt fich um ,Nidht=
purdjgang’” von Wdrme durch die Ehlindermwdnde. :
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Nufgnbe. Wie grof ift dasd Diagramm bder Adbiabate
bon x, D18 x,?

Nufldjung.
Zs iyt She i e B ES 0 =4
B o= (y,xt41)% < Wi gy il D R
a ALY =] o 1 I 0,41
)—v,-u
S (.‘}.’[ /

A 141 — 041
= .M ’ =9
1 Y 0,41

oder endlid)

_:“_r?_ @ 9 [y { )IH:-wi

0,41 |

Beijpiele.

Hufgabe. Cin Rilogramm atmojpbhdrijher Lujt von einer
Wtmofphire Spannung und von Null Grad Celfjiug behne jid) abdia-
batijch unter voller Arbeitsleijtung auf das doppelte, dreifache, vierfade,
unendlichfache ded BVolumens aud. Wieviel Arbeit wird dabei geleijtet?

Uuflojung. Cin KRilogramm Luft von joldem Jujtande nimmt
vent Raum 0,773 cbm ein und giebt auf 1 qm Drudjliche 10 384 kg
Drucd.  Denft man jid) die Kolbenfliche ded Cylinderd ald8 1 qm,
aljo den nfangddrud y, ald 10 334 kg, und bdie Entfernmung z, des
RKolbens vom Cylinderboden als O, 773 m, jo hat man bei Ausbehnung
auf dad ‘wnpdi* Bolumen (2, = 2 - 0773):

Arhoif— 0 “ 1 B ( &4 ). 41 ‘— rr‘ir.'!-l-lllJ:_’.:'a-I[] s ( _)ﬂ 41 ‘—-‘1-8’1 97 mkg.

41

Fermer Dei %Iu-i‘ahuﬁmmg auj pas oreifache BVolumen:

.{{ = T mmh — ( )““J = 7065,8 mkg;

0l
ebenio
4 :
‘11 = "'3]!;110 b [1 — [l)“u! = 84471 mkg;
T __ 018 10_3‘;1[1 = (_1 \]:),.@:1 __ 07731083 g oy g
= 0,41 ool 0,41 &

Bemerfungen. Die Shlufjpannungen jind nad) der Formel
7.y 1,41 )
;? == (2‘) ber Neibe nady p, — 0,3761 Atm., p, =— 0,21245 Atm.,
L1 e
py = 0,14161 Atm., p, = 0 Wtm. Die Phyfit lehrt, daf auf j
425 mkg geleijteter Arbeit 1 Calorie verloven geht, und dap bdie
Quft bie RKapazitit C, = 0,16851 Bat, d. . daf 0,16851 Ealorie
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notig find, um 1 kg Quft um 1° ju erodrmen. Bei der Ansbehnung
r = ¢ : e AR b
anf ba3 oco:fache BVolumen gehen alfo —.— Calorien verloven

und die Temperaturernicbrigung betvagt -_1,",5]1:_';;'1:5;.11 Grad Celfins, d. b
bie Quft fommt auf den abjoluten Mullpuntt, etwa — 273°C. Jn
ihnlidger Weife find die Schluptemperaturen bei den iibrigen Féllen
au beredhnen. ©o erfennt man 3 B., dap Luft, bie ein Gebirge {iber-
fteiqt, infolge Der beim Steigen ftattfindenben Augbehnung und der
aud lepterer folgendben Arbeitsleiftung fich gany erheblich abliihtt.

Cefit man in die Wrbeitdjormel jtatt ded Erponenten 0,41 den
Grponenten 1,125 — 1 =— 0,125 — — ein, jo erhdlt man bdie
Arbeitsleiftung ded Wafjerdampfes in der Dampimajdine. Sdlup-
jpanmung und Sdluftemperatur ergeben fid) ebenfalls (lebtere mit
Hiilfe besd entjprechenden C,), allerbingd unter der LVorausfebung, daf
feine Sonvenjation jtattfindet.

Aufgabe. Cin Kilogramm Luft von 0 €, und 1 Atm. Spannung
werde auf J, :;, 1, ped Volumensd zujommengeprept. Wieviel Wrbeit
ift notig, wie grof ijt die Sdhluptemperatur und ivie grop bie
Sdylupipanmung ?

RHuflojung. Jn der Urbeitsformel find nur die Beiden zu
echfeln, da e8 fich um negative getwomnene Arbeit Hanbdelt. Aljo:

-—:1]_

Folglidy erhilt man in den genannten Fdllen ald Wrbert:

e EACK
- 0,41 I_( Ly

0,773 - 10384 40 41 Fadls 42 mk
= TG [2' Al— 1] = 6404,3 ml‘gf
1 n
3 o118 - 10884

‘. . I B T
o Pt I T [ 9041 __ ]_l = 11 086 I‘l'lkg
2 I

1
=
A = 14913 mkg.
Die Sdlufpipannungen evgeben fih als 26574, 4,7070,
7,0615 Atm.
Die Sdhlufstemperaturen ald 89°423 €, 154°80 €., 208°5 C.
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Bei Dampfmajdyinen, Heipluft= und Dyudluftmaidinen Hanbdelt
e fid) wiederum um Dbdie BVollbrudarbeit ¥V, bdie Erbanjionsarbet
f) toiel bie Wollbrudarbeit V, bie € jiondarbeit

T
¥

0,41
ped Sondenfators. Die Wnzahl der Pferdeftarfen erhalt man ivieder
n ik s
=55 (Bergl. Seite 139 bis 141.)

) - 7D

f 'Iil \ L — 17

‘ 1 —(5) | und um die Gegenarbeit G ber Atmojphave ober
1 Vig =

wh

ourc) Multiplitation mit B

Beijpiel. Cine bdoppeltwirfende Drudluftmajdyine arvbeite mit
5 Atm. Unfangddrud. Der Kolben Habe 0,4 m Durdhmejjer und
0,8 m Hub. Die Tourenzahl fei 100. (Der Widerjtand von 1 Atm.
ijt au diitberiinben.) LWieviel leiftet fie Dbei verfdhiedenen Fiillungs-
graben ?

Nuflojung.

Bei ganger Fiillung (BLollbrudarbeit) 184  Pferdejtavien.

1 3
2ol
t 2 r I'-_’h,l'il 1
1 3
‘ ¥
i 98,84 r
1
o BT
] i 1 [ 1"

Diejelbe Wufgabe fiir Dambpfe (»m == 1,125 = :) ber Aus-
puffmajcdyinen.
Uuflojung. Bollbrud toie vorber. - Fiillung 145,9 Pferde-
ftarfen. : Fitllung 109,78 Pherdeftarten. ; Fitllung 85,01 Rferveftarten.
Diefelbe Aufgabe fiir Dampfmaidhine mit Kondenjator
bont i]-j Wtmojphare mittlerem Gegendrud.

Wuflojung. BVolldbruc: 227,02 Pferdeftirtern.

Fiillung 188,24 Pferbeftdrfen. ; Fitllung 152,11 Pferbeftdrien.
Fitllung 127,33 Bierdeftdrten.

Nufgabe. Bei einer Geblajemajdhine joll Luft auf 1,2 Wtmo-
jpharen zujammengepreft und dann in die Randfe getrieben werben.
Die Kolbenfliche fei 1 qm, der Gefamthub 1 m, die Touvenzahl 60.
Wie viefe Pferbeftivfen find theovetifch notig?

Wuflojung. 25,8 Pferbeftarten.

1
2
1
4

31) Bemerfungen itber algebratjdhe Funttionen.
Hanbelt e3 fih jebt um Funftiomen, die Folgendem Beifpicle
entjprechen,

&

-1

5 1
y= -+~+dax *4+c¢qat4+bz ¢+ a- bx? 4 cad
+ da* 4 - - -,
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Ty
fo ijt fiir biefe F leiht zu bilden, ndmlid) fiiv dad Beifpiel
"I-J
3 7 ( 9 { 9 +1‘
- I e S
Fe—...4 — 5;' \Eg T —z, 8 J4+q -f_'lga_r‘;J i lg.?'ljl
:m — 1
8
7 ) 2 2
) e =einped ¢ ( -1 n“l)
_Jl_ 5 (}_ : T . ) o 7y ? — > S '
— =1 =41
mir barf in diejem Falle die Stelle » = 0 nidht im Diagramme

fiegen, tweil dort die beiden erften Poften unendlich Grohes geben.
Dagegen toiirbe bet dem 3. Poften diefe WVorfidht nidt nitig fein,
foeil — b > —1 ift. @8 giebt aljo bebentlidhe und nidhthe-
bentlidhe Unendlichfeitsjtellen. Die einen f{ind aud dem Diagramm
audzujchliehen, dbie anderen fdunen mit eingevechnet werden. Jn allen
Fillen aber ijt e3 gqut, die einzelnen Luabdbranten fitr jich zu bevedhnen,
wenn die Gejamtildde in jdmtlide Hineinrvagt.
Aud) Funftionen von der Form

’ . ~ 3\ Ps
ALt myp o ) o\ o L Ll
Y (@ z)? - (b 2 z)P (rr. m) -+ -

oo Die p beliebige rveelle Bablen bedeuten, fann man jebt behanbeln,
nur {ind bie Unenbdlichfeitsjtellen davauf hin zu unterjuchern, ob man
jie einvechnen Dbarf, ober midht. Jm dem einen Falle diirfen fie im
Diagramme liegen, im anbderen nidht.

Damit Hhat bie Lehre von Dden algebraifden Funftionen,
D. 0. Denjenigen Funftionenr, bet demen mit = nur algebraijde
Operationen borgenonumnen iwerden, einen bvorldufigen elementaren
Abjchlufs erfangt. Unter algebraifhen Operationen werden dabei nur
Abdition, Multiplifation, Potenzierung und Rabicierung verftanden,
toobei bie Wnzahl der Operationen eine endlidhe fein foll. Die Frage,
ob Ausbriice wie 2V2 (wo alfo ber Erponent irrational und der WUus-
orud mwegen des unendlid) grofen Menners ded Erponenten unendlich
bielbeutig ift) al8 algebraijd) oder transcendent aufjufafien find, foll
hier nicht entjhieden werben. Dagegen twerden Ausddriide, tvie a® als
trandcendente Funftionen begeidhnet. Jhre Unterjudyung beruht im
Wefentlidhen bavauf, fie wie ¢ in unendliden NReihen zu entwideln,
oie nur gange Potengen von x enthalten, wie 3 B

T &.:2 n..} .'l"i

Gl e i e e g v

Wie alfo endloje Degimalbriidhe jotwohl rvational, ald aud) ivvational
und frangcendent fein founen, o find aud) unendlide Summen
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vationaler Funftiomen entweder rvational, ivie die geometrijdhe
Feihe, ober irvational, ie gewiffe binomijdhe Reiben, ober trans-
TN

cendent, wie bie Erponentialveibe. Die UAnalogie ift eine volljtindige,
ihre Unterjudung aber iiberfteigt bas Biel der Schule.

VI Reilenentwidelungen fifv einige transcendene
Sunktionen,
32) Qogarithmus.*)
Xt 2 ="Igy, |o folgt e* =y, ober da (filv n = o0) (1 -+ H)?Z €

/ gyn oy ¢ Plata Yz For £
ift, (14 _”_) = . Sn Folgendem foll » ftetds al8 unendlidh grop

gedad)t twerden.
Aus der lebten Gleichung folgt

1
= i e —r1
e 1 '
ﬂ.
aljo ift ;
n
y"t —1
Pll‘:’; U= J"_ 1

Man jepe nun y = 1 + z, dbamn it
1
: (L} z)t =1
“lg (1 o m) = S £a)
it aljo —1<z<-+1, fo darf man nady ber binomijhen Reibe
entiwidelnr, und erhdlt, wenn man die unendiid) feine Grope —=4

febt: :
(1 4+ 2" — 1
g (1 + z) = LS J:\]

[ (i) d(d—1) . d(@—1(6—2) 4
| i # T f N : L | »
:.c']:.__(_‘f-.._I_.lbL..{_ R i e _{,_}_..)_1_:’
DDer L S
? : < g @d—1@ —2) 4
gt =w e o b S -
Gi= LB =2 =9) ;
3 o {08l e

*) Sortfebung von Teil II, Writhmetit, Abjdhnitt VI (Nx. 52).
jepung ) )
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QiBt man & unendlich fein werden, fo Hat man fiir bie Grenze 6 =0
md fiir — 1<<z<1:

J) f](‘r (j ) _g_ ‘.% £ 4 _I_ o

Gept man (— ) fiir = ein, fo folgt

2 .. | pd
\ H H M

a9 e Pl e 5% = o
2) 1g (1 ) iy 5 i 4

Durch) Subtrattion exhilt man die Reihe fiir g (14-2) — g (1 —2x)
pDer
= P A mS e &
£ 1-2'1—-3::2!‘”"‘" :5+F+7+"'|
filr —1<ae<1.

S e |
. | —I_ L o, r "'. v .

Set e -+
Gefst man R a1

pofitive « abjolut gemommen fleiner al8 1 ift. ©o folgt

: Siei=1 1 fa — 1)\3 1 fa — 1\5 ]
J,} -1gu—.,!ﬂ_+-1—:-5( Il—)r}_:_.( : )_]_‘

a - a -+ 1
fiiv jebed pojitive a.

su feben, twas fiir jeded

. p . —1 z
Selst man hier a =1 4 2, jo ird :f 7% und ed gilt
fiir — 1 <2 < oo bie ?He't'fje
5) Ag(1 4 2) =2

(o

et ) )+

die fiir fleine 2 febr fdnell fonvergiert.

i - 1 zt+y .

Hier fee man z = ;: afo 1 42=1 - f = — 3’ =, folg-
2 ¥ —|—_;___ _ - Dihio; e
i lgl+o)=lg———=1g(x 4 y) — lga. Dabei  ird

y
5 - @ ] —~ Ao ] .
Terer = - = - Seft man affes in b) ein unb
- i S e R + ¥y . )
i

bringt man — lgz nad) redts, jo ergiebt fidh

[ 1 B S Y 2
: rty)=lgzI 2| 2 (O S e b (0 Ve
6) lg(.i. i -;)r) = lgx + Zilise —l—ff+ 3 (231_'_1{_.} T% (‘.!.r_:—|—y) i —‘
e,
fitr i v i
Mit Hiilfe diejer Reiben ijt man im Stanbe, die natiirlichen Loga=
rithmen gegebener Baflen jehr jdhymell zu beredhnen, wobet man,
um {chnelle Ronvergens zu erveiden, getvifje Sunjtariffe anzuwenden Hat.
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3 3 4

Um 3 B. g 2 zu berechnen, fann man lg iz 1 =lg5+1g5

st @runbe legen, SLogavithmen, bdie man uleIt, et man
Faw | . 1 14 v = ' . . - ;
®leidung 8) = = begv. x = - einjet. Died giebt die jehrell

fonvergierendent Neiben

5 3 ek 1 | 1 i
gy =2 |1 b e s e e J
= (0,405 465 108 108 164 . ..

&

1

. ek | 1 1 i i
g5 =2 !__1-‘.' + 5T e Fir e e

]

0,287 682 072 451 781.

Die Summe gieht ‘g2 = 0,693 147 180 559 945 . ..

]

L S, 1
Mm auf ‘e 10 zu gelangen, bemuibe nan Gleidung 3) fiir 2 = -
T o h ! % ; X J q

Died giebt
e 2 + ; e R
= T R (B I :..: o, ik
= 0,223 143 551 m 210,
Nun ift 10 = 2 27, alfo g 10 = Ig ; e+ 31g2. DMan erhalt
lg 10 = 2,302 585 092 994 045 . ..
Hierausd evgiebt fih ald Modul der Briggjdyen Logarithmen

m——-*-,--l = 0,434 294 481 903 251 ...
“le 10
Reibe 3) ift alfo jehr brauchbar zur Berednung der Logarithmen
pon Briiden, die nahe bei 1 liegen.
Behufs der Cutividelung von a” fehe man ¢ =
Dann ijt

e*, aljo e ="1g a.

{=

lg @ (z lg a)* (g a)® ;

a% == ({;rr)xz T — gﬂgﬂ =1 _’, e ,_:_. A i“ i _|_ '.;' — .

32) Reihen flix = und cyflometrijde Funitionen.

Sn Teil II war bemwiejen

o - .
21 —2

o
o
o,

PMan twende bievauf die Reihe 3) am, dbann Wwird
15 e s R
=2 Lf e .]

0Der

\ T 1 1 1 1 1 1

7) o Yo Mg T o iy L s U E e
4 1 8 + - 1f
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die fvegent ber wedhfelnben Jeiden nod) fonvergent ijt*). Die Konvergen;
ijt aber jo {dwad), dap mehreve Millionen Glieder bervednet tverden
miigten, wenn man = 6i& auf 7 Dezimalftellen genau bevechnen mollte.

vn g ' A g s e aT
Died 1t die Leibnipidhe NReibe fiir i
o ey 5 Ay cor T T k
Die frither gefundenen Reihen fiir n bezw. - waven braud-

baver. o) befjere werben jbdter gegeben.
Die hier zu Grunde gelegte Formel war nach Teil I ein
bejonderer Fall ber folgenbden:
11 ¢tanz
1 —itanz

2iz

€

Aud ihr folgt nady 3)

7 tan z tand - andz an’ 2
e e ke
w0 jebod) — 1 <tanz < - 1 fein mu, d. §. — 45° < o« < 45°

©ebt man Yier tan ¢ = x, alfo ¢ = arc tanz, fo folgt
9) arc tanx = i — ‘ = q = }.. = O
o Ei ] |
wad fir —1<<zx<<-4 1 fonvergiert. Hiiv den Grenzfall # = 4 1

erhdlt man mwieber die Reibe 7).

Jn Gleiung 8) war z in einer nad) Pofenjen von tan z
jortjchreitenden Jeihe entwidelt Da tan 2 eine ungerade Funttion
bon 2 ijt, fo founten nur ungeradbe Potenzen vorfommen, denn fiiv
gerabe Potengen mwiirbe die Vertaujdhung von -F 2z und — 2z gleidh:
gitltig fein, die filv bie linfe Seite nidit gleidgiiltig ift.

Da nun sin 2 ebenfalld eine ungevade Funftion von = ijt, fo
lagt fih vermuten, daB x in einer Reihe entwidelt toerben fann, bdie
nad) ungevaden Potengen von sinz jortjdreitet. Danad) iixde jein:

a) = asinz 4 bsin®z 4 ¢sin®z 4 dsin’z 4 - -,

wp die Koeffizienten unbejtimmt find, und ebenjo

y=asiny 4 bsin’y 4 csin®y 4- dsin"y 4+ ...,

folglidy
© — y == a(sine — siny) + b (sin® x — sin®y)
+ ¢(sin®2 — siny) + - - -

r

alfo aud)
ey sin®x — gin®
b) y e + B I Bin“y

sin® & — sindy
4 sinae —siny /

Bin® — siny ' sinx — gin 4 i
) Die lintcrincf;mig, ob Die 3{0:113&‘1'.[]5:]13 Itgbiuﬂt pDer ltllbtbtltg.';f iﬁr ig{[
hier unterbleiben.

Holgmitlier, Mathematil. IIL. 12
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Auf der linten Seite ift

: : SR Faeril bR
sine — siny = 2 sIn -~ @08
. .3_ 2 I

alfo fitr den Fall, dap y mabe an z und (z — y) fehr flein, aljo

S — = L= Y em
aud sin jebr nahe an —— 1t:
Pt o z— Uy il
sinx — siny 2x  cosa
: (& — y) cos —-

Rechtd dbagegen ift jeves

AR g
gin” & — sin"y e b e e e
— = ¥ = 81n" 1.(’ _!i_. gn’ 22 8in __!_ gin"— %x sin® ¥ '_]|_ s
sin & — Sin ¥ . !

1 - — 2 T —
-+ sin z sin®—*y — sin” Ly,

afin jteht, twenn y jehr nabe an x liegt, vedid » sin® —1g fiiv jedes n.
Demnach geht b) iiber in
1

e 1 8bsina 4 Sesin*x 4 Tdsin®o 4 - -.
cos &

Nun ijt aber zugleid

1
= 1__ % 1 s =
COS & Y1 —sin*z
s e
— 14 ,sin®z 4 5 sin*a -+ e
folglich muf fein
ek Lo Shag - L SRUED ity
a=1, —ab= T Al e T L ti— ey 1. ). 1o,

Damit find die Koeffizienten beftimmt, und Gleidung a) geht fiber in

i sin®a el .5 8in’

= : .8 sin®zx 1.5
- Tl o BRL Y . :
10 a=lnny 5 —= 731 — Er

3 2 5]

I

AL

Demiad ift, wie fdhon frither geometrijd gefunben war#),

e o 0 Dy T SN e Lo 1 j‘-'“ e 1.3 & 2= .1.- ] +5 i L B T e =0

11) aresin® =%~ 5 5 T 3.4 5 | 2:4-6 7 e e 9 .
o [ [ & ALY s=nnTE e

woraud fiit @ = 1 die jhon gefundene Jeihe nir und fitr arc cos

na®itehende ebenfalld jdhon bejprochene NReibe folgt:

T I' 1 x° 1 -3 &
12 ayYn AR g — -— e "l_ TRl mr_ N i
1) arc cosx = 5 WESTT o el Sk |

Die lbereinftimmung it dem fritheven Rejultate moge hinveidyen,
qetviffen Biweifeln begiiglid) der Sirvenge der Bemweisfithrung, Ddie hier er:
hoben tverden Tonnien, porlaufig zu begeguen.
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[84) Die Reihen flir tan z und cc

cendente Funttionen. 179

T P

Der BVolljtandigleit Halber fonute nod) auf bdie NReiben fiix

tan & und cot 2 eingegangen fverderm.
Nach dbem Fritheren ift 3. B.

x
. T T —
BIn & 3! hl
bl = ——— == =
cos I P i€ it o
ol ! _.l'|

€x [ £
71 gl
o iy T

e

Da man im Konvergenzfalle die Divifion medanifd) ausfiihren

parf, jo erhdlt man

24 16 A
e e e | | i |
tana =— & et
ST GHTE 7!
@b 2 a® 1727
= e b e SAal
e 15 .0 4 R

Da jedod) die Divijion bald unbequem tvird

. foll auf biefe

eniger iiberfichtliche Neihe niht ieiter eingegangen tverben. Mt

Hiilfe der Bernoullijdhen Sahlen ift

2
: es

[icere Form ju gewinnen. Died geht aber

gelungen, eine iiberficht:
fir bie ©chule au 4

veif,

ebentjo, tvie bie Unterfudhung ded Konvergenzgebietes. |

35) Quabdratur und Tangentenpro
ten transcendenten Funiftionen.

blent fitr dDie behandel:

Jachdem bdie Detreffenden Funftionen nad) aufiteigenden Potenzen
pont o in Peiben entidelt find, gelten von ihnen die Flachen- und
Tangentenjipe, die fiir ganze vationale Funttionen gelten.

F e . i [~ L L = a
G ift § B, fitx y— =1+ 7+
aljo fitr bie [ogarithmijche Kurve,
Ty m .9 . i
e ed | gt ) R e TR e
5 R T e R R
folglidh Zs
Bl = ¥ — ¢&,

Ty
Die Flahe bon — oo bi3 0 ift alfo gleidh

Ferner ijt an jedber Sielle # dbie Tangenten

] i 2@ v Jat :
i e e e e e

D R e o

el R S S R T

e i ~ : T
Aus tane = — folgt, bap bie Projetti

p :
Gt
159 o i ol '
- f-";-l. ——
_ I
r

g

1, dagegen F'= ¢

richtung zu Deftimmen aus

4~ 4
234 !
PR

on ber Tangente auj die

1
X:=Udyje, dbie joq. Subtangente, an jeder Stelle qleicdh 1 ift
! 1 3] ! » 1 7 |

{9
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Xiiv y = sinx, die befonders widhtige Sinus-Kurve, ijt

! 5 e @, e St
JI": e e — 1 _L. ~ — e —— —r — T 1 —"_805 -T|J.
5 112 3la ' b6 gl Ll e ‘
Xg ) :
= |'\1 — 1';{_1.5,.--2\_] =11 ~ (‘,ij:‘,':.u'l) = CO8:%;. — COST5.
€y

Die Tangentenrichtung an jeder Stelle beftimmt fid) aus

Yl <t e e s Th v o (R
=—ahs i,
Eutjprechend ift es mit ben iibrigen in Reiben entividelten
Funftionen.
RNur fiegen bisweilen die gejcdhlofjenen Ausdriide ettvad verftedt.
©o ift 3 B. fiir y = arcsina

o e NEEE e Al €  1:8.8 P £
0 g 1 3.8 4 ) 2466 ! 2:4.6-7T8 !
ERE Y S
rEak 1 ] R | = Ll 7 i 7 J
o e A B T
RER g 7 gkt mgp Ay
o are P i pd 1 g 1 « D i vl
“inbe il = i L 2.4 ¢ 2.4-6 § J
r-aresing — 14 1 2
Aljo
:II 4
F A L e L S
=z, axesin z, + Kl—a |
0
D
.l",: - : : G — = . -
F' == (x, aresing; — 2, arc sin @) 4+ (Y1 — 2" — V1i— z?).
.."I
Die Tangentenrihtung beftimmt fich aud
: 8wty roeibet ), g5
t1111(£—1+2 3 -_i-:ﬂ-—l 5 '1_2..1._61 7 —1"‘"'
12 1.3 e U U A
= 1 2 ok A R el e [
= 1 T o +2.4“' +_g1 E‘."-r' "I' W T '
Dber
1
tan ¢ —

i
Aus den frither befprochenen Aniwenbungen der algebratjden Ana-
(vfig ergiebt fih, weldher auperordentliche Fortjdyriit fiir bie analytifche
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Hy 3]

Geometrie und Fladenbevedhnung, filr bdie Korperbevedhymingen und
Fir die Mechanit mit diefen Reihenentividelungen gewonnen ijt.

Die iiberall vermerften Ginjdhranfungen aber deuten fjdon
hinceidhend an, daf damit erft die Borhofe einer Hoheren Wifjen:
fhaft betreten find, im Der die Theorie bded Unendlichfleinen zum
eigentfichen Austrage fommt und der Funftiondbegrifj in jeiner gangen
Tragiveite fichtbar twird. Died ift die Differential> und Integral:
vechnung, die Hand in Hanb mit der allgemeinen Funttionentheovie
qonz neue Bereidhe ded mathematifdhen Dentens erjdlofjen bat, bdie
aber der Hodyjchule vorbehalten twerben miiffen.

36) Nadytrige fiber die Berednung der Jahl =

Die Widhtigkeit der Jahl = fiiv die niedere und hohere Wathe-
matif Hat e3 wiinjensdivert erjheinen laffen, jdnell fonvergierende
Reiben fiiv ihre BVevedhmung zu finben. Die Letbnipjde Reihe wav
gang unbrauchbar.

. -y b4 ' ¥ oy [ -
Durd) Ginfepung von x — - it die Reibe fiir arc tanz fand
e I e
man, da tan 30" = 7 ift,
b
o O MRS 1 Yimeour __‘1 SR
6 Vs (Y3 )® ' alys) (s )" ! ’

aljo
S ] 1 i 1
n=3V3lstsmtamtant oal

womniit e3 unter gropem Beitoufand gelang, = auf etiva 100 Stellen
genan 3u bevecdynen. Beffer ift jhon die Euleride Reihenentwidelung
mit Pitlfe der Formel

4) : = arc tan l ~ arc tan :li
r1 I LN i 1 f1)\7 =
=5 3 (\2_.-' =4o55 ‘.._2_.}I 7 {3_}‘ il I
B! 1 {1138 1 /145 1 f1XA
+ [ =300+ @ =G

Die Formel 4) ift folgenbermafen entjtandben. Culer wollte
Ny : 7T 5 . o - "
jtatt tan« = tan - = 1 cinen fleineven Wert Haben, febte daher i

o\ tAne +tanf T . sz ) =

e (H s 13) 1 — tanc tan {)’ o Lan—;— wLHflllfo_} e
woraus fidh) tan p =

Yuf demfelben Grundgedanfer fupend fann man nod) toeit
jhneller fonbergicrende Reiben finden. So ift 3 B. folgender Gang
eingefhlagen worden.

eraiebt.
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tan o -} tan

o B oS hsn 8 E SO A TR e
: et man willliichd tane = _, 0

N 1 — tan « tan g : it > 5 e

baf fih ergiebt tanf = -, alfo

< ? 1 I 2

a) arc tan 1 == arc tan - - arc tan ; -

tan ¢ 4 tan :";' 2

. cla e e 2 r Fo 3
Um das ungiinftige arc tan 5 zu entjernen, jebt man in

1 — tanc tanf S
= i = ; Fi : i
tane = - ein, woraud tanpf = ; folgt. Man erhilt jo
2 = T e T
b) arc tan 5 == arc tan | - arc tan -
W Dad unqitnitige — zu entfernen, et man in tan o - tan 7
I Dae unqumge - 3u € 2EHe PR Nia - L= =
¥ t qumiige 17 0 ¢ TL eI, ]L:“ : 1 tan o tan B 17
v i 1 : = 93 4 v - ‘
ieperunt tane = —, Wwas tanp “ giebt. €38 o
: e e e e e B E )
¢) arc tan ., == arc tan - - arc tan g

S i i tan o - tan B 9 el e

Einfeung von tane = - ' . — — qgiebt ieflid

infeung vou o S tan B - giebt jdhlieplid)
1

tan f = — 11d
o b
-, [ 1
) arc tan j, = arc tan | arc tan T

B

Bei Summicrung der Gleichungen a) bis d) hebt fich alled teg,
big auf die Claujenjde Formel

= T 1 1
;;j % e tan 1 = 4 arc tan ;. — arc tan 5,

die fhon vedht braudybare MNeihen giebt.
tano 4 tanf 1

1110¢ ',.g. Hh "_”:?;“u‘.‘"l e -1.‘ 3 I. A —_— —
Um noch Braudhbareves ju exhalten, jeptemanin —— G b

: 1 : B vpe -
ein tane = .5, a3 tan = _ giebt, bilbete aljo
Ao 1 2 1 1 i i}
a) arc tan . = arc tan - ave tan_—,
i} 10 o1l

tan ¢ - tan g Beioh s
l— o= " ipiederum tan o —
— tan e tan f o1

ergab, aljo

18 tan f = — g
wasd tan f = — &=

1
10: ¢

febte

o b 1 1
£ arc tan £ = arc tan A tan ——-

Griveitert man bdie Gfeihungen e) und f) mit dem Faftor 4
und abdiert man die vechten und ebenjo die linfen Seiten ber neuen
Gleichungen und der Formel 5), fo entfteht jdhlieplich die Meifelfde
Formel:

239 15"

Gy X 1 ; 1 1
6) ,-=arc tan1 = 8 arc tan arc tan oo — 4 are tan ¢
4
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Nur eine geringe Unzahl der Glieder von ben Hethen fitr bie
genannten arc tan ift nbtig, um mit 12 Stellen Genauigteit

zut geben.

m = 3,141 592 653 59 . . .

Selbitverftindlih foun man die Konvergeny noch teiter treiben.
Entiprechende ober diefelben Formeln exbielt ©dellbad) durd) Nadjroeisd
geiffer Jdentititen,

—
/ )
1
2
(3
fere
\ 5

~

wag der Gleichung 4) entjpricht.
Ehenjo ijt

R o

S,
S ey

3 -1

= .‘;

:_I—? g ﬂﬁ_vE_

folglich gilt bie Begajdye Fovmel

Apnlich ijt (6 +

5 ;_x].;
R,;") — 1)

T

4
S
32 | 5.8

-
1+

E 1:__7 :
g
35 JI_)

119 -+ 120¢

119 — 1204

( 1 1
T 5T

ﬁ-j\l »
:
o e 1 4+ —

e S B e i 2

SEEE =T -

% ) 7 e ?

2
FIRN )

I b
ST 1 | R
—_— = o -

i 2 E 4 1
Lo i)

1 =
ik et =2
Y g ()
1 —
1

-1 =

— ).

i)t = 4 (119 -~ 1204), folglich

144 239 44

1 — ¢

©o findet man ieder die Claufenfdhe Fovmel

Um auch die Weielide
204), aljo

(10 £ 3)’

ijt, folglid

4

(99 -+

(’1” +
10 — 4,

V2

99 |- 204
= 99 — 207

P
ler

o

Joa

)

)

1 ey 2539
— — lg e

D= 7

T 9239

Fe|

5 —|— ¢t 5Hilb -

5 —+¢ blb

-}

239 — ¢

Sormel zu finden, zeige man, bdaf
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184 ®Bievte Abteilung: Algebr. Anal. 1
I ("Iﬂ- 4 2 5156 ¢
; 10 — ¢/ " b15 — 2

(515 - 04

und
e {-'m - 4\8 1288 - ¢ ,
1—4¢  \0—4¢) "|289— 1 \b16—u4) ]
©o ergiebt fich
T i e
7 AT 1 YT ! Lt g1s
— — lo lg - — — 1g — .
{ B ? RN 2 L i
T s 1 =
10 239 515
VIL Bufammenfiellung der widitigiten Refuliate.
1) Die ganzen rvationalen Funfiionen »*" Grabes f(x) unbd
@ (z) find identijeh, mwenn fie fitv (n 4 1) Werte besd Wrvguments
itbereinitimment.
2) Biiv y =a 4 bx + ca®* 4 da® + - - - + L™ ijt
i) ag, bx, ? cm,® (b ke
D Byl i APy Lo O 1
'1: 1 | 5 + 3 I 4 | —[_ " _|_‘ 1
blx,® —a, %) e(a -z ®) j'.:{,rjn;'l- .':'._""-;'L:I
otk en L e —a )

und an jeder Stelle = ift die Neigung ber Tangente
4+ nkzr—L

tane = b -+ 2¢x + 8da® + - - - A

3) giiv y = a + bz + ca® 4 da® ijt

o Ty — Iy
Fe= =0y, + d4n + ¥sl,

€ = o, - £ it n = ;
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