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L. Brojeftivijde Punftreihen. 1.9
und e, durd) folgende Iberlequng. Wird die Polave » von ¢ in G
gejdhnitten, fo muf die von G aus gezogene Tangente e, Der bierte
¢ gugeordnete Strahl u GQ, GR und e fein. Sind némfih X
und ¥ bdie Beriihrungspuntte mit dem zu fonftruierenden Kegeljdinitte,
jo geht XY dburdh) B, und X, ¥, B und Z auf » jind Darnmontjche
Puntte. Nun jdneidet e, die Gevabe p in H und die Gevade g
it J, wihrend e bie Gerabe p in B und ¢ in F {dhueidet. Die
Gevaben EJ und HF geben die Tangenten e, und ey, die fich in
K auf r fdneiben, jo daf auf jeber Polave zwei Tangentenjduitte
liegen. Ta P, @, G, K Davrmonijdle Punfte find, o Fmmen auch
bie zweiten Tangenten in F und F mit Hiilfe des vierten Havmoni:
jden Strahles fonfiruiert werden. (Vergl. SdhlieBiungsproblem 16.)
Die fertige Konjtruftion fann mit Hiilfe des Jnvolutionsjapes von
Desargues bduvdjgefiihrt werden. (Siehe Unbang.)

20) Uufgabe. Die veciprofen BVetvachtungen zu AbjGnitt 19
angujtellen, bei denen es {ih um Regelfdhnitte Hanbdelt, von denen vier
Langenten gegeben {ind, su denen nodh eine Hinfte, oder ein Lunkt tritt,

Bemerfung., Aus den lepten Betvachtungen erqiebt fich, Daf,

foern bon einem Regeljhnitte vier Tangenten und ein Punft, oder
vier Punfte und eine Tangente gegeben find, man acht Stitcfe fennt,
nimlid) bier Tangenten und vier Punfte. Duvd) dieje find aber im

allgemeinen jededmal zwei Kegelfhnitte beftimmt.

OI. Projektivifye Punkiveiben,
21) Wetvadtet man eime der Kegelfhnittfonftruftionen nad
Briandon, 3 B. die Konftrultion aus fiinf Tangenten, fo evfennt
man leicht, daf fie fidh
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Erjte Abteilung: Geouetrie.

und . Ptan Hat die Geradbe I IV oder b gezogen. Jeber Puntt B,
derfelben ift vom II aqus auf ¢ und von IIL aus auf e projiziect
worden, wad die Puntte C, uund 4, gegeben Hot. Jede BVerbinbungs-
finie A, B, wurdbe Tangente ded gejudhten Kegeljdhnitts.

Durd) Projeftion der Figur 19 wird nichts Wejentliched geanvert.
Demnad) gilt Folgendes:

BVrojiziert man die (nummerierten) Puntte einer fejten
Gevaden von jwei feften Punften ausd auf zwei andere
gegebene Gevabe, und verbindet man je zwei jujammen:
gehorige (gleichzahlige) Projeftiondpuntte mit einander, jo
umbitllen die Berbindbungslinien einen Kegeljdnitt, bex
aud) bie Trager dev neuen Punttreihen und bie Berbindungs:
(inien 3wifden den beiden Projeftiondcentren unter fid
und mit ben Sdnitten der projizierten Gevadben zu Tan-
genten hat.

92) Bunttreifen wie 4, 4,, 4,, ..., ¢, G5, C;, ..., Die purch
stwet verjchicdene Projeftionen ausd ein mﬁ perj elben ‘J;un ftrethe ent=
jtanbent finb, Degeichnet man ald projeftivijdye Punttveihen.

Der gefunbene Sap [Aft fid) jept folgendermafen ausdriiden:

Die Verbindbungslinien entipredhender Lunfte zweier
projeftivijcher Puntiveihen umhillen einen Kegeljdhnitt, bev
auc) die Triager ber Punftreihen ju Ta: 11‘1:1L1I hat.

Man fann diefen Saly ald eine newe Vefinition des Kegel:
jnitts Dbetracdhten. Diefe Erilfdarung ijt unabbhdngig von
jeber Mafbeziehung. Dap eine jolhe Definition miglid) ijt,
dhavattervificrt bie Regelfchnitte al3 vein projeftivijche Girl’;ilﬁv
und flart bavitber auf, dap mancdhe Konftruftionen ofhne Hiilfe des
Bivke(d audgefiihrt werden fonnten. Man wird jdon jeht evfennen,
paf man mit bem gefunbenen Sabe den erjten wirtlichen Cinblid n
pad Gebiet der Geometrie der Qage (im Gegenjab zur Geometrie
pes Mafes) gewonnen hat.

23) &ind die Punfte By, B,, B; und B, Harmonijde, jo find
nad ﬂt‘,uf II Nr. 47) aud) A, 4,, A4;, 4, Hormonijche und ebenjo
¢, C,, C5, C, harmonijhe. Harmonifdhen Puntten einer Punkt-
veifhe entipredhen alfo Dharmonijde Puntte jeder su ihr
projettivijden Punttveihe. Jn diefer Beziehung liegt aber nod) nicht
pas alfgemeinjte Chavatteriftitum, von dem fpiter gefprodjen werden joll.

24) Wud) die Punftgruppen 4,, 4,, 4,, ... und B, By, By,
find projeftivijche, jebodh) Jagt man von ihunen, fie befinben fid) in

.



[IT. Projeftivijche Punttreihen. 19

peripeftivijdher Sage. BWerbinbet man bdie gleihnamigen Puntte,
jo gehen famtliche Verbindbungsdlinien purc) eimen Punft, umbiillen
aljo einen unendlid) Heinen RKegelihnitt.

Man braudt nur die eine Gerade aus ihrer dage zu
berfdpieben und 3zu verdrehen, um den peripeftivijden
Charafter aufzubeben. Dann treffen die Steablen nicht mehr
penfelben Punft, jondern fie wmbitllen einen KRegeljdhnitt.

25) Run loffen fidh 3tvet Gruppen harmonijder Punite badurdh
e perjpeitivijdje Lage bringen, daf man 3vei gleichnamige Puntte
aufeinanderfegt. BVevgl, Teil I, Geom, Nr. 50. Folglich:

Projettivifdhe Punttreihen lajjen jid ftets in perjpef:
tibijde Lage Dbrimgen. Die eine Gruppe lift fih aljo aud
piveft aud dev anbern durd) Projeftion erzengern.

26) ©mnd bie Trdger @ und b pavallel, o mennt man die per:
jpettivijhen Punftveihen A, 4,, Ay, ... und By B Beoo. .. ahne
lidje. Sind dabei aud) die projizierenden Strahlen pavallel, {o nennt
man fie congruente Punftreihen. Sind die Trdger a und b
nid)t pavallel, die projizievenden Strabhlen aber pavallel, fo findb bie
Punttveihen ebenfalld dhnliche.

Bringt man dhnlidje ober congruente Punttreiben in eine nicht
perjpettivijdye gegenjeitige
Lage, fo muf die Um-  _ = CLRD.
hiillungScurve der Ber- :
bindbungglinien  zujam-
mengehiriger Punfte ein
RKegeljdunitt fein. Diefer
Regelichnitt hat nur einen
Urm, veidht aber ins
Unendliche, er ijt aljo
emme Pavabel. Folglidh:

dolgen aufj zwei
Gevaden Punttreifen
in gleichem HAbftanbde
auj einander, o ift
diellmbiillungscurve
ber Verbindbungslinien einander entipredjender Runtte im
allgemeinen eine Parabel.

ont Falle gleichen Ubjtanbdes fitr beide Geraden wird die Beidnung
eine fymmetvifdge.

Durd) die Kongrueny und Hhnlichfeit, ebenfo durd bdie gleichen

R




2(0) Erjte Abteifung: Geometrie.

Abftinde, Hat man tvieder ecine Mapbeziehung in bie Betradytung

eingefiihrt, jedod) erleichtert dies fiir die Schulzivede die Betvadytung.

27) Die Hodjichule beginnt die newere Geometrie der Kegel:
jhnitte mit der Definition durdh projeftivifche Punfiveiben. Fiix
unfern Bwed reidht ed aud, die folgende Moglichfeit einer Umilehrung
bes fjritheren Lehrganged anjuveuten:

a) Die CErildrung der Poarobel fann auf bdem Wege ber
Medanif oder Rinematift (Rinetif) gegeben twerben. Ein LPuntt
_[mm::ge fid auf ber Gevaben AB mit founjtanter Gejdwindiglet,
diefe fenfe fih aber dabei mit gleid)firmig befchleunigter Gejdhtvindig

feit. Nad) dem Fall-
big 21  gefebe  (vgl. Teil II,

Geom. Ny, 104) it
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Statt alfo nad) 1, 2,
DN 8, A, & R aes
/i langen, gelangt ber
Puntt nach I, II, III,

IV, V.... Die jo fonftruierten Punfte find Puntte einer Parabel.
Soldhe Puntte fann man beliebig viele einfhalten. (BVgl. Teil 11, Fig. 187.)
Ungenommen, dad Senfen hirte auf, wenn der , Kirper” in einent

per Punfte angefommen ift, fo wiirde er nad) dem Beharrunggejese
ber Mechanif in der Tangente tveiter gehen und die benachbarte
Genfredpte um % hoher erveichen, alé e vorber gejdhafh. Aljo find
bie Zangenten bder Pavabel fefhr bequem mit Hiilfe der Kéinge
11 = g su fonjtruieren. Bieht man die ‘Tangenten bid zur gripten
ber Genfredhten durd), jo fieht man auf diejer dad Fallgefeh fiiv bdie
eingelrien Sefunbent 1 : 3 : 5 : 7: 9... veranjhauliht. Auf dex
Tangente AB aber [dneiden die gepeidneten Tangenten



IV. PBrojeftivijche Strahlenbitjdel. 21

gleie Stiide ab. Dasfelbe gefdyieht ebenfo auf jeber
anbern ber gezeidhneten Tangenten. Folglidh ftimmt bdie
Definition der Medyanit mit ber Definition aug dben Ber:
bindbungdlinien dber Puntfte, die auf zwei Trdgern in gleidhem
Abjtande auf einander folgen, itberein.

b) Jebt definiert man jeden Kegelfdnitt ald Vrojeftion
einer Parabel. Daraus jolgt, bap man durd die ﬂ‘Ll bindbungs-
[inien ber entjprecdhenden Punfte jzweier projeftivijder
Punftreiben einen Kegeljdhnitt exhalt.

c) Sft nunm b bdie wrjpriinglicdhe Punftreihe, ¢ bdie von II aus
projizierte, @ die von IIT qud projizierte, und find 4, und C, die
Projeftionen von B,, jo ift
A,C, eine Tangente Ded
Segeljdhnitts, ber auBerbdem, X
wie bie RKonftruftion zeigt, T
bie Gevaben a, ¢, TII, TLIII, dE e
IITIV  beriihrt.  Demnad) 7 PR
ift A, TITIILIV €, ein Tan- e R :
gentenjechdect, und in diefem e R N
treffen jidh bdie Diagonalen " ‘*-
IIV, IIC; und IIT A, in \
einem  Punfte. Damit oy L
it ber Briandon-Cas, >
wenn man bon der Pa-
rabeldefinition abfieht,
ohne die Geometrie des Mafes betwiefen. Die Hodhidule ift
imitande, jeden Nejt von MaPgeometrie aud der Betvadtung zu ent-
fermen.  (Bgl. Thomae: Die RKegelfchnitte in rein projeftiver Be-
Dandlung. Dort wird alled aud dem Sape itber perfpeftivijdhe Dreiece
abgeleitet.)

Fig. 21D,

Projektivifhe Strallenbiifdyel,

28) Die reciprofe Vetradtung (ifit fih an jebe Aufgabe bdex
Pascalfden Gruppe, 3 B. Aufgabe 3, anjdliegen. Bei biejer
it tm Grunde nur Folgendes gefdehen.

Die Punttreibe der R, auf einer fejten Geraden » ift mit wei
Punften P und C verbunden tworden, was die Strahlenbiijhel P
und C giebt. Das Strahlenbiifdel P ift durcd) eine Gerade ¢ ge-
{dnitten, twad bie Punfireihe der @, giebt. Die Punftreihe der @,
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