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IV. PBrojeftivijche Strahlenbitjdel. 21

gleie Stiide ab. Dasfelbe gefdyieht ebenfo auf jeber
anbern ber gezeidhneten Tangenten. Folglidh ftimmt bdie
Definition der Medyanit mit ber Definition aug dben Ber:
bindbungdlinien dber Puntfte, die auf zwei Trdgern in gleidhem
Abjtande auf einander folgen, itberein.

b) Jebt definiert man jeden Kegelfdnitt ald Vrojeftion
einer Parabel. Daraus jolgt, bap man durd die ﬂ‘Ll bindbungs-
[inien ber entjprecdhenden Punfte jzweier projeftivijder
Punftreiben einen Kegeljdhnitt exhalt.

c) Sft nunm b bdie wrjpriinglicdhe Punftreihe, ¢ bdie von II aus
projizierte, @ die von IIT qud projizierte, und find 4, und C, die
Projeftionen von B,, jo ift
A,C, eine Tangente Ded
Segeljdhnitts, ber auBerbdem, X
wie bie RKonftruftion zeigt, T
bie Gevaben a, ¢, TII, TLIII, dE e
IITIV  beriihrt.  Demnad) 7 PR
ift A, TITIILIV €, ein Tan- e R :
gentenjechdect, und in diefem e R N
treffen jidh bdie Diagonalen " ‘*-
IIV, IIC; und IIT A, in \
einem  Punfte. Damit oy L
it ber Briandon-Cas, >
wenn man bon der Pa-
rabeldefinition abfieht,
ohne die Geometrie des Mafes betwiefen. Die Hodhidule ift
imitande, jeden Nejt von MaPgeometrie aud der Betvadtung zu ent-
fermen.  (Bgl. Thomae: Die RKegelfchnitte in rein projeftiver Be-
Dandlung. Dort wird alled aud dem Sape itber perfpeftivijdhe Dreiece
abgeleitet.)

Fig. 21D,

Projektivifhe Strallenbiifdyel,

28) Die reciprofe Vetradtung (ifit fih an jebe Aufgabe bdex
Pascalfden Gruppe, 3 B. Aufgabe 3, anjdliegen. Bei biejer
it tm Grunde nur Folgendes gefdehen.

Die Punttreibe der R, auf einer fejten Geraden » ift mit wei
Punften P und C verbunden tworden, was die Strahlenbiijhel P
und C giebt. Das Strahlenbiifdel P ift durcd) eine Gerade ¢ ge-
{dnitten, twad bie Punfireihe der @, giebt. Die Punftreihe der @,




99 Grite Abteilung: Geometrie.

Fig. 22. it mit etnem feften
Buntte B verbunben
- = oorben, iwad ein
7 I:' 2 - -. i L&} i, -I.- ~ i
7~ Gtrahlenbiijchel B
3~ o giebt. Die gleid)-
: s LT = e
P e namigen ©trahlen
.x ] > /'_.- il
e =<4 ner Bitjdhel B und
=5 S ey C {dneiben jid) in
] - B Bunften 4, die ei:
\J. el / . S S
\ R] ity nem Regeljdnitte
] S angehbren, Der
purd) 0228 4B
R / s - '
= o geht.
' Sdyneidet man dad
= Strahlenbitjdel P

durd) eine Gevade »,

unb verbindet man bdie Punfte B mit einem Punite €, jo fann man
ba3 Strahlenbiifdel € ol eine Projeftion ded Biifhels P, vermittelt
purd) bie erabe s,
Detvadhten. Ebenjo ift
i oa8 Bitjdel B emne
Ny ¢ Lrojeftion vom Bii-
,"_ jchel P. Die Biijchel
T —_— B unb C, bie durd
T TN X =8 perichiedene  Rrojef-
e tionen aus demjelben
e e R Bitjhel P entftanden

fre B e jind, Dbezeihnet man
1/-'/ N SRS e als projeftivijcde
L T s T L ©Strahlenbitjdel.
Bon ben Bitjcheln P

und C jagt man, fie befinben fidh in pevfpeftivijder Cage, ebenjo
pon den Biifdeln P und B. Die Gerade heifst Perjpettivititdachie,

Die ganze Ausdrudsiweife ift die veciprofe zu der im vorigen
Ubjhnitte angewandten. An Stelle der Puntte find Strahlen, an
Stelle der Punttreihen Stvahlenbitjchel getreten und umgetehrt.

Aus der oben genanuten RKonftruftion folgt der Sah: Die
Durdidnitidpuntte entfpredender Strahlen projeftivijder
Strafhlenbiijdel liegen auf einmem RKegelidnitte, der aud
purd) die Biifdyelpuntte geht.

Diejer Sap ift unabhingig von jeder Mafbejiehung.




[V. Projeftivijhe Strahlenbiijdel. 23
Gr fann au einer nemen Definition ded BVeqriffs Keqeljchnitt verivandt
foerbent.

29) Uud) hier gehoven, ie aud der Projeftion Hervovgeht, zu

parmonijden Strahlen bded Bitfdeld C folde von P, und zu hars
monijden Strafhlen von P foldhe von B. Folglich gilt dasjelbe von
B und C. Aljo: Bet projeftivijden Sivahlenbiijdheln ge-
horen zu Harmonijden Strvahlen bed einen DHarmonijde
Strahlen ded andern. Aber aud) hier giebt e3 eine noch allz
gemeirtere Beziehung, deven Vehandlung nod) folgt.

Da fid itbrigend zwei Gruppen harmonijder Strahlen jtetd in
perjpettivijdhe Lage Dringen lajfen, fo folgt, daf projeftivijde
©trafhlenbiijdel ftetd in peripeftivijde Lage gebradt werden
fonnen.

30) Gtrablenbiifhel fommen fongruent Dbejv. abhnlid) feim.
©ieht man von ber Lange dber Strafhlen ab, jo find &hnlich und
fongruent Hier ibentijd.

Nach dbem Sabe von der Gleid): s
feit ber Peripferiewinfel am Kreife B
geben aber zivei fongruente Strahlen- ol S
bitfjel B und C als Ort der Durd)- f/ g\ S
Jdnitte entjprechender Strahlen eimen N [ A | )
Kreis. (Fig. 24.) = "\r_'_ ‘ | o HI

Projeftion ded lepsteren giebt einen
Segelfchnitt, die Projeftion fongruenter
@trablenbitjcdhel giebt aber projefti-
bifdhe Strahlenbiifdel. (E3 find
gewiffermaBen mit bdentjelben Biijchel
stoeiRrojeftionen borgenomnien tvorden. )

Man fonnte aljo aud) hier den Untervichtdgang umbehren und jagen:

a) Songruente Straflenbiifdhel geben einen RKreis.

b) Demnad) geben projettivijche Strahlenbiijchel einen Keqeljdnitt.

¢) Jft nun P ein Strahlenbiifdel, gejdnitten duvd) » und
g, und find B und Cyy fejte Punite, find ferner @, und R,,
ebenfo @, und A, zujammengehorvige Punfte dber Projeftivbiijchel
ourd) P, B und C, jo ijt ber Ort fiix A4,, twie dbie Konjhruttion
zeigt, etn Reqgeljdnitt, der durch folgende *Puntte geht: durd) C,,
ourd) 2, b 0§ Den Durdjdhnitt von g und dem gemeinjdhaftlichen
©trafjle PC;, bdurd) 3, ben Sdmitt von ¢ und r, durd 4,
pen Sdnitt von » und Ddem gemeinjdaftlihen Stvahle - PB

und  burd) B,. Man Pat alfo in C,234Bz4, cin Cehnen:




24 Crite Abteilung: Geometrie.

ig- 25. jech8ect eined Segel-
"I y ¢ idmtts. P, @, undb R,
! R R find die Sdnittpuntte
s per (Gegenfeiten Dded-
L 4 jelben, und diefe liegen
e / auf einer Geraden. Da-
\ |-=*"3/ mit ift, wenn man
X b bon der Definition
AN V4 pes Rreifed bejzi.
g i per gleichen Winfel
i abjieht, Der Pas-
calfde Sah obhne
. jede Magbeziehung
beiviefen. Die Hod)-

jule fann aud) hiev jeden Rejt von IMapbesichungen entfermen.

V. Mas Doppelvechilinis,

31) Das eigentliche Charatterijtitum ber gegenjeitigen Bezichungen
projeftivijder Puntireihen und Strahlenbitjdyel ergiebt jich folgendermafen.
Gub A, B, C und D harmomjde Puntte, jo ift
A AC __AD
§1g. 26. : ok
CB BD!'
pper twenn man — BC
fiiv CB {dyreibt,

WSS R AC AD
b ‘\ T T
AR <og BC 5D
i L J - (4
A N ™ DODEY
\\. P -
AC , AD i
b BC - BD T -
pet) I S e S : \\___ =it aber D midht der
¢ igtut 2 @ vierte Harmonijde, jon-

. o 15 . s S
pern ein beliebiger Puuft der Geraben, fo ijt B0 B
bon — 1 und Hhat fiiv jede Lage von D einen beftimmien Wert.
Da e3 ji) um dag Verhaltnis ziweier BVerhaltnifle Hanbelt, nennt
man den Ausbrud dad Doppelverhaltnid ber vier Punfte und
bezeichnet e3 als (4 BCD).*)

berfdicden

e

) Bei ver fhier gewdhlten Sdjreibiweife find die zugeorbneten Puntte
nebeneinander gejdhrieben.
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