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24 Crite Abteilung: Geometrie.

ig- 25. jech8ect eined Segel-
"I y ¢ idmtts. P, @, undb R,
! R R find die Sdnittpuntte
s per (Gegenfeiten Dded-
L 4 jelben, und diefe liegen
e / auf einer Geraden. Da-
\ |-=*"3/ mit ift, wenn man
X b bon der Definition
AN V4 pes Rreifed bejzi.
g i per gleichen Winfel
i abjieht, Der Pas-
calfde Sah obhne
. jede Magbeziehung
beiviefen. Die Hod)-

jule fann aud) hiev jeden Rejt von IMapbesichungen entfermen.

V. Mas Doppelvechilinis,

31) Das eigentliche Charatterijtitum ber gegenjeitigen Bezichungen
projeftivijder Puntireihen und Strahlenbitjdyel ergiebt jich folgendermafen.
Gub A, B, C und D harmomjde Puntte, jo ift
A AC __AD
§1g. 26. : ok
CB BD!'
pper twenn man — BC
fiiv CB {dyreibt,

WSS R AC AD
b ‘\ T T
AR <og BC 5D
i L J - (4
A N ™ DODEY
\\. P -
AC , AD i
b BC - BD T -
pet) I S e S : \\___ =it aber D midht der
¢ igtut 2 @ vierte Harmonijde, jon-

. o 15 . s S
pern ein beliebiger Puuft der Geraben, fo ijt B0 B
bon — 1 und Hhat fiiv jede Lage von D einen beftimmien Wert.
Da e3 ji) um dag Verhaltnis ziweier BVerhaltnifle Hanbelt, nennt
man den Ausbrud dad Doppelverhaltnid ber vier Punfte und
bezeichnet e3 als (4 BCD).*)

berfdicden

e

) Bei ver fhier gewdhlten Sdjreibiweife find die zugeorbneten Puntte
nebeneinander gejdhrieben.
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32) €% fragt i num, ob, twenn man bdie Puntte 4, B, C, D

]

—

mit einem beliebigen Punfte P m‘rhi]:hti, fiit die Sty n[l en etivas
Entipredhendes gilt.
Begeihnet man den Winfel wijden a und ¢ mit (ac),

2. N APC = PA - PCsin f.;(u:'} = AC . PQ,

folglich
AC I’A PC 5 ehon BC PR - P(
: = — 1t ehenjo ——— =
sin (ac) f’l’} Al gin (b¢) BG T
Durch Dibift alf
ourd) Divijion aljo
1L L ] ‘_,1 8] PA si ﬂ ”,(‘)

]], i B0 PB sin ||'s c)
Ehenjo 1t
AD v PA-PD . “BD: - BBPD
sin(ad)y  PQ ' sin(bd) = PQ !

L

alfo durch Divifion . ; , ;
) T AD PA sin(ad)

9’ T = S ety bt
<) BD = PB sm(bd)
Durd) Divifion evgiebt fich aus 1) und 2) bdie Beziehung
= AC AD gin (a¢) sin(ad)
o) b =i ‘

BC*BD ~ sin(be) “sin (bd)

Die linfe Seite ijt dad Doppelverhiltnid der vier PVunfte. Die
rehte Geite heipt analog dad Doppelverhiltnid der vier
©trohlen. €8 witd mit (abed) begeidhnet. A und B, ebenjo
C und D find zugeordnete Punfte, o und b, ebenjo ¢ und d zuge-
oronete Strahlen. Gleihung 3 lautet in der vereinfachten Schreibiveife
4) {;—.’1 B f.-';")) == I_{f.f.?:isz:l.

Aljo: Das Strahlenbitfdel und die jhneidende Gerade
haben fiir je vier Clemente dbasdfelbe Doppelverhilinis

33) Bilbet man nun Fig. 27,
aus dbem Straflenbiijdel P R
auf projeftivifhem Wege \\\
ein perfpeftivijches P, jo ift aples!

(FJL' (?) = ABCD
= (a,b.c d;).
Bilbet man aud der
Puntiveihe ABCD eine
perfpettivijhe 4, B, 0, D,
jo ift
ABCD = (abed)
= 4, B,C,D,.
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Wie man nun aud) projeftivifd fortfahren mige, flets bleibt ber
Wert der Doppelverhaltniffe unveranverlich.

Folglid) gelten die Sipe:

Bei brojeftivijdhen Punftreihen Haben je vier Punite
ve3 einen ftetd basjelbe Doppelverhdltnid, wie die ent:
{predjenden SPunite besd andern.

Bei projeftivijden Strahlenbitjdheln DHaben je bier
Strahlen ded einen basjelbe Doppelverhalinid, toie Ddie
entjprechenden Strahlen ded andern.

Da aber audy die Doppelverhalinifle der Strahlen und ber zuge-
hirigen Punftgruppen gleich jind, jo folgt gany allgemein:

Bei projeftivijden Gebilven 1§t fitr je bier Paave
einander entjprecdhenver Elemente dad Dopbelverhalinis
dasjelbe.

Die dret Sabe geben bie Gletdhungen:

II BCD) = (4,B,C, D), (abed) = {;H.,f:l r_'l.u?]:?,
(ABCD) = (a,b,c,d,).

34) Ber ber fongruenten Abbilbung find die Homologen
Winkel gleih, die Yangen Homologer Seiten ebenfalls gleid.

Vet der ahnlichen Abbilbung find die homologen Winfel gleid
und bdie Lingen Homologer Seiten ftehen in fonjtantem Verhaltnis.

Bei der Abbifbung burd *Projetftion ijt pad Doppel-
verhaltnis von je vier Punfien auf einer (um[mu gleich) bem Dbex
bier entfprechenden Punfte: ebenfo ift dad Doppelverhiltnis von je
vier Straflen gleich dem ber vier entjpredjenden Strahlen.

&ig. 28 35) €8 giebt aber nach Dbigem
auc) projeftivijche Beiehungen,
ber Denmen bad Doppelver:
haltnid von je vier Punften
aunf einer Gervadben gleid
pem bDer bvier entjbredien:
__ip bden Strafhlen durd) eimen
| Punft ift, und umgetehrt,
pag von bier Strahlen burd
e einen Punft gleicdh dem der
A 5 ~e vier entipredjenven Punite
SR |  auf der entipredenden Ge:
Seou o raDen:

4 Diesd gejdyieht 3. B. bei der Ab-
pilbung durd) veciprofe Polaven.

,.‘JJ
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Berbinbet man namlich) die Puntte A BCD in Figur 28 mit I,
jo find zunddjt die Doppelverhiltnifie (ABCD) und (abed) ein
ander gleic). Jjt aber P ber Pol der Geraden p, und fallt man

bon thm aud auf die Strafhlen a, b, ¢, d Qote, jo erhilt man die
Polaven a;, by, ¢, d; der Punfte ABCD, und diefe bilden ein
sum vorvigen fongruentes Strahlenbiijchel, denn fie folgen unter den-
felben Winteln aufeinander, wie jene. Wu3 (ABCD) = (abed)

und (abed) = (a,b,¢,d;) folgt (ABCD) = (a;b,¢,d,).

Durd) Projeftion diejer Figur erfennt man, daf gany allgemein
bet dper Abbildung durd veciprofe Polaven mittelsd eines
beliebigen Kegelidnitts bie Doppelverhiltniffe (ABCD)

/-
|

und (aybyc,d,) ebenfalls gleidh) bleiben.

36) Durd) Abbilbung mitteld veciprofer Polaven iwird jede
Bigur bon der Geftalt 29 in eine bon der Geftalt 30 verwanbelt,
0.0 pexipettivijdhe Stral)-
lenbitjchel berwanbdeln fid)
in peripeftivifdhe Puntt-
veiben; ebenjo berivan-
deln  fjidh projeftivifde
Etrahlenbiijchel in pro-
jeftivijhe  Puntireiben,
und mgefehrt.

Die Verbindbungs-
finien entfprechender Ele-
mente projeftivijcher
Paunktreiben geben alfo
itber in  bdie Durch:
jdnittdpuntte entipredhen-
per Clemente von projet:
tivifdpen Strahlenbiijdeln.
Folglidy:

Durd) AUbbilbung
mitteld reciprofer Po-
laven gefen famtlide
Puntie jedbes Kegel:
fhnitts diber in bie
jamtlidhen Tangenten
eined entjprechenden
Kegelfdhnitts.

Dabei bleiben jotwolhl
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=

bie Barmonijhen BVevhiltniffe, ald aud) bdie Doppelverhilt nifje allz
gemeiner Art exhalten.
Nod) ein Puntt fei Hier erwifnt: Betvachtet nan dbad Doppel:
verhalinid
AC_AD

B BD. (ABCD) =1

fo jind tm ganzen 24 Umijtellungen in der NReifenfolge der Punite
migli). Bon bu‘]ru jamtlichen Doppelverfhiltniffen {timmen je vier mit
cinanber itberein, o ift 3. B, wie die urfpritnglihe Schreibiveife seigt,
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = 1.
; ; : Gk 1 1 E—1 k
Die iibrigen geben bdie Wer — k — )
( ie iibrigen geben »nie te W 1 k, R i b e

Entiprechendes findet filr Strahlen jtatt.

VI Ginige Beifpicle projektivifder Strallenbifdel wnd
Punkiveilen.

37) Figur 31 ftellt zivei fefte Kreife dav, die fic) in B jdueiden.

Auf thren find die feften Punfte P und @ angenonumer. Durd) B
jind beliebig viele Sefanten

&ig. 8L AB gelegt, burd) bie 4

und den Punft P, ebenjo
burd) die B und den
Puntt @ die entfprechenden
Strahlen gegogen. Die
sjammengehdrigen
Strahlen g,e[u.n ginen
Rreiddburd) Pund@uud
ben zmweiten Sdnitt:
punft. Der Beweis liegt,
efementar betradhtet, davin,
paf alle @ gleid jind, eben-
fo alle g, dag alfo jeded
(¢4 B) it
Demuad) liegen bdie C
janitlich auf einem Kreife.
Projeftivijch) lautet der Beweid folgendermafen: Bitjdyel P und

R find fongruent; Bitfhel B und @ cbenfalld, folglid) jind aud

—_—
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