UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Methodisches Lehrbuch der Elementarmathematik

Dritter Teil, Lehr- und Ubungsstoff zur freien Auswahl fir die Prima
realistischer Vollanstalten und hoherer Fachschulen, nebst Vorbereitung
auf die Hochschul-Mathematik

Holzmiiller, Gustav

Leipzig, 1895

VI. Einige Beispiele projektivischer Strahlenblschel und Punktreihen

urn:nbn:de:hbz:466:1-93638

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-93638
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bie Barmonijhen BVevhiltniffe, ald aud) bdie Doppelverhilt nifje allz
gemeiner Art exhalten.
Nod) ein Puntt fei Hier erwifnt: Betvachtet nan dbad Doppel:
verhalinid
AC_AD

B BD. (ABCD) =1

fo jind tm ganzen 24 Umijtellungen in der NReifenfolge der Punite
migli). Bon bu‘]ru jamtlichen Doppelverfhiltniffen {timmen je vier mit
cinanber itberein, o ift 3. B, wie die urfpritnglihe Schreibiveife seigt,
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = 1.
; ; : Gk 1 1 E—1 k
Die iibrigen geben bdie Wer — k — )
( ie iibrigen geben »nie te W 1 k, R i b e

Entiprechendes findet filr Strahlen jtatt.

VI Ginige Beifpicle projektivifder Strallenbifdel wnd
Punkiveilen.

37) Figur 31 ftellt zivei fefte Kreife dav, die fic) in B jdueiden.

Auf thren find die feften Punfte P und @ angenonumer. Durd) B
jind beliebig viele Sefanten

&ig. 8L AB gelegt, burd) bie 4

und den Punft P, ebenjo
burd) die B und den
Puntt @ die entfprechenden
Strahlen gegogen. Die
sjammengehdrigen
Strahlen g,e[u.n ginen
Rreiddburd) Pund@uud
ben zmweiten Sdnitt:
punft. Der Beweis liegt,
efementar betradhtet, davin,
paf alle @ gleid jind, eben-
fo alle g, dag alfo jeded
(¢4 B) it
Demuad) liegen bdie C
janitlich auf einem Kreife.
Projeftivijch) lautet der Beweid folgendermafen: Bitjdyel P und

R find fongruent; Bitfhel B und @ cbenfalld, folglid) jind aud

—_—
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Bitjchel P und @ fongruent. gig. 32.
— Die Miglicheit ber S
Nbectragung von Fig. 31 N\
in Fig. 32 durd) Projeftion sk L2
it felbftverftandlich. ' __
©agt man jtatt fon: i X /
griuent projeftivifch, fo el
gilt biefelbe Schlupiolgering.
Sind demnad) I und II
beliebige Regeljdnitte,
fo it audy III ein Regel:
fdhnitt. Der bavin lieqende
Sap ijt leiht in LWorten

ausdzudriicen.

38) Der reciprofe Sab
foird folgendermapen lanten: R
Bieht man eine ge- S
metnfdaftlide Tangen=
te ¢ 3meier KRegelfdhnitie I und II (3. B. Kreije) und von ihren
Buntten aus eine Tangentenfolge a,, ay, @y, ... nad einer
Tangente p von I, und von denjelben Puniten aus eine

wig. 83

Zangentenjolge b, by, by, ... nad) einer Tangente g von II,
was die Punftveihen 4,, 4,, 45,... und B, B,, B,, ... giebt,

-

fo find biefe Punfiveihen projeftivifdhe, und ihre Ber:
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bindbungslinien umbhillen eiven Kegeljdnitt, dev von p und g
unb der yweiten gemeinfdaftlidgen Tangente bevithrt wird.

Bemerfung, Die Lunftreiben p und ¢ find projeftivijche, die
Runttveifen ¢ und ¢ cbenfalld, folglich aud) die Punttvethen p und 4.

39) Sn Figur 84 ift ein RKrveid I davgeftellt, duvd) deffen
Mittelpuntt A ein Biifhel von Durdhmefjern gezogen ift. Simtlide
Enbdpuntte 4 und B jind mit el fejten
Bunften P beziv. @ ded Kreijed verbunven.
Die gleidhzahligen Strahlen geben Sdhnitte
C,, Oy, Cy, ..., die auf einem Kreife durd
P und @ geben, deflen in P und ¢ be-
vithrende Tangenten duvd) I gehen. Der
elementave Beweid Derubht in Folgen:
pem: Weil je zwei Vogen A4, und
B, B, gleih groff find, jo find auc) die
Beripheriewinfel 4, PA, und B, @B,
glei). 3 Danbelt fich alfo bei P und
Q wm fongruente Strahlenbiifdhel. Folg-
(i) miiffen die C auf einem RKyeije liegen.

Projiziert man nun central, 3 B. {o,
baf Rveid I ivieder in einen Rreid iibergeht, der Puntt 2 aber
excentrij fallt, jo iwerben aug bden

2 fongruenten Bitfdeln projeftivijde,

L A unbd bie Punfte ¢ Dildben eiumen

) Sy Qegelfdnitt durd P utﬁ Q, befjen

; '/ i in P unb @ beriihrendbe Tangenten

S8 /0 |1 nad) M ogehen. (Man fann aud) von

TR [/ den A nadh @ und von ben B nad) P
‘ '/ T e g}it'.[u‘u\)

Durdy tweiteve Projeftion ift man m=
itande, ben ©Sah gang allgemein auf
Regeljdhnitte audzudbehnen.

Daraug ergiebt fih 3 B. folgenve
einfacge Ronjtruftion eined Kegel:
jhnittsa aus zweir Tangenien PM
und @M, ven Berithrungdpuntten ¢
und M auf demjelben und einem
Punfte L.

‘Ruﬂiiiltnq Man auh; LP, lege
burdh M eine Gevade MA, fo, dap << M A, P = <X PQL ift, und
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siehe LQ bis jum Sdnitte B, mit 4, M. Daun ikt fid) um PQ B, 4,
eint Kreid {dlagen (Summe der Gegentvinfel des Biereds = 180°).

An diefem Kreije twird die borige Konftruttion vorvgenontmen.

40) Der rvecibrofe Sabl tvitrde folgendermagen lauten: Die Ge-

vadben p und ¢ feten Tangenten eines gegebenen Kegeljdnities I, m
eine Deliebige Gevabe. Bon jedem Punfte 47, derjelben jeten Tan:

Hig. 56.

gentert an den Kegelfdnitt gezogen, bie auf den Geraben p und ¢
Bunfte P,, @, bezw. P,, @, geben. Die Verbindbungslinien bder ent:
fprechenden Punfte umbiillen einen Kegelichnitt, der p und ¢ in den
Sdynittpuntten mit me berithrt.

Darvaus lafit fich eine Konftruftion des RKegeljhnittd aus bdrei
Tangentenn und den Bevithrungdpuntten auf stveten davon mit Hiilfe
eined Kreijes ableiten, die jur vorvigen Ronjtruftion veciprof ift.

41) [n Figur 84 jdpnitten fich bdie BVerbindbungslinten der A
und B jamtlid) m Mittelpunfte I des einen RKreifes. Dies liegt
davan, daf die in P und @ beviihrenden Tangentern ded andern durd)
M gebent, b. h. bafp beibe Rreife fich vechtwinflig fdhneiden.

&3 giebt einen allgemeineren Fall. Jn Figur 37 find jwei
Srveife I und II gezeichnet, die fich it P und @ auj beliebige Unt
{hneiden.  Bteht man von jedem Punfte O, Hed Rreifed 1T aus
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Strahlen nah) P und @, welde den Kreid I in 4, und B, jdueiden,
fo umbiillen, tvie leidht zu zeigen 1ijt, Die Berbinbungslinien 4, B,
einent  concentrijen Rreis,
per von Den in P und ¢
gezogenen Tangenten berithrt
toird.

Durcdh Projettion erfennt
man, daf diejelbe Operation
Dei Reqeljchnitten, die fid) in
P und ¢ jdneiden, auj bdie
Umbiillung eines Kegeljchnitis
fithrt, der von den in P und
() qezogenen Tangenten bes
it oird. Auf diefen Tan:
genten Definben fid) aljo pro-
jeftivijche Punftreihen.

Betfpiele diejer Art lafjen
fich Deliebig viele geben. Aus
jebem ergiebt fich eine Methobe zur medhanijden Derftelhmg von
Kegelfchnitten.

1g- 7.

VIL Albugen ous dev analytifhen Geometrie,

42) Da beziiglich der Kegelfchnitte die fynthetijche Geometrie ber
analptifcern im allgemeinen dibecfegen ijt, tweil die RKegeljdnitte ald
vein projeftivijhe Gebilde von den Mabegichungen bder Koovdinatern-
ipfteme unabfangig find, fo jollen Hier nmr emige Mbungen aus dex
Qoorbinatenlehre angeftellt werden, bdie auf ben Begriff besd
Ruitmmungsfreifes hinleiten, ein Gegenftand, der fynthetijd) weniger
bequem behandelt werben fann.

[Dabei fei bemerft, daf fiiv die Unterjuchung von Surven hoherer
Gexade die analptijhe Geometrie den Vorgug hat, mit Hiilfe der
Sufinitefimalvechnung aud) bedeutendere Schwierigleiten zu diber-
twinden, daf jte aljo durdhaus nidht vernadldffigt twerben darf.]

a) Bereduung der widtigeren Linden an der Ellipje.
43) Fitr die Glipfe fei, wie frither, e =} a® — b* bie Brenn:

2

o : —b ‘ L : o
weite,.  Der Ausdbrud g ierde gleid) &* gefebt, o Dap

—_—
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