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a) Berechnung der wichtigeren Linien an der Ellipse
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32 Crite Abteilung: Geometrie.

Strahlen nah) P und @, welde den Kreid I in 4, und B, jdueiden,
fo umbiillen, tvie leidht zu zeigen 1ijt, Die Berbinbungslinien 4, B,
einent  concentrijen Rreis,
per von Den in P und ¢
gezogenen Tangenten berithrt
toird.

Durcdh Projettion erfennt
man, daf diejelbe Operation
Dei Reqeljchnitten, die fid) in
P und ¢ jdneiden, auj bdie
Umbiillung eines Kegeljchnitis
fithrt, der von den in P und
() qezogenen Tangenten bes
it oird. Auf diefen Tan:
genten Definben fid) aljo pro-
jeftivijche Punftreihen.

Betfpiele diejer Art lafjen
fich Deliebig viele geben. Aus
jebem ergiebt fich eine Methobe zur medhanijden Derftelhmg von
Kegelfchnitten.

1g- 7.

VIL Albugen ous dev analytifhen Geometrie,

42) Da beziiglich der Kegelfchnitte die fynthetijche Geometrie ber
analptifcern im allgemeinen dibecfegen ijt, tweil die RKegeljdnitte ald
vein projeftivijhe Gebilde von den Mabegichungen bder Koovdinatern-
ipfteme unabfangig find, fo jollen Hier nmr emige Mbungen aus dex
Qoorbinatenlehre angeftellt werden, bdie auf ben Begriff besd
Ruitmmungsfreifes hinleiten, ein Gegenftand, der fynthetijd) weniger
bequem behandelt werben fann.

[Dabei fei bemerft, daf fiiv die Unterjuchung von Surven hoherer
Gexade die analptijhe Geometrie den Vorgug hat, mit Hiilfe der
Sufinitefimalvechnung aud) bedeutendere Schwierigleiten zu diber-
twinden, daf jte aljo durdhaus nidht vernadldffigt twerben darf.]

a) Bereduung der widtigeren Linden an der Ellipje.
43) Fitr die Glipfe fei, wie frither, e =} a® — b* bie Brenn:

2

o : —b ‘ L : o
weite,.  Der Ausdbrud g ierde gleid) &* gefebt, o Dap

—_—



VII. lisungen aus ber analbtijdhen Geometrie, 33

1 = e B i . : e T = : :
= Va2 — b= — ift. Man Dezeichnet diefen Wusbrucd ald bie

numerijde Crcentricitat der Elipje. Sig. 5.
©ie Dedbeutet den Eofinud ded Wintels
swifdhen @ und e in dem aud a, b und s
u e s e 4| 1t
¢ gebilbeten Dretecfe, ober den Sinusd bed  p|
Winfels zwifden a und b. Sy
Uufgabe. Die Brennjtrahlen g, S =
uno ¢, fir einen Punft z,y, bder
Ly ot _y;: , R . i .
Ellipie P -+ 5 1 aug 2 und & zu bevedynen.
nt At 2 2 5 2 6) it
Auflojung. J:h = (&, + ) + y =+ y 4+ &+ 21,0
g S8 L) ] 3 - 5% - Bl LS g Ar p . 9
= 2,° + (" — -7 + (6*—0%) + 22, Va® — v (Hiev ift »,®
= af, 2 i 89
ausd ”'ﬂ - ’;‘ =1 Dberechnet wor- i
ben.) Ao e N,
g & "‘”2 — .J-’: > I ; - ; T‘.
'?12 = "’-\EJE a* ) "':_ b= _I— a® — R
9 co A e e & } j
— 24 2 1Y — p? :
= x,°¢® 4+ a* 4 2acex, 5 i A
= (ex, 4 a)* PO (TR
b - Y 2 - N2 A el o 2 (5.
Chenjo ift ¢° = (#;, — ¢)? + 9.* = (ex, — a)?, alfo:
. 0, = (@ +s2); = (a—sx);
alfo aud
Gy * 0y = @ — &’ G+ 9= 2a, g — gs= 2¢,.

44) Nufgabe. Fiiv einen Cllipjenpunit P die Gleidhung
per Normale zu finden.

uflojung. Nad) Teil I (Regeljhnitte Nr. 39) war bie
®leihung der Tan-
gente in P, fvenn x,

Fig. 40.

L : [
und g, bdie Koordi- Ly
naten iaren, //_,f—f . 2
| il

y & '.-"l'-l y yl o n/ i .\:‘\{\

L=k o o R = N e
II\ ‘ 2l : -'l:rl .l- -"I

et \
poex % /
y bs"ﬂl + b \\\x.,__ ///

—_— — T =H: =S e -

Holamiiller, Mathematit. IIL
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34 Erite Abteilung: @eometrie.

Aljo ift die Richtungsfonftante fiir die Tangente

: b
2) tang=Ad—— "+
&Yy
Die Novmale hat alio eine Neigung §, die fidh beftimmi aus
3 I A
" 1 uzy
3) i il aend 9,
J an | i !J:.rfl '

und da fie durch den Punft x,y, gehen foll, ift ihre Gleidung

4) Y==4 7 18

A\ : _— "

/ ©— & D

ober ; :

B e AT e L T e

5) aty, & — 2wy = (a® — b°) 5yy,.

Bemerfungen. Jn Fig. 40 nennt man PN = n bdie %inge
der MNormale, ober fury bdie Normale, P7 = t bie Ldnge bder
Tangente oder fury dbie Tangente. Die Projeftion NQ der Jtormale
feiit Subnormale ober p,, die Projeftion Q7 der Tangente Heift
Subtangente oder p,. Die Brennpuntt-Ordinate ber Cllipje, D. b.
ihre Hiohe an den Brenupuntiftellen, Heift Halber Parameter, ober p.

45) Aujgabe. Wo jdneiden bie Tangente und bdie
Rormale, die zu einem Cllipfenpunite z9, gehoren, die

X:-Achie, und wie groff jind die {oeben evilarten Stitde?
a) Tangentenjhnitt 7: Sept man in Gleidung 1) y =0, {o wird
g O,
ii't

b) Mormalenfdnitt N: Sept man in Gleidung Bleyi—0,
jo mwird L g

a‘.!

a2y — ety — O,

:']:' — 1

c) inge » der Jtormale:

4 s ; o ilg D2t
n— (5, — ON) + 9, = (&, — ) + (P — 55

; 5 b2 s iy i —ihaval o hen 5
= [(1 — &) — .f.iz]—kb‘ = .};'lz[(l. == p ) — r,:i_, -+ b*
. -—b-: b* 5 bEr r h® 7]
=T, 'le L? B ﬂu] _]l_ b= at L‘TIE (E == 1) + ”z_jlr

b* b -~ =T b
n?= —[a* — ®z,*] und m= . Vt?.-‘ — k= V-

[t (4]

d) Qange ¢ der Tangente:

%]

=Y (0T—a)+y’= I/(E — ) 497 uj .

;.1‘1




VIL. Ubungen aud der analytijfjen Geometrie. 3b
o) Orbinate p im Brennpunfte: Ius »® = b2 — —; 2* folgt
a
fiir x = ¢
o c f')l\ g0 h# - ?JE
YT = b2 =" — r'ﬁ} = —, ﬂf‘] D p=
; a* % a* == @

Durd) Cinjesung ded Halbparameterd p wird die Sdeitelgleidung

e . : = ; i I L
per CEllipje auf die Form 92 = 2pz — ‘; z* gebracht. (Bergl.

Teil II, Regeljchnitte Nr. 40.)

46) ufgabe. Fiiv den Punft 2,9, der Ellipje den Wintel
2y wifden den Brennftrahlen oder den Winfel y zwifden
Brennftrahl und Normale zu

:“tll‘, 41,

berednen. ¥\ ¥s
; QIui\Ijuiung._’ S Figur 4 1__ift i e -’2'}_‘_'7?’
d¢? = q; ".t' dg" — 2?1‘1’12 cos 2?'! ___——-—_“T'__:_f_ e iR =7 %2
folglidh 2e
cos 2y = It _i; h 2t
=y s

Logarithmijc) beffer it aber bie Formel fiiv den Cofinus des Halben
Wintels (vergl. trigonometrijde Formeltabelle in Teil 11):

(2 4+ 9. + 20) (4 + ¢ — 2¢)
44, qs s

8032 Y=

alfo, dba ¢ + ¢, = 2a ift,

9 (2a + 2¢) (2a — 2¢) a?— e? b*
Cos“}; — e T L . ————Jpa— :
4q, 9, 7192 T1qs
b b
cos y == e
Vi, s Va*— g*x,”
Ca ' . b
Folgerung. Aus n = 21/ g9, und cosy = ——— folgt
L . Vaigs
=5 b2
N COSy = = p.
’ u I

golglidh: Die Projeftion der Normale » auf jedben der zu:
gehdrigen Brennjtrahlen giebt den Halbparameter p.
Sebt folgen einige Anufgaben, die auf ben Kritmmungsradiug fithren.

47) WNujgabe. Biwei benadbarte Runfte der Gllipje
migen die Roordinaten x;, y; und z,, y, haben. Wo jdhneidet
thre Verbinbungslinie die X:-Adfe und wo jhueiden fid
Die 3u beiden Punften gehovigen Normalen?

3*




26 Crite Abteilung: Geometrie.

Auflojung. a) Sdnitt der Tangente mit der Achie:
Gleichung der Verbinbungslinien [(apt jich jdhreiben
( g I ) 1)

?'-',!

T — I e g — iy -
Y == Y. — W

Set man y = 0, fo folgt fiir Den Schnitt die Entfernung

e oy — L Ys
GO e R 1 s
Y — Yo

b) Sdnitt der Normalen: Jhre Gleidungen find nacd) Obigem

Cy o — i,y = (6 — b ayy,,
aty,x — Viagy = (a® — %) %, ;.

Multipliziert man die obere Gleidhung mit z,, die untere mit z,,

fo fallt durch beiderfeitige Subtraftion y weg, unb die Abjcifje des

Durchidhnittdpunttesd wird

Yy — g a® — b*®

J posm— .’J_‘l.-’.‘_, e ___‘ .- — e
Wy Yy — Ty s @

ober, toenn man ioieder die Bezeidhnungen e und s einfiihrt: Der

Abftand des Schnittpuntted der Novmalen von der Y:-Acdje ift aljo

e g*
KM =3 = —2,%y.

q 174

48) Nufgnbe. ©3 {oll unterjudt werden, vie grof der
Abftand KM dved berechneten Schnittpunttes von ber Y=Adje
wird, wenn Pyun:

G endlid) nabhe an
| P, viidt.
1 o -
S Es ey Auflojung. €3
| SRR = 10r
g i i i —
: _.II__ AT | == v 2 ‘“‘“-J, =
\ I 71 I 7 Sept man 2, = a5,
L | o gz S =
\ ==t / o wirtd ¥, x, = 2,
\h g g Der obige Audbrud
'H-_H__‘__‘_ ;..____d__,d.-/
| e &y ..i,f1_--=;?,'1 o
il : Y — Y
iird aber
X, Y, — Ly o i 0 e
',;1 ﬁ"f’-, alfo von Der unbeftimmten Form =5 (MNicht etiva
(st |
) i

=, M jesen!) Riidt aber P, unendlih nahe an Py,
W= .J'll =



VIL Ubungen aud der analytifden Geometrie. 37

fo geht Die Werbindungslinie P, P, in die Tangente iiber, und die

= S e oh s z G Fre 12
ZTangente in P, jdneidet nad) Aufgabe 45 « in ber Entfernung s = =
et |
©eht man diefen braudhbaren Wert ein, jo entjtebht
: 2 g2y 2 g 8
6) KM = -—I-.,-’-- =
({e b4 ) w-
Wi,
Jun war aber nach Aufgabe 45 ON = &z, aljo ift
e Ry =
6 %) KM — =—-0N.
a
Diejer Wusdrud ijt leicht zu fonftruieven. Sdyreibt man namlid
(-1']. @] J_-\) iy
) (t J Z o,
K == = ,
(4 [

< e . e x i : . -
fo ijt bie Hiilfegrike » = --(;—OA-' aud over Proportion

2y ia=¢:0N
e i s R g 2.2
ald vierte ‘Proportionale ju fonftruieren, Jodann KM = - = alg

bierte Proportionale aus der Proportion
| )

L

Bemerfung.  Halbierung bded Bremnjtrahlivinfeld8 giebt die
genane Ridhtung dber Norvmale. Jieht man eine Parallele zur Y-Adfe
i pem fonftruievten Abjtande KM, jo finbet man ben Punit AL
Diejer Punft 1jt von auBerordentlicher Bedentung ald Kriimmungs-
mittelpuntt ber Qurve fiir die Stelle x,y,.

Borldufig geniige neben der joeben gejeigten Konftruftion bdie
in Folgendem erldnterte.

Qu Figur 43 ijt neben der Ellipje i
der mit ber Halbadhje @ um O gejdhlagene fi=F
Kreid qezeichnet und bder Punft 7 bdes- '
jelbert marfiert, ber fenfred)t iiber P

sig. 43.

* o ¢ ’ i
fiegt. Fiir diejen Punft 1t — =cos y
[£]

7.
Folglich it jept N
. 2 ==
KM="1.0N= ON cos® y 31587
(4] [
e o [O...‘f’ cos ,! - cc:s Ve K—4r
jo dap ed i) um eine zweimalige Projeftion | e ¢

bort ON mit Hiilfe bes Wintels y Hanbelf. |
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38 Erfte Abtetlung: Geometrie.

Su ber Figur ift NL dag Lot auf OZ, alfp OL = ON - cos .
Ferner ift
LS 1 ON, folglid OS = OL cos y = ON cos* y = KM,

Die vorfdufige Konftrultion fitv den Kriimmungsmittel:
punft der Cllipfe im Puntte a,y, it alfo folgende:

Durcd) Halbierung ded Brennftrahlivinfels bei P findet man die
Normale PN. Die Senfrechte durd) P giebt ben Hitljstreispunit 2.
Dad Lot von N auf 0Z giebt den Punft L; die Senfredite durd
L Ydyneidet die MNormale im Kritmmungdntittelpuntte M.

Sdlagt man um M mit MP einen Kreid, jo fallt diefer Kreis
fiiv eine iweit grofeve Strede mit der Elipfe zujommen, al8 jebex
anbere. Gr heifit der Kriimmungsfreid der Ellipfe fiiv die Stelle P.

b) Krimmungsradiug der Elipje.

49) Benadbarte Rabdien eines Kreifes {dhneiden fid) tm WMittel:
punfte. Die Novmale im Punfte P der Ellipfe wird bon den Jior-
malen ber Nachbarpunite in verjdjiedenen Puntten gejdhnitten. Riicen
die  Jadybarpuntte
unendlid) nabe an P,
fo riidt der ©dhnitt:
puntt in dasd vorher
tonjtrutecrte M, too-
_ 1 AN mit der Eleinfte
£ s, ' '9-'"—'-[-;‘— :}’i* = Grengzwert fiix

i W/ 7/ \ = die Gutfernung bes

o Sdmittes von P ges
funben ird.

/ Nimmt man einen

7 tletneven  Beriih-

e rung2freid ber Stelle

P 3 B. den Kreid

M,, fo ijt jeine Rritmmung zu grop. Er tritt beiderjeits ins

Jnneve dber Ellipfe und bhat fonft feinen Punft mit ihr gemein.

Mimmt man einen zu grofen Verithrungsiveid, 3. B. den Kreid
M,, fo tritt er beiderfeits aug der Gllipfe herausd Gr jdneidet
jie entiweder nicht mebr, oder er {dyueidet fie noch in wei getvennten
Puntten D und F, ober er berithrt jie nod) einmal (D. §. er trifjt
fie in zwei zujommenfallenden Punften D und E).

Biijdhen beiden Kreifen legt nun der Kriimmungstreid, dejjen
fritmmung webder zu groB, nodh zu fein ift. Er verhalt fich in gang

Fig. 44.
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