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38 Erfte Abtetlung: Geometrie.

Su ber Figur ift NL dag Lot auf OZ, alfp OL = ON - cos .
Ferner ift
LS 1 ON, folglid OS = OL cos y = ON cos* y = KM,

Die vorfdufige Konftrultion fitv den Kriimmungsmittel:
punft der Cllipfe im Puntte a,y, it alfo folgende:

Durcd) Halbierung ded Brennftrahlivinfels bei P findet man die
Normale PN. Die Senfrechte durd) P giebt ben Hitljstreispunit 2.
Dad Lot von N auf 0Z giebt den Punft L; die Senfredite durd
L Ydyneidet die MNormale im Kritmmungdntittelpuntte M.

Sdlagt man um M mit MP einen Kreid, jo fallt diefer Kreis
fiiv eine iweit grofeve Strede mit der Elipfe zujommen, al8 jebex
anbere. Gr heifit der Kriimmungsfreid der Ellipfe fiiv die Stelle P.

b) Krimmungsradiug der Elipje.

49) Benadbarte Rabdien eines Kreifes {dhneiden fid) tm WMittel:
punfte. Die Novmale im Punfte P der Ellipfe wird bon den Jior-
malen ber Nachbarpunite in verjdjiedenen Puntten gejdhnitten. Riicen
die  Jadybarpuntte
unendlid) nabe an P,
fo riidt der ©dhnitt:
puntt in dasd vorher
tonjtrutecrte M, too-
_ 1 AN mit der Eleinfte
£ s, ' '9-'"—'-[-;‘— :}’i* = Grengzwert fiix

i W/ 7/ \ = die Gutfernung bes

o Sdmittes von P ges
funben ird.

/ Nimmt man einen

7 tletneven  Beriih-

e rung2freid ber Stelle

P 3 B. den Kreid

M,, fo ijt jeine Rritmmung zu grop. Er tritt beiderjeits ins

Jnneve dber Ellipfe und bhat fonft feinen Punft mit ihr gemein.

Mimmt man einen zu grofen Verithrungsiveid, 3. B. den Kreid
M,, fo tritt er beiderfeits aug der Gllipfe herausd Gr jdneidet
jie entiweder nicht mebr, oder er {dyueidet fie noch in wei getvennten
Puntten D und F, ober er berithrt jie nod) einmal (D. §. er trifjt
fie in zwei zujommenfallenden Punften D und E).

Biijdhen beiden Kreifen legt nun der Kriimmungstreid, dejjen
fritmmung webder zu groB, nodh zu fein ift. Er verhalt fich in gang

Fig. 44.




VII. 1lbungen aug der analytijhen Geometrie. 39

anderer Weile, Weil bdie Krimmung der Clipfe von P aud nad)
infs abnimmi, tritt der gezeichnete Rriimmungdfreid nad) linfs in
piec Gllipje Hinein. Weil die Krimmung von P aud nad) vedyd
qunimmt, fo tritt ber gegeichnete Rritmmungstreid na ) redht3 aus der
€llipfe heraud. €3 fritt alfo der merfviirdige Fall eur, bap der
Qriimmungsfreis in P jowohl {dneidbet al3 aud) berihrt.

Diefes jdeinbare Pavadopon Hart fid) auf, wenn man Dden
Quitmmungdradiug allmahliy von M, P auf MP abuehmen Idpt
Anfangd Hat man dann die Verithrung in P (zvei Sdnittpunite be-
peutend) und die Scmittpunite D und E.  Beim Kleinertverven Ded
QRuitmnungdradiug riidt D an P Deran und fallt jchlieplichy mit P
sujommen.  Jept Hat der Kriimmungsradius mit der Kurbe in
P drei zujommenfallende TPunite gemein, und nuv ein eingiger
abgetrennter Sdnittpuntt E bleibt itbrig, wad bei feinem
andern der Beriihrungslreife der Fall ift.

Siir bie Gndpuntte der Hauptacdhjen ift die Betradtung etivas
s peviimbern. 3 zeigt fih, daB Der Kritmmungdmittelpuntt bort
jogar vier Puntte mit der Kurvbe gemein hat, da nicht nur
D, fondern ber Symmetrie Halber audy E mit P jujammenfallt.

50) Nufgabe. Den RKrimmungsmittelpunft fiiv bdie
Stelle P zu beredhnen.

Nuflojung. Seine RKoordinaten feien 2 und y, bie von P
feien @, und y,, dbann ift nad) Pythagoras

a) o2 = MP* = (&, —a)® + (5, — ¥)*
Run war die Gleidung der Normale (Aufqabe 44, Gleidjung 5)

Vay = aty, % — {n.'*' — k’;jj) XUy -

o Binn B
= . a o 7 Pk e 42 S
Seft man hier v = KM = ”;:‘-- (nach) Gleidhung 6 in Aufgabe 48)

ein, fo exhilt man alé Gleidung ur Beredjnung der Ordinate des
Punftes M

Ky 2 ‘Cﬂmlu =] b
Yoy = a’y, -5 — (@ — )z,

v

(
aljo ijt (ogl. Fig. 43)
2 2 f ol b4 s
S A E5 Y, == b JYy B s s . 9
=Y S TS B e e b xy") -

: e g1 == LT g a2 o % = ad
Nad) ver Ellipjengleichung 1jt aber r'_‘:,_-—{—”g'ﬁ =1, afjo 2" =0a"— 594,".
Died, in bie vorige Gleidhung eingefebt, giebt

e £ 1, c.r.‘-’_} TN ga’y,’

= SM,
hE et bt 1




40 Grite Abteilung: Geometrie.

2o & < o
i - — N o T ol A
©ept man in Gleidung a) die Werte z — D = -
ein, o erhalt man eine Gleidhung zur BVervednung von o2, Fn

3

diefer jeBe man b* — 20 T gy, und jo ergiebt fid)

2 -:{'t"': i :_::ﬂ.l ‘“, 3 4 ,JI,‘_:‘] 8
gl a*h? =t
: b® o BT a:n® S W
Jun war aber q,4q, = = alio ¢,9, = g Einjepung giebt
n%al n®a’
S e e
0 be umnon o X
b‘_’
pder, da — = p iar:
3 3
\ (i
b) o = —.
r » ,J'lf—

Da auferdem p = n cos y war, jo folgt nod

Demnad) muf fidh o mit Hiilfe ziveier rehtivintligen Dreiecde
einfac) fonjtruieven Ilaffen.

x* y*
s =1
a” T

51) Uufgabe. Fiir den Puntt 2,7, der Ellipfe .

ben Kriimmungdmittelpuntt zu

= i_ fonftruieren.

e Uuflojung. Halbieve ben Win-
,r”/ 2 JON N fel ber Brennjtrahlen, ervichte auf
- SR e __‘_ > _ ber Rormalen im Scnittpunite N
\ 4 & 7, ] (der RNormale und . X-Adfe) ein
B /R0t NW big zu bem einen bder

e e Brennjtrahlen, ervidhte in W auf
___'__.F bem Brennjtrahl ein Lot big jum
Var Sdinitte M mit ber Normale, dann
ift M der Keiimmungsmittelpuntt.
Dennt PW = — , jolglich MP = = ;l_az =0,
cos ¥y cos v cos® g

Fitr ben bhiochjten Punft P, ift 9C y = << FP, 0, folglid) fallt
W mit Fy; zufammen, und bad3 Lot WM auf WP, giebt den
Reiimmungémittelpuntt M. Sn diefem Falle ift
b b a’®
S cos ¥ S (f!“\] SR
LY



VIL. bungen aud der aunalptijdjen Geometrie. 41
Jiiv dben Enbpuntt B ber gl A
Tangen Achje ift y = 0, alfo L erheos
Y e = o e S
p p , b* 7 e
Ny = = — e e — o 4 ”]' \
2 cos® 0 1 p ! / - S P
: ; ,,I:'f o B S S 5
b. §. gleich dem Lote F,G im PR e v
Brennpunfte. Sind nur a und b ey
gegebe, fo finbet man o, bequem
als Projeftion DP, von b auf R T oy
F, P, benn |
: b b \|
DP =beosy=b—==yp,. i
! c (i g N
Diefe beibent Dbejonberen

Rabien werben Hiaufig ur angendferten Verzeichnung der Ellipje bemupt.

¢) Krimmungdrading der Parvabel und Hhperbel.

52) Wnfgabe. Den RKritmmungsmittelpuntt fitr einen
Punft der Pavabel zu fonftruieren

Wnflojung. Man halbiere ben Winte! 3tvifchen bem Brennjtrahl PF
und ver Parallelen zur Acdhje. Dies giebt bie Normale PN. Lot auf
PN in N giebt ©dnittpuntt W mit dem Brennftrahle. Lot auf PW
in W giebt M auf dev Normale. (Cbenjo founte W, benubt werden.)

Der Kritmmungsradius fiiv den Sdyeitel ijt wieder p =FG =24 F.

: Fip. 48.
J_-";'l'ﬂ_. 47. -
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.-.f'-.’-- S
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53) nwendung. Statt ded parvabolijhen Hohljpiegeld wird
haufig der {pharijde Hohljpiegel genommen, der in der Nihe des
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