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Statt ded Halbringes Fann man aud) beliebige Ringjeftoren in folder
LWeife behanbeln.

Nufgaben. Wie qrofy ift der Jubalt des iiber einem Halb:
freije ftehenben und in Dbejtimmter Weije abgejdhrigten Eylinders, iwie
groB ift die Mantelflache, und o liegt der Schwerpuntt bed Kirpers
und ded Wantel3?

Cin Drehungstorper entjtehe durd) Drehung eined Halbfreijed
um eine Acdhfe in feiner Ebene, die parallel zum Durdhmefjer ift.
Wie grof find Mantel und Jnbalt ded Rirpers? Wo liegt ber
Sdwerpuntt ber RKiorperhdljte und wo Dder ded Manteld? Bivet
ddlle find zu unterjheiben: in dem einen fiegt bdie Adhje auf Ddexr
Durdhmefjerjeite, im andern entgeqengejeht.

1. Die Regelfhuittsflidyen und die ugehivigen Rirper.
a) Cylinder.

25) Uber den geradben und fdrigen Kreidcylinder ift in
Zeil T und IL dag MNotige gefagt. Die Jnbaltsformeln laffen fid)
aud) fiiv den Fall aufftellen, daf die Grundilade ein Lreidjeqment ift.

Dasjelbe gilt vom elliptijdhen Cylinder. Die Inbhaltdformel it
J = abmh. Aud) hier fann die Grundilace ein Clipjenjegment jein.

Bet dem parabolijden CEylinder fann von einer Jnhalts-
berechmung nur bdie NRede fein, twenn die Grundflacdhe ald Segment
ourd) eine ©ehne begrenzt ift. Die Beredhnung des Segmentesd ift
in Teil II, &. 250 gelehrt tworden.

Auch fiir den hyperbolijdhen Cylinber ift dbas in Geometrie
Jr. 60 und 61 behandelte Seqment der Beredhnung 31 Grunde 3u legen.

b) Kegel.

26) Ilber bden geraden und fjdhiefen Kreisfegel und ben
elliptijhen RKegel ijt neuwed nicht zu bringen. Fiiv dben pavabolifdhen
und bHyperbolijchen Kegel 1jt die Jnhaltzbeitimmung moglidy, wenn
vie @rundildde ein begrenztes Segment ift.
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¢) Dad Ellipjoid.

27) Dreht fih eine Ellipfe um eine der beiden Achfen, jo ents
D

fteht ein Drehungsellipfoid. Man fann fih dasfelbe aud) dbadurd
entftantden denfen, daf man in

einer Rugel auf emem Haupt: Fig. 75.
jdnitte A B Qote erridtet und S
jamtliche Qote in Tonftantem Ver: 5 : _
hiltnid = berfiirat ober pberlangert. J ,,_{’_'___ﬂ_
Die Endpuntte liegen dann jtatt / b
I ber Rugelfladhe auf der Des ' s :
_f_iiﬁ Jer SAgelpahe }LT s J._,{ — —in
Drehungd-Cllipjoidd. Der Kugel- \ : V/
mbalt - a’mw qgeht diber m e | //
4 b 4 ' “. ('l‘"_—ﬂ .’
( EI-“:T) = —qa*bmx, wenn b die % ! .
o A 3 X ! <

Drefungdachfe ift, und in 5 abin, BE
enn a die Drehungsadhie ift.

(Die Beredhmung der Dberflide iiberfdreitet dad Jiel der Schule.)
¥
Sl
Der Schwerpunttsabitand der Halben Ellipfenfliche CD B in Figur 75

Bemerfung. Nad) Guldin ift J = 2onF und ¢ =

. : Y @b Ak ; . : e
ijt aljo ¢ =——3— = -—, er Wwird aljo ebenjo Derechuet, wie beim
-

Queife. Diead ldht fih auch) auf dbem Wege einfacher Anjdaming
nachiveijen.

28) Figur 76 fjtellt rieder den Wufrif eined Drehung3ellipjotos
bar. Crrichtet man in demielben
auf bem Hauptidnitte A D BC Xote

bi3 zur Dberflache und untertvirft /—;-—hx
mat  dieje ber VWerkiivsung oder l

Berlingerung nady dem fonjtanten /

Lerhiltnis :r io entjteht an Stelle A 7] 73 z

]

_J
pe3 Drehungdellipjoidd bad bdrei:
adfige €llipjoid mit den Ad)jen \ ‘

! 4 g
a, b und ¢. Der Jnhalt 3 a*brm e

o . [4 ¢ C i} +4
geft itber in (3 cﬁbn:)z oder in J =y abex.
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29) Die Pavallelfhnitte einer Kugel find untev einander dhnlid.
Berwandelt man die Kugel in Figur 77 durch Lotverfiivyung in ein
Drefhungsellipfoid, jo geht jeder

&1g. 71 Quaeljchnitt K L in einen Ellipjoin-

g—— fchnitt I, L, iiber; jedber su KL

/” ' H“‘\\ parallele E'um jchnitt NO geht in
1. f‘-..i \\ iy einen Cll p]b}ﬁff)tli_tf NeOy i'lbl:‘r,
[ r s )\ Mo e B G
.-/“'i”x‘_\ | \Q\._ \ t. .:-L%c.-:w folgt jofort aus Der
il e . dhnlicheit Der entiprechenden Drei-
\‘\ * \5} > edfe. Die Cllipfoidjdhnitte {ind
\\;0 '”>_I{-;// Barallelprojeftionen ber Kugel:
e~ = fehnitte, und bda die Winkel y

\ S / und y, fitr die beiden gezeichneten
“\H _}/ﬁ Hnmc fibereinjtimmen, jo find die
IR Ravallelfdnitte ded Cllipjoids ein:

ander dhnlich. Ahnlidhe Jchiefe
Qreiscylinder werden ndmlid) hier auf dhnliche Weije gejchnitten.
Geht man vom Drehungdellipfoid jum drefachiigen iiber, jo er-
fent man auf diefelbe Art, dah auc) die Pavalleffchnitte ded breis
adbfigen Clipjoidd unter einanber dhnlid) find.

30) Jedbes drefadhfige Cllipfoid DHat ziwei Sdaren von
Qreidfdhnitten. Sind ndmlidh die Adhjen der Grife nad) a, b und ¢,
jo baf c die fleinfte it

Fig. 78. jo Tapt fid) in der durd

a und ¢ Deftimmien
Ebene mit b ein Kreid
f{dhlagen, Der Dbdem ent:
fprechenden Hauptjduitt
m P, @, Py und @
idhneidbet.  Der Wufrih
PQ ftellt einen Kreid
fhnitt dax, bemmr Ddie
burd) den Punit M bar-
geftellte Halbadhie b 1ft
gleich Dder Ddavauf fent:
vechten Halbachfe MP. Gdamtlide Parvalleljdhnitte u P find als
dhnliche Cllipfen ebenfalls RKveife. Die Tangentialebenen in B und
S geben die Grenzpunfte der etmen RKreisjdar. Auf RS liegen bie
Mittelpuntte bdev entjprechenden Kreife. Dasfelbe findet mit Dder

—_—

- — o il B
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fymmetrijd) liegenden Rreisjhar jlatt. Die Punfte B und S, R, und
S; Deifen Mabelpunite bed CElipjoids. Sie find von Bedeutung
fiix die mathematijhe Phyfit.

31) Beridhiebt man bie RKreidjchnitte der einen Sdar in ges
eigneter Weife auf einander, o nimlich, dah die Verbindbungslinie RS
jenfredht zu PQ wird, fo ift dad Clipfoid in ein Drehungdelipjoid
berianvelt. Jn Dbefonberen Fillen fann e3 aud) zur Kugel werbden.

32) Ausd der BVevedhnung der Kugelfegmente (aft fich leidht die
per Cllipjoivjegmente ableiten, und zwar nad) der Methode der
fonftanten  LWerkiivzung  besiv.  BVer-
lingevung. MPWan fann aber aud

Fig. 79.

o e

folgenbermafen ncrfnljrcu.o ] o I
Jn Figur 79 ijt ”:! -4~ :_ —_ 1 / c él-
bie Gleidhung der Cllipfe, alfo ift | T ——
e — g% — “’35:1‘

Stellt die Beidynung ein Drehungs-
ellipjoib mit der Wd)je ¢ dar, jo bhat der Horizontaljdhnitt in bder
$Hiohe z die Flade a*x ober

2 T 9
g = a'm — —— z°,

'

Jtach) der Summenformel (Teil I, Ster. Nr. 64) ift aljo die Schicht
bont der Hohe Null bis zur Hohe z bom Jnhalte

5 g 3
S il A 7w e " z
J=a'm— — — - = a’ne (1 —_ )
1 cr 3 2 2.2

o

Gitv 2 = ¢ Dejtitigt fid) die obige Juhaltdformel fiiv die Halfte des
Drehungs-Cllipjoids.

33) Stellt dagegen die Figur ein dreiadfiged Ellipjoid mit den
Palbadhien a, b und ¢ bar, fo ift wegen der Uhnlicdhfeit der Hori-

e irars : i T x ]
jontalidmitte bad zur Hohe = gehbrige y bon der Linge y — o =
SR St e Pl b o0
und der Hovigontaliduitt hat jeht die Fldde aymw = 22 SR w
pder

B v A b
q = U{_z— czgd)_

~ T,
@

Holgmiller, Mathematit. IIT.
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66 Boeite Abteilung: Steveomeirie.

Nad) der Summenformel ift alfo die Schiht von Hohe O bis Hohe ¢
vom Jubalte

: abmxz?
rf— ——— {{.l{}:’f.;? T T
2
Fiiv = = ¢ beftitigt fich die obige Jnhalisformel (fiir die Halfte des

Kirpers).

Aus den Schichten famm man die Segmentformel leidht
ableiten.

Auch die Simpion-Formel (GHt fidh benuben, dba der 3. Grad
beim Queridnitt nidht iitberftiegen iird.

34) Jiiv allgemeine Segmente ergiebt fid) folgende Miethove
als zwedmapigite: KL fet ein gang beliebiger Sdnitt Ded dreis
adhjigen Ellipjoids; B fet auf defjen
Oberflache ber Berithrungsdpuult der
sur Sdnittebene parallelen Tangential:
ehenie. Der Durdymefjer A B wird in
einem Deftimmten Berhilinid BC:CA
purd) die Schnittebene geteilt. Teilt
man  bei einer Rugel einen Durd)-
meffer in demfjelben LVerhilinis duvch
etre 3u ihm fenfredhte Schnittebene, o
verhalten jid in beidben Korpern
bie Seqmente wie die ganjen Korper. Jit aljo S dad CEllipfoid-
feqment, J ber Gllipjoidinbalt, S, da3 Kugelfegment, J, der Kugel-

Fig. 80,

infalt, jo ijt S:8, =J:J, und S=25; - Dies ergiebt jid) aus
L

ber obigen Gntjtehungsiveije des Cllipjoidd aud bder Kugel, bet der
¢3 fich um eine Wrt von Pavallelprojeftion hanvelt, die auf vie Ber:
Hltnifje der Kbrvpevteile feinen Einfluf ausiibt.

Das Cllipjoid ift von Widptigleit fitv die Unterjudung der Erd-
geftalt, jitv bie Geometrie fiberhaupt uud fiiv die mathematijcdhe Bhyjif,
namentlic) fitv die Optif, Lotentialtheorie und Hydromedanit.

d) Sreig-Paraboloid und elliptijhes Paraboloid.

35) Dad durdh Drehung einer Parabel um ihre Achje ent-
jtehende Drehungs: oder Rreidparaboloid ift jhon in Feil II
(Regelihnitte Nr. 43) al3 die Hilfte des jugehrigen Eylinders nad:
getviefern.  Der Jnbalt ift alfo

. 1 o
J = —a’mh.

—a
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Lertiivyt man jdmtlidye auf ber Sdhnitt- ig-
ebene 4 BC D fenfrechten Halbjehnen ey —
beiber Rbrper in fonjtantem Verflt: Jl/\ oo i %g
= n ) % i : S e '

mg —, fo entjteht ein elliptrjder N

tifche Paraboloid, weldes nad) dem
©abe von Cavaliert twiederum Halb jo
groBen Jnbalt hat, twie der Cylinder.

Gylinder und dasd zugehivige ellip:- ‘ /,

36) Das Drehungsparaboloid
1jt eint bejonderer Fall vom Drehungs: =y o /
ellipjoid, feine Pavalleljchnitte find ;
allo  ebenfalls  untereinanber
ahnlich. Das elliptijhe Para:
boloid ift ein Defonderer Fall
pom Ddreiachfigen Cllipjoidb, e8
bat ebenfalls dhnliche Varallel:
jdhnitte und unter diefen 3ivei
Sdyaren von Kreigjdhnitten.

Der Safs von dex Halbierung
pes Cylinderinhalts durd) das
Parvaboloid bleibt auch bejtehen,
wenn man  durc) Horizontal:
verjchiebung der Horizontaljdnitte
Sigur 81 in Figur 82 vertvandelt.

Auj bie Bebeutung des Drehungdparaboloids Fiir die Hydro-
medjanif, fiiv die Lehre von bden Trdgheitdmomenten und fiix die
mathematijhe PoHyfit ift jdon in Teil I aufmerfiam gemacht worben.

e) Hyperboloibd,

37) Durch) Drehung einer Gevaden um eine jie nidht jdhnei-
pende, fondern jdrdg frengende Achfe entjteht nach Teil IT (V. 43
uno IV. 2) ein Drehungsdhyperboloid mit einem Mantel. Gin
jolches hat demnach auf jid) zivei Schaven gerader Lnien. Darausd
folgt, dap bie Sdjrigidnitte bes Korpers Ellipfen find, jobald der
©dnitt eine gejdloffene einarmige Kurve giebt.

Dian fann ndmlid) nach) der Methode von Danbdelin Berithrungs-
fugelnt einfenfenr, die aud) die Gbene beriihren. Uus der Gleichheit
ber Qugel-Tangenten XF und XA bezw. XF, und XB folgt dann
fiiv jeden Punft der Sdnittfurve FX 4+ XF, = A B = conft.

5%
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68 Biveite Abteilung: Gtereometrie.

Wird bagegen bder Sdnitt weiarmig, fo wird er, iie beim
Regel, aud Demfelben Grunde ein RKegeljchnitt, denn dann wird

XF

XFy= XA — XB= AB. RBird der Sdnitt pavallel zu
einer Seite de3 Ufymptotentegels, fo entfteht eine Pavabel. (Vygl. Teil II,
Fig. 180 u. 183.)

38) Die Horizontalidichten des Kirpers find leicht su bevedyuen.
Uuf diefe Berechnung faun fid) die Schule befdranten.
Jft die Gleidumng des Hauptidhuitts

ot yw_ﬂ I
g T pE o

fo ergiebt fich fitx die Hobe y der Abftand = aus der Gleichung

o

2 L L
2= sl
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aljo ift der Querjdnitt
9 T
§=— o"m == a°mw + E _,1’5?}3 %
g TL]

Tad) der Summenformel ift die Kovperidhidt vor 0 bi3 ¥ vom
Snbalte o
R E ol
WmY + 37wy

Wit Hiilfe der Segmentformel (aft fich Hieraus der Sdywer:
punft be3 Hyperbelfegments beredynen.

39) &3 fjragt fich, ob bie Pavaleljhnitte dhnlidhe KRegel:
{dhnitte find.

&3 geniigt, died an dem gleidhfeitigen Drehungshyberboloid AU
nnterjuden. Die
Gleichung der Hy-
perbel*®) desjelben fei
1) 2* —y? =1,
bieSchnittlinien A B
und 4,B;, mbgen
bie aud A =tan e«
folgende Neigung «
haben.

Die Gleichung
von APB ift alfo
2) 3= Apr

Aus 1) unbd 2)
folgen al3 Koordi:

&Hig. BO.

naten von B
1 4
&= — - oy = —— '
V1 — A V1 — 4°
: 2 5 2 142 . Sy e
fo baf MB? = z* - 42 = - i_;iﬂ ijt.  Der Horizontalihnitt des

Dyperboloidd durd) M Hat aber iiberall den Radiug MO — 1
folglid) hHat die Cllipje AB das AGfenverhaltnis
/1 + Az g === —
]/1 = ot ober 1 4 AZ; Vi — a7
Die Gleidhung von A4, B, fet

3 ] i = Ax -{— b.

r

*) &ig. 85 ftellt bie allgemeine Huberbel dar. Siir ben Specialiall der
Redynung denfe man fidy die Ajymptoten aufeinander jenfredt.
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Aud 1) und 3) ergeben fich die Koorbinaten von A, und B, al3

Ab + Y1+ 1? — A4 b+ AV1 F bF — A¢
s e e e L Yy, = B :
~1 1— A3 f ; 1 A®
T, -+ a,
Der Halbievungdpuntt M, von A, B; Hat die Koordinaten =2
und * i %2 ober
g Ab grmeEs )
§ = f— A8 UL (= T

Folglich ift
: : g - "i_,',:j + IJJ,'_'-___A:.'} a JI_ A"'_‘T
M B = V(e — 8+ (5, — )’ == — 0= ;

Die Haupthyperbel BHat n’[\er i Hohe n bdie WUbjciffe KD = a,

—Vitr=)1+

sur  Beidhnungdebene ‘ll[tﬁf[‘tt Bnﬂm’ljm ves Dorizontalidnitts ift

1 w3, und bie auf KD in M, fenfrecht
— At

S = 1— A} @
§ = l/.--rf — E = i/ LI J{LIH"“\E] ift ba3 Achjenverhiltnis

der Gllipfe 4, B,, b. . ”S’" _i/ =

M, M ijt fonjugierter Durdymeffer su AB und 4, B, Auf ihm
jhneiden fich aus Projeftionsgriinven A, A und B, B in einem Runite 2.
Die Cllipjen 4, B, und A B {ind in Bejug auf P perjpeftivijch, aljo eine
oie Projettion der anvern. Man fann von diefer fitr jeden Hauptidnitt
geltenden projeftivijdhen Bemerfung ausdgehen und erhalt dadurd) etien
vein geometrijden Nadieis fitr die Ahnlichfeit der beiden Paralel:
|dhnitte ohne alle Redhmung. (Die Schnittturven jind perfpektivijh und
dhnlich bet Horizontaljdhnitten, folglich allgemein bei Pavalleljhnitten.)

Dandelt e3 fidh um Drehungshyperboloide, die aus der all:
gemeinen Hyperbel entftehen, aljo aus :’ — ;:” = 1, jo ift bie Be:-
tradptung nuv uniefentlich verjfdhicdben. Man fann jedod) auch durdh
tonjtante Verkiivzung obev Verlingerung bder jentrechten Halbfehnen
sur allgemeinen Hyperbel iibergehen.

©Sind die Paralleljdhnitte nicht Elipfen, fondern jweiteilige,
alfo Hyperbeln, jo ift die Koorbinatenbetrachtung mur eine unbedeutende
Umgeftaltung der vorigen.

Aljo gilt ganz allgemein der Sah:

Die  Paralleljdnitte bdes einteiligen Drehungs-
Dhperboloids find dhnlidhe Regel{dnitte.

Auj der Erijteny der Linien auf dem Drehungdhyperboloide beruht
ote Mbglichfeit der Konjtruftion der fogenannten Hyperbelvabder, die

alfo dasfelbe wie bei 4 B.
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abnlid), tote die fonifdjen Rdaber avbeiten, wobei jebod) die Achfen jich
nicht jchnetden, jondbern in beliebiger Weije freuzen. Die Bihne vollen
fih nicht einfad) aufeinander ab, jondern veridicben fid) aud) jeitlich.

40) Dag einteilige Drehungdhyperboloid geht in ein oretacd)jiges
fiber, fjobald man fimtliche auf einem fenfredhten Hauptidnitte
ftehenden Lote in fonjtantem Lerhaltnid verfitvat. Dabei bleiben die
beibent Gruppen gerader Linien auf ber Oberflidie als jolde bejtehen,
jo daf bie Figur 83 nod) itmmer ald Darftellung des Kirpers gelten
fonn.  Die JInhaltsberedynung dndert fih in derfelben Weife, wie
beim Ubergange vom Drehungsdellipjoid zum dreiachfigen. Der
SKbrper hat zwei Sdaven von RKreisidhnitten. Die Ufnlichfeit dex
Pavalleljhnitte bleibt exhalten.

41) Auch durch Horizontal- Fig. 86.
verjdhiebung ber Kreidjdnitte '
pe3 Drehungshyperboloidd qe:
langt man zum dreiachjigen
Hyperboloide, mur miifjen bie
Nittelpuntte ber Kreife auf
einer Geraden MM, Dbleiben.
Auch jebt bleiben bie geraden
Linten  bejtehenn. Sind bie
Abfdnitte auf dbem einen
ber Rreife gleich grof, fo
jind fie e3 auch auf dem
anderm.

42) Dentt man fih jebt bdie beiden Rveife unendlich grof,
0. . al3 Horizontale
gerabe Linien (bie fich
freuzen ivie A B und
CD in Figur 87) und
in gleidhe Stiide jer-
legt {ind, fo geben
dieBerbinbungslinien
bie Dbereits in Teil II
(beim Pridmatoid mit
tindjdiefen Seiten-
flichen) behandelten
Slacen. Sie bilben
pad fogenannte by-
perbolijde PBara-

&ig. 87




72 Biweite Abteilung: Stereometrie.
boloid. (LVergl. Figur 131 in der Einfithrung in dasd fteveometrijhe
Beidynen und Figur 146 in Teil IL.)

Lerbinvet man 4, B, ¢ und D auf alle Avten, jo hat man
pag bdurd) bie Flache DHalbierte Halbtetraeder, jo dap nad) ZTeil IT,
Ster. Nr. 37 bie Detreffende JInhaltdberedynung bereits erledigt ift.

43) Drehung bder Hyperbel um bdie anbdere UAcd)je giebt dasd
shwettetlige Drehungshyperboloid. Jn Figur 88 ift ed fo
dargeftellt, dafy ftatt ber Gleichung

ig. 88, : Z
T g ?1[‘ l
: ;;—,,--f = % a® b=
L _//  Die folgende mapgebend ijt,
= s 2 o
N a——f/’;/" y? s, 1
e a® T
e o Bu Biveden der BVevecdhnung fann man
e von ber Sdheitelgleichung andgehen, aljo von
)I \‘.
’ . P T e
z' = 2py + ff' Y
7 i s : o Fm o : v ¢ .
// P woraud fih bder LQuerjdhnitt und mit
e A Hiilfe der Summenformel bder Segment:

)+ inbalt leicht ergiebt.

b el = el Der Kirper [dft fidh) durd) fonftante
Berliivaung der auf etnem Hauptjdhnitt

jtebenben Lofe in ein dreiadhfiges Hyperboloid mit elliptijhem Hori-

sontaljdmitt verivanbdeln, deflen Bevedynung ebenjo einfach ift. Naher

joll auf ifn nidht eingegangen iverden. Die Cntwidelungen find bden

beim einteiligen Hyperboloid gegebenen ganz analog

IV. Einige Amwemdungen des Sakes von Covalieri.

44) Nadh) Teil I, Ster. Nr. 22 u. {. . gelten folgende Sike:

Der Jnbhalt eined R[orperd, dev iiberall denfelben
porizontaljdnitt G Hhat, ift J = Gh Dabei mag die Gefjtalt
bed Querfdnittd in den eingelnen Hoben fein, twelde fie will. Aud
bie Horizontale Lagerung der eingelnen Sdnitte fann eine willfiivlide
fein, b. b. jede Eddidht fann in ihrer Gbene fortichreitend und
prefend Deivegt twerden, ohue bafi der Jnbalt fich dnbdert.

45) Der JInbhalt eines RKivpers, dejfen PHorizontal:

fdhnitt proportional ber Hobhe ift, ift J = G f: S Figur 89

- ol

—— et
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