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Biveite Abteihung: Stereometrie.

Mie grmdlegenden Konfeuktionen der orthographifden
Aronomeirie,

60) Durd) fenfrechte Projeftion ded Wiirfels erhilt man eine

&ig. 108,

Jeidnung nad) Art von Figur 108.
Bon Jeder Ede gehen drei Kantenlinien
aus, bie, abgejehen vom Borzeichen,
mit 04, OB umd OC nad) Ringe
und Ricdhtung dibeveinftimmen. Man
beseichnet brei foldje Ranten, fobald
fie einem Wiirfel angehiven, ald
Dreibein oder Dreifant. E3 wird
fich nun geigen, daf, wenn 0A und
OB nad) Lange und Ridhtung gegeben
find, OC nach Qinge und Ridhtung
fonjteniert werden fann, alfo nidt
mehr illkiixlid) ijt. Die Streden O A,

OB und OC miifien alfo in einer bejtimmten Beziehung ftehen.

61) Pan findet diefe Beziehung, wenn man den Wiirfel von
per einfachiten Lage aud erft im Aufrif um einen Winfel «, dann
im Grundri um einen Winfel § dreht. (BVergl. Teil II Figur 138.)

Fig. 104,

- e - = R TR

Fi
D e T Y
B 4 Hi— _
Q) ' v ¢ 1o P
o2 Eal
oS T
C 7

Die in ber jweiten und dritten Lage (Figur 104) mit p und q
bezeidneten Stiide haben, wenn man bdie Wiirfelfante gleidh 1 febt,
abjolut genommen jamtlid) bie Qiinge p = cos o bezw. ¢ = sin e,
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St ver dritten Lage it OD = pcosP = coswcosf (bvergl.
Grundrifg), OF = qcosf = sinwcos B, und im Grundrif OF

— 1 -sinf, alfo im Anfrif 0C = sin .

62) Man betvachte nun im Wufrif der dritten Lage O ald
ven Nullpunft des Koordinatenihjtemd und betvachte im Sinne bder
Somplegentheorte (‘Tetl II, Abjdynitt VII der Arithmetif) OA al3 bdie
Summe von 0D und DA, OB al3 die Summe bon OF und EB.

Dann hat man, wenn 'I/— 1 = i gefest wird, nad) Obigem:
0A = cosacosf - isine, OB = — sin wcosff -} icose, OC = sin.

Die Quabrate der Streden find:
0A? = cos®* acos’ B — sin® @ - 2isin @ cos  cos §,
0B? = sin® wcos® § — cos’ @ — 2isin e cos e cos §,
0C? = sin® B,

Die Summe der Duabdrate der drei Streden ift aljo gleidd
cos’f (sin’e + cos®B) - sin®f — (sin’« + cos’0) =1 — 1 =0
‘E_i‘u[qfi-;ﬁ'

©inb die bon etnem Punfte O audgehenden Ranten 04,
OB und OC Wiirjelfanten in fenfredter Projeftion, jo ift
bie Summe der Quabdrate biﬂu Gtreden gleid) Null

(Jaft man bie Duadrate der Streden im Sinne der Medjanif als
frdfte quf, jo Danbdelt es jid) um dret tm Gleichgewidyt jtehenbe Krifte.)

Dieg it der Gaufide Fundamentalfas bder ortho:-
n;raphiid' en Arxonometrie, bor dem fidh) jedbod) nur im Nadlafie,
B, II, &. 309, feiner Werke eine furze otiy befindet.

63) Bemerfungen. Man Hatte im Wufrif nod) eine vievte
Lage nehmen Ionwen, indem man 3 B. um etmen Winfel ¢ drefie.
Dadurd) wive jede Strede nod) mit dem Drehungsfaftor (cosy - isiny
multipliziert torden, ihr Quabrat wdre alfo mit (cosy -+ isiny)
= (cos 2y 4 isin2y) verjehen worden. Die Summe der f,‘:-nrthmh
hatte alfo wiederum Null evgeben.

Die llmf‘chrnnq wfivde fouten: Jit bei einem Dretbein die
Summe ber Stredenquadrate gleich Mull, jo fann es als

I
2

~

orthographijdhe Projeftion von drei W u’r.Telfanan gebeutet
werden.

64) €3 fragt fidh, ob man qus dem Aufrif der Lage 3 die wafhre

‘-'*[‘111{11* oer Santen fofort erfennen fann. Diesd ift der Fall denn e3

t fiiv diefe Lage ¢ = sine, p = cose, aljp p* + ¢° = 12, folglich:
Holymitller, Mathematil. IIL 5
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Fallt man bet dbem orthographijden Dreibein von dem
Endpuntie gweter Ranten ausd Lote auf dagd Bild der dritten
fante, jo geben bdiefe RLote, phthagoreijd) abbdiert, die
wahre Lange der Wiivfelfante.

Die Hilfte diefer Hypotenufe wiirde den Rabius

B0 per dem Wiirfel einbejdyriebenen Kugel gebem.
g Der Durdhmefjer der umbejdjriebenen Rugel ift
\"‘-; V'3, wa3d nad Figur 105 3. B. pythagoreijd fon
& itruiert werden fann. Die Halfte ift der Rabdius
by o 5 biejer Kugel.

s .i‘, Sdlagt man um den leicht zu fonfhruierenden
/ I Mittelpuntt des Wiirfels RKreife mit den entfprechen-
L oen Padien, fo find die beiden Rugeln forrveft dax-
geftellt.

Sebt ift die Lofung folgenber vier Fundamentaloufgaben mit
Benupung einer eingigen Seidnungsebene (3. B. Aufrif) moglid.

65) Aufgabe 1. BVon einem orihographijhen Dreibein
jeien die Ranten 04 und OB nad) Linge und Ridtung ge-
geben. Die Witrfelgeidhnung foll fertig fonftruiert werben.

Fig. 1086

B

uflojung, Man lege den Winfel AOB =F in 0 an OB
ar, den Winkel 0AB in B an diefelbe Gerade, jo daf A OB B,
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VA OAB toicdh. Aug 04 und OB, bilde man dasd Parvallelo-
gramm OAD B, sehe deflen Diagonale DB und verlangere fie iibex
O hinaud um fich jeldbjt, wad C, giebt. Dian Halbiere ben Wintel 4 0C,
pann erhilt man die Nichhung der dritten RKante. Madit man ihre
Linge gleich der mittleren Probortionale gwijden 0.4 und OC,, jo ijt
0C volljtandig bejtimmt. Die Wiirfelzeidhnung ift leicht ju vollenden.

Beweid. Faht man 0A ald die reelle Strede 1 ober aud) 1°
auf, fo ift nady Obigem OB, das LDuabrat der Strede OB nad
Qange und Ridhtung. it nimlih) OB = r (cosf -+ i sin §), jo ijt
OB, = +* (cosp -} isinf)* = +* (cos 2 | isin 2
Weife ijt 0C, bad Quadrat von O0C. Da aber C;0 = 0D bdie
Diagonale ded PVavallelogramms ijt, o ift die Summe der Streden
0A4,, OB, und 0C; = Jull. Folglich bilben ihre Quadratwurzeln
04, OB und OC ein orthographijched Dreibein.

Bemerfung., Statt den concaven Winfel AO0C; zu halbieven,
fonnte man e3 aud) mit dem convegren LWinfel thum, dann iwdre
OC entgegengejest entjtanden, was dem jweiten Wuryelwerte entjpridht.

Die beiden Lojungen find im iibrigen nidht von einanbder ver:
fchieben. Qebe laft el Deutungen zu, je nadbpem man A oder H
al8 vornfiegend auffapt.

S der Konftruttion laffen fich einige Linien erjparen, die besd
Beiweifes wegen mit gejeichnet find.

| Selbjtverjtandlich) fann man OC aud) durd) Beredhnung findben.
&8 1jt namlidh

). 3Jn berfelben

( 2 : 5 - REn e e — - —
OB, = ;B{ , 0D = V()ﬂf + OA%2 4 20B, - 04 - cos 2§,
et T T S
F— . - — g 2|'
0C=VO0A-0D, sinAO0D op Sib B,

endlich) Wintel » die Hilfte Des zugehirigen Supplementivintels 400, ]

66) Aufgabe 2. O0A fei nad) Ldinge und Ridtung ge-
geben, dbie Ranten OB und OC nur der Linge nad). Die
Wiirfelzeidhnung joll vollendet werden.

uflofung. Man fonjtruiere die Ldnge OB und 0C* mit
Hiilfe der Proportionen

OA:0B=0B:xz und 0A4A:0C=0C:uay,

wo 0A—1 gejet ijt. Aus 04 —1°, OB, = OB* und 0C, = 0(C*

fFonftvuiere man bas Pavallelogramm O0ADB; mnebjt Diagonale.

Halbierung desd Winkelds 4 0B, giebt die Richtung von 0 B, Halbierung

be3 Nebemwinfeld 400, von AOD giebt die Ridhtung von OC, 1. 1. w.
6*
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67) Uufgabe 3. 04 fei nad) Lange und Ridtung ge:
geben, die Ranten OB und O0C nur dver Ridtung nad). Die
Witrfelzeidhnung ift 3u vollenden.

Uuflojung. Man verdoppele die gegebenen Winfel S und 4.
Dadurd) erhalt man die Ridhtung der Seite OB, und der Diagonale
0D bded Barallelogrammsd OADB,, weldes leicht zu vollenden ift.
Die mittlere Proportionale zwifden 04 und 0B, giebt die Linge
bon OB, die mittleve Proportionale wijden 0.4 und 0C, bie Linge
vont O C.

68) ufgabe 4. OA fei nad) Linge und Rihtung ge-
gebent, von der Kante OB bie Linge, bon der Kante OC die
Ridtung. Die ilili'arft"[r,t*ifhumlg ijt 31 vollenden.

-"}Illy[unmq Berboppelung ded gegebenen Winfeld » giebt twieder
bie Diagonalridhtung desd zu fonftruievenden Parallelogramms 0ADB,,
weldjes bdadburd) vollendet wird, daf man um A einen Bogen mit
OB* dldgt. Lepteved ift, wie vorher, mit Hitlfe der Proportion
OA:0B = OB :x gu fonftruteren. it das Pavallelogramm voll-
endet, fo giebt die Halbierung des Winfels A0 B, die Ridhtung von
OB. Die Linge von OC ergiebt jih ald mittlere Vroportionale
sotjden OA und der Diagonale OD.

69) ﬁﬁ:tilgézi‘llli;;ﬁha‘n 3t ber Wiirfel in allgemeiner Lage
fonjfvuiert, jo fann man nad) Obigem bdie ein- und die umbejdyriehene
Sugel duvd) den entjprechenden Krets darftellen. IMan fann ihm ein
Detraever oder Oftaeder Lutfauhmm et ‘Pentagondodefaedber um
ihn legen, ein ,‘\'ym]r{L‘.bL‘r aud dem lebteren ableiten und fo aud) diefe
Gejtalten diveft in allgemei-
ner Lage darftellen, ohne zwei
Gbenen  zu  Denuben.  Aud
bad Trapejoeder und das Dia-
mantoever lajjen fid) aus bem
gum Ucdjenfreuze vervollftin:
pigten Dreibein ableiten, {iber-
Haupt jamtliche Krpjtallformen
mit fenfrecht aufeinander ftefen-
vent Achien.

Fig. 107.

70) Sdlagt man wm die
Ede bed Dreibeins einen Kreis
mit der wirtlihen Kantenlinge,




VII. Die Kugel in cenfralperipettivijcher Projeftion. 8D

pie nad) dem Obigen zu fonjtvuteven ift, o erfennt man bie Miglic)-
feit ber forrveften Qonftruftion jbharijder Dreiecfe mit Bogen von je
90°% b. . ber Rugeloftanten in allgemeiner Lage. Man braudt
AA, BB, umo CC; nur ald Mittellinien gewifjer Parallelogramme
su betrachten, denen die entfpredjenden Elipfen eingubejdjreiben finb.
Die lepteven laffen fich nad) Padeal vder Briandjon fogar ohne Hiilfe

peg Birkeld fonjtruieren. Wergl 3 B. Figur 8.

VII. Die Rugel in centralperfpektivifyer Projektion.

71) KLNO fet eine fenfrechte Ebene, auf ber eine Berithrungs-
fugel fiegt. Jn P befinbe jich dbad uge, jo daf bie Projeftion P,
vont P der Wugenpunft und die Horizontale QLR der Horizont ift.
Der vout P aud an die fugel gelegte Berithrungsteqgel fchneidet bie
Ebene in einem RKegeljdmnitte, 3 B. in einer Ellipje, die ald Projeftion

%ig. 108,

ver fngel zu betradhten ift. Die Kugel ift die eine Daudelinjdhe Ve-
vithrungstugel, berithrt aljo die Ebene im Brennpunite D dex Elipfe.
Jit DC em Lot auf ber Ebene unb € ber Sdnittpunft besjelben
mit ber Rugel, {o giebt, ivie die weite Veriithrungstugel zeigt, PC
pen anbderen Brennpunft ) der CEllipje. Die durd) P und DC ge-
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