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I. BVorbemerfungen. — IL Recdhtwintlige jpharijhe Dreiede. 89

Die Cniwidelungen iwerben bejonbers einfad), twenn man den
Sugelvadiug r = 1 fept. Aus Griinden der Anjdaulichteit joll bdies
im Anfange unterlajfen iverden. Jft ed nidtig, den zum Rabdiusg r
gehbrigen Bogen von dem jum Radbiud 1 qehovigen ju unterjdeiden,
fo foll im fehteren Falle jtatt a, b, ¢ gejdhrieben terden a, b, ©.

Muter Dreied joll Hier ftets ecin pharijdhes Dreied verftanbden
erben.

2) Die Figuren macden nur dann einen toivflidh rperliden
Eindrud, wenn man die gange Kugel mitzeiduet.

Da die Qugel bei der fenfrechten Projeftion jtets ald Kreid er-
jcheint, bei der Sdyrdgprojeftion bdagegen ald Ellipfe, fo ijt es bier
awedmiBig, von der lepteven Darftellungdiveife abjugehen und die
erjtere zu tdhlen.

Die gropten Kveife der Kugel erfdheinen ald Ellipjen, die jid
pem ©rengfreije der Figur beriihrend anjdmiegen, alfo nidht derartig
auf ihn treffen, dbaf die Verlangerung den Grenzfreis jdneiben twiirde.
Mit Ausnahme der als gerabe Linien erjcdheinenden Kreife, bdie jent:
vecht auf ben Gvenjireid treffen, bilden jamtliche im Bilde mit dem
Grengfreije den Winfel Null, mbge der wirfliche Schnittivintel o
qrof feint, tvie ev toolle. Sollen die Sdnittivintel der Seiten (pharijdher
Dreiede fidhtbar fverben, jo hat man den Grenzfreid ald Dreiecsjeite
s bernteiden.

II. Redjtwinklige [phirifdye Mreiedie,

3) Figur 110 ftellt eine 510 210,
Sugel mit dret gripten Kreijen :
par. Wian benfe fih Rreid I
alg Meridian, der durch den
pberften Puutt O und bden
unterjten Punft U geht, den
freid II ald den horizontalen
Yquator, fo daf der Schnitt
bei O ecinen vechten Winfel | B G N
giebt. Dagegen habe Kreis 111 \k_f%‘_d
eine beliebige fdrige SLage. N
Dann ift A B C ein {pharijdes
Dreted, und war ein vedt:
winfliged, bet dem man bdie s
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90 Dritte Ubteilung: Sphéarijche Trigonometrie.
Bogent ¢ und b ald Katheten, ¢ ald Hypotenuje bezeichnen darf. Un der
Figur ift nod) Folgended zu beadhten: B ift fenfredht nad) unten auf die
Ylquatorebene projiziert, wad den Punkt D auf dem Radiug MC ge:
gebent hat. AuPerdem ijt von B aud dasd Lot B E auf den Radiug M 4
gefallt, fo daf BED ein fenfredt ftehendesd vedhtivinfliges Dreied ift,
twelded den MNeigungdvinfel « ber Geraben B E gegen bie Aquatorialz
ebente enthialt. Denjelben Neigungdwinfel geben aber auch die in A
berithrenden FTangenten der fid) in A fdnetdenden RKreife anm, denn
ED und EB find zu diefen Tangenten parallel, und o ift ¢ = .
Nad) diefen BVorbereitungen jollen die Hauptaufgaben iiber dasd
vedhttoinflige Kugeldreied geldjt werben. Dabei migen bie Wintel
BMC, CMA umd AMB al8 a, b, ¢ beseidnet, alfo durd) bden

Bogen gemefjen werden.

4) Aufgabe. Aus den RKatheten a und b die Hypotenufe
¢ 3u beredynen.

Huflojung. ©3 it
ME  MD:cos DME MD:cosb

¢os ¢ = cos BME = e = i T
(MB -cos DMB) cos b
S T o = ¢os @ - cos b.
M B
Alfo:
1) €08 ¢ =08 « - ¢0S b.
Bei der Sdhretbweife lg cos® ¢ = lg cos® a + lg cos® b fillt eine ge-

wifje Analogie mit dem Sabe ded Pythagorasd befjer tnd Auge. Dex
©ap ift leiht 1 Worten audzudriiden.
Bemerfungen. Durd) eine gevinge nderung der Figur lakt fich

i e R b
per Gaf aud) fir @ > und ebenjo fiiv @ > - und zugleid) b >

e |

befveifen. Dann [dBt fidh) Folgended ausjprechen:
e (5 = aT - o . i Ay
a) Jit a <5 umd b < 5 10 find die beiden Faftorven pojitiv,

7T

aljo aud) cos ¢ pojitiv und baher ¢ < 5 -

b) it a> = und b >, fo find die beiden Faftoren negativ,
folglidh cos ¢ pofitiv und ¢ << 2. Affp Eounen nicht alle drei Bogen
sugleich groper als : jein.

e T - S ) e
e) JIt-a> 5 umd b < -:, jo ift cosc negativ und &> .
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g ' el L 2k 0 e h
d) St einer der Bogen a und b gleih —, fo ift einer der

(g

S1%

]

Faftoren Null, folglih aud) cose=0, b. §. aud) ¢ = f

]

Dreiect it gleidhjchentlig und bildet ein Halbes Meridianziweied.

9

S T i G g Pla
e) St a =~ und b = -, {o find beide Faftoven gleidy Mull,

B oo = T . . g e e ¥
folglich aud) ¢ = - Dad Dreted ijt glewdjeitig und bildet enen

Oftanten der Sugel.

nwendung. Wie grof ift auf der Grdoberjlade die
ipharijde Entfernung eined Punfted B von «° ndrdlider
Breite bon einem Punfte A des Yquatorsd, wenn der Unter:
jdhied der geographifden Ldinge 1° betrdgt?

AuflBjung. Aus lg cos a® 4 lg cos 1° beftimmt man 1g cos ¢,
judt ¢ mit Hiilfe der Tafeln auf und multipliziert die Anzahl der
®rabe mit 15, twad bie Babhl der Meilen fiiv ¢ giebt. — Hanbelt
es fich) um einen Welttbrper vom Radiud r, fo Dbejtimmt man ¢ aus

1 1)

ber Proportion *: 180° = ¢ : m als ¢ = m 1, fo da ber jphdrijche
s = ¢’ . .
Ubjtand ald r¢ = rmw o0 gefunden ivird.

5) Aufjgabe. Cinen Dreiedswinfel aus der Gegentathete
und dbexr Hypotenuje zu berednen
uflojung. Jn Figur 110 ijt

- DB MB - sina sin a

sin & = Sin @ = —F—= = e == —
kB MB - sin¢ sin ¢
Aljo: _
; 8in o X sin [
2) 85lN o =— —— s1n 15 = — 4 .
sin ¢! sin ¢

Auch bei dem ebenen vechtivintligen Dreiede fiihren Gegenfathete und
Pypotenufe auf den Sinusd bed Winfeld. Fiiv fleinesd a und c¢ wird
auc) hier sin @ = ’z
Anwendbung. Welde Wintel Hat in der vorigen geographijchen
Uufgabe das fphirijhe Dreied? Um iwieviel itbertrifft die Wintel:
jumme den Winfel 180°2 (Sphirijder Uberjchufy ober Creep.) Wie
qroR ijt demnach bie Flache ves Dreieds? [Vergl. Teil II, Stereo-
metrie . 50:
o e B0 40— 1800 ) o® 0 90 —180° 4
K T e ey Sigess R

—G+B+7—r)

T

.
-1
| J

|




92 Dritte Abteilung: Sphirijde Trigonometrie.

6) Mufgabe. Ginen Dreiedsmwintel aus der anliegenden
Rathete undb der Hypotenuje ju bervednen
Auflojung. Ju Figuv 110 ijt
; BED ME.tanb tan b

COS @ = COB &6 =— =

" KRB B MFE -tane  tan ¢

Affo

2) tan b it tan a

y CO8 == J Cos p = 5 '

/ T tan ¢! e tan ¢

Der Sap entfpridt der Cofinud-Formel fitr dad ebene rechtivintlige
: e s o . b

Dreiet.  Fiir fleinen Bogen b und ¢ wird aud) hier cosa = =

7) Yufgabe. Cinen Dreiedswinfel aus ben beiden
Ratheten zu bevednen.
Aufljung. Nadh) 2) und 3) ergiebt fid) durcd) Divifion

8in o sing tanc sin @ sin ¢ 1 sin @
Rt cose  sine tanb  sinc cos¢ tand = Cosctand
gin @ - tan a tan a
57 (cos @ cos b) tanb  cosb tanb  sinb
Afljo F
tan a e tan b
4) tan o = —— ¢ tanf=— -

Auch in der ebenen Trigonometrie fithren bdie beiden Katheten auf
bie Tangente de3 Winfeld. Fiir fleinen BVogen « und b ird aud

. il
hier tano = —:
b
Nujgabe. Die Dreieddfeiten aus ben Winleln zu be-
rechnen.
uflojung. Aus
tan b i sin b
cose = —— unb sinf = -
Lan ¢ 510 ¢

(bgl. 3) und 2)) folgt durd) Divifion

cos o tanb sine cos e cosa cos b

sinf  tanc sind  cosb  cosb

alfo ijt gunddit

) cos o : cos f§
; 086 == — cos /
2 CORE gin ' £ sln o

o e . ¥ 5 e ' T ' CO8 &
(Fitr unendlich) fleined a geht die Formel iiber i 1 = T
pber cose = sin 8, tvad dev eberten Trigonometrie entjpridt.)

a7
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Durd) Multiplifation folgt aus beiben Gleidungen

cos® Ccosf ] 2
COSC =—CoS ¢ cos b — sin B e = Tea cot p.
ol ) B5ln0 &
Aljo:

6) cos ¢ = cot e cot 3.

4

(?ﬁiir unendlich) fleine3 ¢ wird daraud 1 = cot « cot § obder
tan « = cot §, wad iwiedetum der ebenen Trigonometrie entjpricht.)

8) Um basd Geddd)tnid 21 unterjtiiben, Hat Neper die fed)s
Grundformeln zu folgenbden, aus ifnen leidht abuleitenden, verveinigt:

. _ . fm \ . (=
COS ¢ — cot e cob f = gin ( f:} sin {_} — L),
7)  cos |5 — a) = cot § cot (,_) — r’:) = §in « sin ¢,
y (7T A 1 - T et
| cos « = cob {, — h) coli ¢ = sin (Q = rs) sin (3.
. \ 2 4 2

&3 Danvelt fich bdabei fiir jeden Cofinugd um bdiefelben Funftionen,
und jwar in folgendem Sinne: Man dente fidh die Elemente a, b, ¢,
« und B (aber

y = 90° aus- Bl 1 e
gejflofien) i ﬁ\ S A
ber naturgemd: \

Ben Reibenfolge / \\c

freigformig auf- [ \ £
gefchrieben, jtatt "<\ = =
ber Ratheten a e e

b b aber ibre

o~ : 14 . ¢ A - p i, A
Supplemente 5 — a und 5 — b gefeht. Jedber Cojinusd ift

pann gleid) dem Produfte ausd den Cotangenten der beidben
anliegenben Stiide, aber aud) gleicdh) dem Vrodbufte ausd dem

Sinus der abgetrennt [iegenden Stiice.

9) Mit diejen Grundjormeln lLafjen {idh) die folgenden
Aufgaben (Hien.

g _

a) Gegebent ¢ und by wie groff find ¢, @, § und F?

.
Auflojung.
tan a tan b
COS¢ = cos@-cosbh; tana = , tanf = —,
sin O d sin
SO T LS P
I Cf £ rEor.

180"




94 Dritte Abteilung: Sphirijche Trigonometrie.

b) ®egeben @ und ¢ wie grofy find b, «, f und k¥

Auflojung.
cos ¢ - 8InN @ . tan a S
cos b = . sine=—-—, cosP=  —, [ ive oben.
COos @ g1n ¢ tan ¢

c) ®egeben a und f§, wie grofp find «, b, c und F'¥
Auflojung.

Eh : i 2 tan a
cose==cosa-sinff, tanb =sina-tanf, tanc=

cos f’

F' ioie oben.

d) ®egebert a und ey tvie grof jind g, b, ¢ und F'?

uflojung.
Lidrs o8 & - tan a 3 sin @ T -
sin ff = . sinb=p—, sinc=—_——, I e oben.
COS @ tan o/ 8in o

e) Gegeben c und e, wie qrof B, b, a und F'?
Auflojung.

cot p = cosc-tanw, tanb=tanc:-cose, sin ¢ = sin ¢ » Sin &.
f) Gegeben o und B, gefucht a, b, ¢ und F.
Auflajung.

cos & cos f§

o8 a = ——p, Cosb= cos ¢ = cob e cot .
gin 8

sin !

10) Bemerfungen. €3 fragt fi), ob in Dden Auflsjungern,
abgejefen von Den Fllen der Symmetrie, die feine Rongrueny ift,
Mehroeutigleit Herrfchen fann. Bei dem Cofinud und der Tangente
peftimmt fih der Duadvant ausd Ddem Borzeidhen, alfo jind Ddie
Qbjungen eindeutig, bet bemen Der Gofinud ober die Tangente der
Unbefannten gefunben werden. Dagegen fonmuien bie Sinug der ge:

judgten ©rdfien fowohl auf der eritem, ald8 aud) auf den zhweiten

- e . tan b

Duadvanten fithren. Mun ijt aber nad Formel 4) sin g = b B
: ; tan a s B B . 2

und sin b = —=- Da mn ber Sinud inm den beiden erjten

E;iz itets
pojitiv fein, b. §. Bihler und Nenner find beide zugleid) pofitiv unbd
beide sugleich negativ, folglich: Rathete und Gegentvinfel ge:-
horen jtets pemfelben Quabranten amn Died fann aud) jofort
aué der Figur entnommten tverbem, inbem man bei gegebenem o Den

=4 : R tan ¢ i
Quadranten ftetd pofitiv ift, fo muf E,::{; und ebenjo

Marimalvert von « unterfucht, der gleid ro = -r:r--i[;“,. ijt. ©o ijt
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: 5, G A : sina . :
% B. in bder aiveiten Aufgabe bdbie Lojung sin e = —— eindbeutiy,
! gin ¢

toeil ber Dtabrant von e durdh den Ltadranten von a beftinmmt wivh.

Nur bei Aujgabe 4, wo Kathete und Gegenwinfel gegeben find,
bleibt bie Biveideutigfeit bei allen Stitden bejtehen, giebt aber
nidht adyt Moglihfeiten, jonbern nur zwei, weil eben getvifje Quas
branten zujammengehdren.

Bei derjelben Aujgabe fann aud) eine Unmoglidhfeit ein=

e : ; ; : & : : sing_ |
freterr. St ndamlich sina > sin o gegeben, jo wird sine = e 1
=} L

=

a3 unmoglic) 1jt. Der Grenzfall sina = sin o fithrt auf sine =1,
T I

2.0 auf ¢ = it @ =~ und o= 90° gegeben, {o ift ba3

4]

Dreied unbejtimmt, ndmlidh gleich der oberen oder unteven Hiljte
eined beliebigen Rugelzweieds, weldyes zwifden jwei Mieridianen
liegt. ©oll e3 beftimmt iverben, fo muB nod) ein bdritted Stiid
gegeben fjein.

Mit bem rvedhtwintligen Dretede find zugleih bdie gleich=
fdhentligen ecledigt, denn jeded lapt jich burch einen groften RKreid
in fymmetrijde redtivinflige Dreiede zerlegen.

L. Allgemeine Tphivifdye Mreiedse.

11) Uufgabe. Das Analogon Hed Sinus-Sabes dex
ehenen Geometrie zu finbden.

Huflofjung. Sn Jigue Fig. 118,
113 fei ABC Had jphirijche
Dreted. Wan lege durd) C
etnen ebenen Hauptidnitt fent:
vedyt yur Yquatorialebene A B,

e

der den Bogen CD =k feni-
redht 31 A B giebt. Dann ift
nad) Formel 2

folglich durch) Divifion

8in ¢ sin @
gin f§ sinb’
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