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100 Dritte Abteilung: Sphirijde Trigonomeirvie.

V. Bonfivubtion, Roeugrueny und Miglichkeit [phirifdyer
Mreiecke bei drei gegebenen Stifcken,™)

16) Der geometrifhe Ort aller Punfte der Kugeloberfladie, die
pon einem gegebenen Punite Dderfelben gleiche {pharijche Entfernung
haben, ift ein Kreis. Die Projeftion ded gegebenen Punited auf bie
&bene diefed RKreifed fallt in befjen Wittelpuntt.

Da 3u gleichen Bogen grifter Kreife auf ber Kugel aud) gleiche
Sebnen gehoren, fo fann man mit bem Birfel auf der Sugeloberflache
genau ebenfo Kveistonjtruttionen qusfithren, toie auf der Ehene.

Wenbet man bdie Jenfredte Projeftion an, fjo erjdeinen
jamtliche ebenen Sdynitte, die fenfredht auj der Cbene der Heichnung
ftefert, a8 gerabe Linien. Davon foll bidweilen Gebraud) . gemadyt
werben, um die Beidhmmgen zu vereinfachen. Ebene Sdynitte durd
bas Gentrum geben grofte Kreife. Diefe vertveten bei ben Kon-
jtruftionen getwifjermaBen die \_—li‘uL per geraben Linie.

St die Konftvuftion eined fphariihen Dreiecdd eindeutig, fo
ift sugleich ein Rongruenzfab fiiv jolche Dreiede gefunmbden, damit
aber jugleih ein RKRongruenzfap fiir Dreifant-CGden, Dderen
Theorie erjt hier endgiiltig jum Wnstrage Tommt.

Bu den Fallen der Eindeutigleit jollen anud) diejenigen
geredhnet werden, bei denen nod) ein jweited, jum bovigen
ipmmetrifded Dreied moglidh) ift. €8 findet ndmlid) dann (jo-
woll im Fonjtruftiven, afd auch im vedjmerijchen Sinne) Ubereins
fimmung in allen Homologen Stitden jtatt, obwohl die Drei-
efe nicht zur Dedung gebracht werden fonnen. Man erfennt bies
am Dbejten, indbem man ein auf eine Kugel gezeidhneted Treied mit
etnem Punfte feiner Flahe an einen Spiegel hilt. Dad Spiegelbild
hat Dann mit dem Dreied die ber Dedung entjpredhende Lage, beide
trefien fich aber mur in ecimem Punfte. Jm Ubrigen find fie ,von
einanber wegaefriimmt”. Aud) fann jebe Jeihnung n jweifachem Sinne
aufgefaBt twerden, da man fie ald3 fonfab ober fonver betvachten darf.

17) ufgabe. Auf der Hugnl’f[ﬁrhu mit Radiusd 1 foll
ein Dreied mit ben Seiten a, b, ¢ fmtitru'wri fuerbert.

‘If.n][umnq Sn Tstqm 114 TtLlIL‘ der um M gefchlagene Rreid die
Sugel dar. Bo— a, BD—cund OF=—¢ jeten bie gegebenen Bogen.
Man 3iehe die Durchmefjer BB, und CC, und fdlle auf fie bon D bej.

#) Diefed RKapitel fann im Untervidte fiberidhlagen oder aud) an ben
15 geftellt werden.
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F aus die Qote DE und g 114

AAFa 1 1"|| Mallp Gra e \'K'—‘. (J."_/_..-—-"'____""-h._‘_
:r.(,:. Diefe ftellern oie ittutl..n o ~5,
jhnitte bar, deren jamtliche :

Umrigpunite von B Dbejw. : \
C bie jpharijdye Entfernung ¢
bestw. b Dhaben. Jit A der
©dnittpuntt Dbeider Lote,
fo ift ber britte Gdpuntt |
A bed Dreiedd ABC ge- |
funden.

©eine Seiten A B =¢
unbd €4 =10 erjdeinen als
Elipfenbogen. Dex eine wird
mit Diilfe bded fonjtanten
BVerhaltnifjes HA : HE,

per anvere mit Hiilfe des Verhiltnifjes JA : JF fonjtruiert. Auf dex
Hiidjeite ber Kugel befindet jidh) dad zugehivige jymmetrijdhe Dretect.
Beive Jeidhmungen deden fich. Damit ift die Wufgabe erledigt.

Bemerfung., Figur 115 frellt den Fall dar, two b > = und
¢ < ift, fo daf die Ronfiruftion auf die Riidjeite der Rugel diber-
greift. Dabei foird der

Winfel BCA = y ein i
fiberftumpfer. 2

Higur116 auf jolgen-
ber Seite jtellt den Fall
par, wo joivohl b ald
and) ¢ gqriger ald = ift.
Dabei find p und y iiber-
ftumpie Wintel. Die Kon= 4
fteuftion, auf die Riictieite
ver Sugel verlegt, umfafpt
die gange Niidjeite und
greift auf die Vorberjeite
fiber, was durd) Schraffie-
rung Doder fonfaben und
fonberen Fldcdhen ange:
oeutet wird. Soldje Falle mit iiberftumpfer Bogen und Winteln
jollen jedoch ausgejhloflen werden. Das Iberqreifen iiber bdie
Halbtugelilade oll aljo nidt gejtattet jein.

Die erjte Bedinqung fiiv die Moglidhfeit des Dreieds ijt danm
a+ b+ c<2m Jm Orengfalle nimmt da8 Dreied bdie Halb-
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fugelflidche vbollftandig ein und
Hat bie Winfel « = 1807,
g = 180" ¢y = 180" aljo
bie Winfeljumme 540° Die
bret ©eiten bilben einen
qroBten Rreis.

Eine ziweite Bedingung
ift abex b 4+ ¢ >a, too a
bie gropte Seite ijt. Demn

=

BO it die Hirsefte fpharijce
Entfernung zwijcgen B und
O, o pafy im Falle b + c<a
die Hiilfatreije FG und DE
feinen Edynitt A geben fonnen.
: Lergleide Figur 117. Aljo:
/f'_“n\\ Sieht nman vou blclf Greny-
wE fallen ab, o find bet fonberen
/ . Gden bie Bedbingungen fiir die
D, | Miglihieit eined Dreieds aus
a, b, ¢ burd

\ ‘ / a+b+c<2x und b4+c>a

|
|
\\ \ E/f-’ gegeben, wo a die gripte Seite
""\ /‘(; ift. Die Konftruftion ift eindeutig.
; Davaud folgt einer ber in Teil 11
angegebenent  Siihe {iber bie Kon:
grueny oder die Symmetrie von Dreifant-Eclen.

18) Aufgabe. Ein Dreied aud den Winfeln «, g und
auf ver Kugel mit Rabdiud 1 zu fonjtruieren.

Nuflojung. Man bilde die Bogen a,, b, und ¢, bie zu den
Winfeln 180" — «, 180" — S und 180° — » gehoven. Aus bdiefen
Bogen fonftruiere man nacd) der vovigen Wethode ein Dreied. Jm
Sugelcentrim  ervidhte man auf den CSeitenjlachen ber zugehirigen
Ede nad) auBen gehende Lote. Dieje geben bie Ecdpunitte des ge-
fuchten Rugeldbreiects. Mit Hiilfe der durd) je zwei Cdpuntte gelegten
Dauptidnitte wird die Konfjtruftion vollenbdet.

Nadh voriger Unterjudung ift fie fiiv fonvere Dretece nur
moglich unter Dden  BVedingungen  (180° — «) 4 (180° — f)

+ (180° — ) << 2 - 180" ober & + B + » > 180" und (180° — )

.,
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+ (180° — ») > 180" — @, 1o (w — «) ber grifite ber drei Bogen,
alfo « ber fleinfte Wintel ijt, alfo « + f + y < 540,

Diefelben  Bedingqungen  jolgen aud  der  Flachenformel
aue o -+ 4y — 180" o e R e . :
s i Hf;“ w. Da namlbd) ' nidt negativ werden darf,

muf « 4 B -+ y > 180° jein. Da ferner die Fliche nicht iiber die
L A e Lk By — 180°
Halbfugelflache itbergreifen joll, mup J l‘ilf” 1< 2:-1°n
o < 5 % : au
feit, b. h. @ + B + y < 540"

Ausd der Eindentigieit der SKonjtruftion folgt wieder etner
per in Zeil II angegebenen ©dage iiber bdie Kongrueny und die
Symmetrie von Dreifant-Eden.

19) Uujgabe. Cin Dreied jzu fonftruieren aus ben
Seiten @, b und bem
eingejdhloffenen Win:
fel 9.

Nuflojung. Jn der
Aufriffigur werdbe CK
horizontal gezogen und
< KCL = » gemadt.
Die zugehirige Grundrif:
fiqur giebt dag zum Win-
fel y gehirige Kugelziveted
mit Dden Bogen CKC,

und CLC,. Madt man :- !
m— 5 ; :
nun CD = b, TL‘ ﬂwm

pa3 Lot DE zu CC; den
Sreis, defjen Punfte jami:
i) von C die jphavijche
Eutjernung b Haben. Dex
Sdnittpuntt A4 giebt auf
vem Bogen CLC, Dbie
¥y atain o
inbarifde Seite AC = 0.
—
PMadt man nun CF = q,
o ift leigt Die Greng:
ellinfe BAB; zu fonfteuievenr, die einen gripten Kveid davitelt.
Die Aufgabe ijt fiiv fonvere Ecden jtetd miglic), jobald f < 180°,
a<m, b<m it
Die Konjtruftion ift tm obigen Sinme einbdeutig, giebt aljo
tieder einen der genannten Kongrienzjate.
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20) Aufgabe. Ein Dreied ausd ¢, f und y zu fonjtruieven.

Uuflojung. Man bilde die Bogen b, und ¢ zu 180° — g
und 180° — y und den Winfel «, zum Bogen w — a,, dann [apt
i et Dreted aud b, ¢, und « nad) vorviger Meihode Fonjtruieren.
Dasd jugehorige Polardreied ift bad gejudhte.

Die BVedingungen jind nad) der vorigen Unterjudung a <
B < 180°, g < 1800

Die Konftruttion ift eindeutig und giebt ebenjalls einen Saf
itber Songrueny und Symmetrie fiir Dreifant-Ceen.

T

21) Nufgabe. Ein Dreied zu fonftruieven aus «, b und
pem (nidyt eingejdlofjenen) Wintel e«

Su Figur 119 ift wieder in der Aufriffigur << KAL =« ge-
madht. Daraud ift die Grundriffigur mit dem von AKX A, und
ALA, begrenjten Qugelzweied fer
geftellt, weldied den ridhtigen Wintel e

—

Fin. 119,

hat. Man madye ferner AC = b,
siehe den Durdymefjer CC, und madpe

—

CD =a Dag Lot DE s CC
giebt mit bem Bogen AL A4, 3vei
Sdnittpuntte B und B, (oder feinen,
pder einen). Bu jebem fann der ald
Ellipje exjcheinende Bogen CB C, bezto.
CB,C, leidht fonjtruiert werden. Die
Dreiede ABC und AB,C fjind bie
gefuchten beiben Dreiece.

Jur Unterjudhung der Miglich-
feitdbebingungen unterjdeibe man dret
gyalle:

-—
7w

o <

o>

I

o ! o

sl g
|

v -~ T - = .
a) Sm Falle @ < - giebt e3 Feine

Lojung, wenn das Lot DE den Bogen

/ AL A, nidht trifft.

Z Jm Grenzfalle it DE Tangente.
It B, thr Berithrungdpuntt, jo it

A CB,A bei B, redtwinflig. Mad) dem Sinusjabe ijt dann

A

sina = sin b sin «.

Vel sin @ < sin b sin « giebt e3 aljo feine Lojung.
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[Die Bedingung laft fid) aud) jchreiben

sin b sin &

- ging '

oder nac) bem Sinusjabe 1 < sinB; bavin liegt die Unmbglicheit.]

Lrifit DE nad) 4, b. §. ift a =10, fo ift das eine Dreiec
gleidhidyentlig, dasd anbere hat die Flahe Null

3it aber

Sinb > sina > sin b sin ¢,

jo jind zwei Dretede moglich.

St @ >0 ud < [CA4, = n — b], {o ift eine LWjung moglid.
St @ — « (i S
bad Rugelsweied 3ifden
AKA;, und ALA, iben:
tijdh mit dem Dreiece.

Bet a > — b wiirde
pas Dreted auf die Riid-
jeite der Kugelfladye iiber-
greifen und Seite ¢ >
werden, wasd audgejdlofien
bleiben follte.

J-‘Sl.q 120.

D.D,A,

N R s
b) Jm Falle « >

finbet, tie leicht zu zeigen,
dolgendes jtatt: DE giebt
feine Xojung, Grenzfall
D, A giebt eine Lijung mit
Slache Null. Hier Handelt
e3 fih um a < b beziv. a = b.

D, E, giebt eine Lojung, 4, E,
iwei Lojungen, jedod) die eine mit
Sladge Null.  Hier Handelt e3 fid
um a <z — b begn. a =m — b.

D, E, giebt zwei Qojungen,
Zangente D.E. nur eine, bder
lete Jall giebt ein rvechtwinfliges
Dreied. €3 hanbdelt jid) aljo wieder
wm die Bedingungsgleichung

sinag = sin b sin «,
borher um

sinb > sin g > sin b sin e.
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-

Reine Lojung Hat man bei sine < sin b sin .
o 1 s s 2 L e i il
¢) Jm Falle &« = > gicht e3, toie die Figur zeigf, fewme Lojung

bet @ < b und a>m — b, Dagegen eine Lbjung bei

r
b<<a<m—D>.
Sm Grenzfalle ijt jedesmal die Fldche des Dreieds gleich Null.
Man fann fidy jamtliche Refultate in Tabellenform zujammens
ftellen und ben entfprechenden Kongruensz bezw. Symmetriejab ity
Dreifant-Gden unter Hintweid auf bdie Tabelle audfprecdhen. Des
fomplizierten Chavatterd halber wurde der Sal in Teil IT itbergangen.

22) Aufgabe. Ein Dreied zu fonftruieren aus e, fund a

Uuflojung. Man fonjtruiere wie in den fritheven Fdllen zu-
nidhit Has8 Polardreied und dann dad gejuchie.

Die Bebingungen fitr feine, eine oder zwei Lojungen erhalt man,
wentt man in der vorigen Unterjuchung die griechifchen mit den latei-
nijfen Budftaben vertaujht. Die Hauptgrenzbedingung wird tieder

sine > sin f sina.

VI. Zolgevungen des Cofinnsofes,

28) Man fithre in die Gleihung 9)

cos @ = cosb cos¢c - sinb sinc cose

oL =S 3 5] g LELSY it
jtatt cose ein 2cos® - — 1, bann entjteht redis
. . 2 a i o 0
cosb cosc — sinb sine -+ 2sinb sin ¢ cos®
# & . g X
= cos (b -+ ¢) 4 2sinb sin ¢ cos®
Demnach it e
i 4 E SN Y
=3 o //cosa — CO8 H 4+ e
cos — == |, . : .
2 2sinb sine
. a+b-+t+e . a—b—ec
Da aber cos @ — cos (b 4+ ¢) = — 2 sin e i 5
; :

.4r:-—;-|":-]—c,h—{—c—rf e e s

= 2gin 5 e ift, jo folgt
/ . at+bt+e . —at+b4c
) S BINL — - / _ T

. > 2 2 1 /sing-sin (s — a)
12). cos — = : : : —_ul/ : e

) 9 sin b sin ¢ sind sine '

atb4+e ..
o § = —— ijt.

:‘)‘
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