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106 Dritte Abteilung: Sphirijde Trigonometrie.

-

Reine Lojung Hat man bei sine < sin b sin .
o 1 s s 2 L e i il
¢) Jm Falle &« = > gicht e3, toie die Figur zeigf, fewme Lojung

bet @ < b und a>m — b, Dagegen eine Lbjung bei

r
b<<a<m—D>.
Sm Grenzfalle ijt jedesmal die Fldche des Dreieds gleich Null.
Man fann fidy jamtliche Refultate in Tabellenform zujammens
ftellen und ben entfprechenden Kongruensz bezw. Symmetriejab ity
Dreifant-Gden unter Hintweid auf bdie Tabelle audfprecdhen. Des
fomplizierten Chavatterd halber wurde der Sal in Teil IT itbergangen.

22) Aufgabe. Ein Dreied zu fonftruieren aus e, fund a

Uuflojung. Man fonjtruiere wie in den fritheven Fdllen zu-
nidhit Has8 Polardreied und dann dad gejuchie.

Die Bebingungen fitr feine, eine oder zwei Lojungen erhalt man,
wentt man in der vorigen Unterjuchung die griechifchen mit den latei-
nijfen Budftaben vertaujht. Die Hauptgrenzbedingung wird tieder

sine > sin f sina.

VI. Zolgevungen des Cofinnsofes,

28) Man fithre in die Gleihung 9)

cos @ = cosb cos¢c - sinb sinc cose

oL =S 3 5] g LELSY it
jtatt cose ein 2cos® - — 1, bann entjteht redis
. . 2 a i o 0
cosb cosc — sinb sine -+ 2sinb sin ¢ cos®
# & . g X
= cos (b -+ ¢) 4 2sinb sin ¢ cos®
Demnach it e
i 4 E SN Y
=3 o //cosa — CO8 H 4+ e
cos — == |, . : .
2 2sinb sine
. a+b-+t+e . a—b—ec
Da aber cos @ — cos (b 4+ ¢) = — 2 sin e i 5
; :

.4r:-—;-|":-]—c,h—{—c—rf e e s

= 2gin 5 e ift, jo folgt
/ . at+bt+e . —at+b4c
) S BINL — - / _ T

. > 2 2 1 /sing-sin (s — a)
12). cos — = : : : —_ul/ : e

) 9 sin b sin ¢ sind sine '

atb4+e ..
o § = —— ijt.

:‘)‘



VI Holgerungen ded Cofinusjapes. 07

5 . . - A ey o . aie gl
24) Fihrt man ebenfo in 9) ftatt cos - ein 1 — 2sin® =

jo folgt in Derfelben Weije

= .. a—bt+e . ab—c¢
/ 8ln H——s = -
13) si i 2 2 {/ gin (s—Db)sin(s—e)
D [1n = - = B = . . ~
: 2 sin b sin'¢ gin b sin e
Durd) Divifion folgt aus 13) und 14) nod
" o /Bin (s — b) -1n (s — ¢
14) tan o —]/° il
‘ 2 gin s sin (s — a)

Durd) Multiplitation dagegen erhalt man unter beiderjeitiger BVer-
poppelung

Pl e 7 o 2 F .—'.,' = e, o=y . ._ S
28in5 o8 5 = c]/sm s+ sin (s — ) sin (s — b) sin (s — ¢),
folglid)

15) sine = ;'ﬂ] h s - Vsins - sin (s - a) sin (s — b) sin (s — c).

Mit Hiilfe von 14) findet man am bequemften die Wintel Hed Dretects
aus ben Seiten.

Samtlige Wurzeln find pofitiv zu nehmen, da iiberfrumpie
Wintel ausgejdloffen twerden follten.

25) Macht man Ddiefelben Betvadptungen Ffitr Denm anderen
Cofinuz-Cab
cose = — cos f§ cosy - sin B siny cos a

e g4y

f

und feht man —— = ¢, {0 finbet man bdie Formeln
: a €os (o ) cos (6 — )
16) cos = V s e
2 L-Jnﬁ sin y

a /— cos ¢ cos (6 — a)
gin f# sin g :

- a — 2 W= . — ]
8 cm ]/ e e o)
“ cos (6 — ) cos (¢ — )
R — = L e e T e —
19 singe=- V - 608 6 COS (6 — &) cos (o - } :

s f sin g

5 - TR . o i} il
26) Aus bden Gleihungen fiir cos cos cos ¥, sin =

2.’ 2" 2!’ r

sin -f, sin - erhilt man durd) entjprechende Multiplifationen mneue.

¥
-
i}

Go ijt 3 B.
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(4 B sin 8 -
cos 2- CO8 9 =

Ephirijde

sin b sin ¢

gin (8 — a)

]

o

Trigonometrie.

/8Im § -

4

sin(s — b)
gin @ 8in ¢
— a) sin (8 — M

sin a 8in [;

. aljo bejtehen folgende bon

gin 8 'l// 81n
: 511'1(.’
Die lepte Wurzel ift aber gleich sin’
ber Srrationalitdt Defreiten Gleichungen:
{eos < cos b
| =Rt
5 o |:'i et
sin - sin ;=
20
) I el ;’3‘ i 3
s1n 2 COS 9 —
LA celie
Il'L.O& 9 =l 9 =

Se 3twet derjelben faffen ficdh nun jo veveinigen,

sin 8 =
—"sint, und ebenjo
sln ¢ 2
sin(s —¢) . ¥

- =8I =

sin ¢ 2
8in (s — b) ¥

: cos =,

sin ¢ 2
sin (s — a)

: cos

s8N ¢ 2

bap (inf3 bie Funition

einer Winfeljumme ober Differeny entjteht. Man erhilt 3. B.
s+s—ec , s—s+e
L g . - ; 2 cos = BITH———x ;.
o+ | ging — 8In(§ —¢) . v 2 g 2=
c = : sin — — sin
Gl 2 gln ¢ p sin ¢ 2
(28 —¢) . «
2 CU.‘\L = 2 810 - =
£ LS
g L ¢ L S
2 81n — CO8
2 2
oder endlidh, ba 28 — c = a -+ D ift
os 2 -+ b
cos —
alsth 2 Ty ;
o8 — - = ,— sin = und ebenjo
cos o
. a4 b
81 I_—-
o —f N
COS —5— — - BBy
sin —
921 2
% ) ! a—2b
I 1 A cos T a
: i e i)
i s Cos .,
cos 2
. a—2b
- Sl —
. ey F) o . Y
B == =, %8y
81N 2
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27) Dieje von Molltweide aufgeftellten, aber wegen der Gleich:
geitigleit der Berdffentlihung aud) ned) Gauf und Delambre ge-
nannten Formeln iverden itberfidhtlicher, wenn man auf die eine Seite
mir bie Seiten, auf die anbere nur die Winfel bringt, alfo:

i a = e+ p e s i]
cos eos - aini—— COS
2 2 2 2
ARRE e R s S
cos 51N S1n 81n
= i 2 2 2 2
21%) ¢ ; ,
- a—b L . a—b . e—
608 — sin — sin — sin —
o I
e o e ¥
cos cos - sin co8
2 2 2 2

Man braucht nur bie erjie ju merfen. Jede folgende namlic) entjteht
padurdy, Dafy man in der lebten auf der einen Geite 4 in — verwanbdelt,
auf der andern aber Cofinug und Sinud mit einander bertaujdht.

Berfudht man in die erfte ber Fovmeln bie Polarjupplemente
i ahnlicher Weife einzufeben, wie vorher, alfo

ey e =, E Ty
COR - COoR
3 2

-

w — b,

; " Sw—ip
COs L sin :

jo ergiebt fid) die Umformung, daf man auf die Anfangsdformel
guriidfommt. Davaus V6t fidh) fhliegen, daf in allen zur Ab-
leitung benubten und in den aus 20) abjuleitenden JFormeln Seiten
und Winfel bertaufdt werden fonmen, wobei nur auf die Vorzeidjen
geacditet werben muf.

28) Durd) Divifion erhilt man ausd je zwei diefer Formeln
bie jogenannten MNeperiden Analogien, nimlid:

{ e -+ g a— b a -+ b e —f
| tan — cos — tan — (elol:!
2 2 2 2
ar = a—1= b ¢ 3= o -} B!
cot 2 Cos ) tan - Goa it
2 2 2 2
Q9
22 \
£ . o—f e —0h i) . o — f
tan sin tan < sin —-
e} 2 b 2
A N T ¢ N R
cot - By S tan s sin —

Dieje haben erftens den Vorvzug mir 5 ftatt 6 Stiide zu enthalten;
ferner erhdlt man durd) Divifion aus je e jujammenjtehenden das
Analogon des Tangentenjahed, namlid:
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: .
a5 a -+ b
tan L tan
2 2
) o oS -
20 - =
,J o — I') 5 [+ I'r!'r
tan tan -
2 2

jo baf fiir unendlich fleine Bogen bdie {Ibereinftimmung mit Der
Formel der ebenen Trigonometrie wieber hergeftellt ift.

29) Au3 Dden Dbeiden erften Gaupjcden Jormelt 21%) folgt
ourd) Abdition

a-+ b a—Db a1+ fp y i e+p0 . 7
oo Sl ey o i 08—~ 0p8 sln 81N -
co = cos — €08 —-——.C08 — si S in
el - = - - -
¢ R | v
COs — gin — co8 —
) ] 2
2 2 2
DDET
, a b o -+pf—9
2 cos — COo8 cOs -
o 2
¢ .7 ¥
cos sin -+ cos -
2 2 2

Sdafit man den Faftor 2 nad) vedhts, jo folgt

a ) c+pf—v7
cos 9 COB P Cc08 --——‘)
24) ® = =
& 810 9
cos
2
Gbenjo folat durd) Subtraftion
. wiznuh i o pl
— Rl ——"Ell= COs
X PR 2
25) - — :
¢ sin y
CO8 5

S it der jphirijhe Creep Des Dreieds

E=o+ 4y — 180,

alio
7 R
E_exbir - g5
2 2 S
folglich nach 25)
i e
B L g4 sin — sio -
5 B i == ] “ .
Sin> = —eos ———— = — sin y .
“ & c
cos —
2

Bei Radiug 1 ift dic Dreiedsfliche F = (« +- B4+ 7—m)=E,
alfo ijt baun
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L Al B
SN — BN — 21N b
gy : ' 2 2
26) SIn - ==
& C
cos 5
Died ijt bei Radiug r nodh) mit »* u multiplizieven.
Chenjo giebt Gleidung 24)
| fir - o 1
o+ f —vy e+ g+ 9] rF i
cos—t—F = eoa [TTETY ] gos[2 — y — 90°|
- L b = La
a b
CO8 = CO8 >
: —— BNy
CcOs -
2
oDer ;
a J
s €os - 08 - sin
26%) — sintg — =" r -~
= c
3 cos —
Fadiud 1 vorvausgefeht, alfo
a s,
_ : COS - €OS - sin y
— 8in - cosy - cos - siny = - (:
COs =

Durd) Divifion und Umformung folgt aus 26) und der lehten
Gleidhung eine neue, die fich ummwandeln (aft in

ct 0
cof 5 cot 5 - cos y

{ 0
=]
S
)
o
s
|

2 sin },'"

30) Bon L'Huilier rithrt folgende Cntwidelung fiir bie
sladenberednung Her:
Aus der Gaupjden Gleidung

a-+0b e+ f (e - B oy \
COs - 5 Co%—5 CO8 ( it ﬂ)
008 — sin & sin 2
2 ey Gt
F Ay Y ¢ Y
T L ol et i} 1 LLiy
cos ( 2 a0 ] sin ( 3)
oy Iy
sin sin 5
jolgt, wenn beidberfeits 1 abgezogen iird,
fo = ') . I ar
cos j sin ( — ;)
2 5 2
da=x Nt 3o e S0 g,
o8 — gin -

2]
)
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pDer
a-t b C el ] 1 S
cos - - €08 8111 ( } - gin
2 2 \ 2 2 2
¢ i3 .
Cos sin
2 2
DDer : o
. a-+ b4+ ¢ a4+ b — ¢ ] F
O LB e 2 sin cos — L
4 1 2
G T . ':,’
cos 8l
8 9 51 9
oDer : €
v B oallgiap ey, 1 y
sin — sin 8in —— €Os — )
__ = 2 y i £
Q;,_'.) —
G 5 Gl
08 s8Il —
[618] 3 11 5

Ghenfo folgt aud ber ziveiten Gaupjdhen Gleicdung

G yh ¢ A
cos cos ( —
2 R 2/
¢ o ¥
cos = cos -
auj bemjelben Wege
B o (DA F_J = }“' - !v.'-' y ]
51N - HiFEes—— 211 S1n —
; 2 2 4 4 2/
287F) — =
& .rr
COos — cos
2 2

Durd) Multiplifation und Umfornmung folgt aus den beiben Gleidjungen
28) unter Beriidjichtigung von 26 %)

ot e i 2 2 : 2 2t
2.3} sin-—, / 5 :

a C
cos — COB8 cOs
s e

Hiitte man oben beiderfeitd 1 adbiert, jtatt e3 zu jubfrabieven, jo Hatte
fich ergeben

!
/ 8 8§ —a s— b §— ¢
] / cos — GOS8 ———— €0S ———— COS -
1 = &¥ e -4
e _ I: 2 2 2 2
29 ) 608 — = = 3 . o
4 1 } b
/ C0S — COS — CO8
2 2 2

Durd) Divifion erhilt man jdlieplich

— 5

5 5 S, 8 : e
30) tan — = a/tun 5 tan —5—tan — fan =7

et und entjprechend fleines F' gehen 29) unbd

Fiir febr Ileine Bog
ijdye Dreiectsformel iiber.

30) in die Hervon
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