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Rierte Abtetlung.

Algebraifdbe Analvlis
mif Rrmwendungen auf Geometrie
und Wlechaniki.

I. Mie gawgen cationalen Sunkiionen.

1) Begriff der ganzen rationalen Funttion.

Sit in dem usdrude (a 4 ba 4+ cx®) die Grofe o eine ver-
dnderliche, todhrend «, b und ¢ feftgegebene (fonjtante) Grigen find,
jo entjpricht jedem twilltiiclichen Werte von z ein eingiger bejtimmter
Wert von (a 4 bz + cz®).

Weil der Wert ded Wusbrudd vom Werte der Verdnderlidjen
(Bariablen) » abhingig ift, nennt man den Ausbrud eine Funftion
port . Man deutet died durd) die Sdhreibweife f(z) an, alfo

M\Jl = q -+ bx + e,
Die Bervdnbderlidhe 2z with aud) ald da3 WUrgument der Funftion
bezeichnet.

Beil jedem Werte von « nur ein eingiger Wert diefer Funik:

tion entfpridht, Heit jie eine eindbeutige Funftion von 2. (Jm
: 3 k- 3, 4 - T s
Gegenfals dazu wiirden Yz, Va -+ = w. {. w. mehrdeutig fein.)

Weil in dem Ausdruce feine von = abhdangigen Jrrationalitdten
porformmen, wie 3. B. Ve, '[/nf-_—E—-E; f./b -;1'—_.3! . {. 1., jo beipt die
Funttion eine rationale Funition von z.

Weil endlich = nicht in einem Nenmer vorfommt, ivie in j,
a + b

et as " {. ., fo Beifst die Funftion eine ganze Funttion bon
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Jn demjelben Sinne heit der hidyftens (n - 1) Glieder ent:
baltende Ausdrud

f(@) =a 4 bz 4 ca® + doz® 4 - <+ + Fa”

eine ganze vationale Funffion von z und jwav, weil » der
hochite Crponent der Grundzabl = ift, eine Funftion vom n'e
Grabe.
©dreibt man y ftatt /(x), jo fann man
y=a-+ bz + cx® + da® -} - - -  ka®

im Sinne der analytijden Geometrie ald bie Gleidhung eine Kurve
bom n* Grabdbe beuten. Dabei find aber dbie Roeffizienten «, b, ¢,k
ald veell vovaudzujesen, wad hier jtetd angenommen twerben foll.
Dann bebeutet y die zu jeder Abfcifjfe 2 gehovige Ordinate.

&8 find aber aud) anbere Deutungen mioglid), denn in Teil IT,
&ter. VIII tourben jolche Gleihungen als Gleidungen fiir die Quer-
jchnittslacdhen eines Rdrpers gedeutet.

Nufgabe. Bejtimme bdie Ordinaten folgender Kurven fiir die

[}

Ctellen 2 =0, 2 =1, 2 =2, =3, z2=4, -+ -.
y =24 3z — ba?
y=25 — 4z -+ 62° — 2a°,
Y 1 Sy et i

2) Mbereinjtimmung mehrerer gangen rationalen Funt:
fionen miteinanber.
Jn den fpateven Abjchnitten fommt folgender Sab Fur Anwendung:
Sa. Stimmen zwei ganze rationale Funftionen
n*" @radbes fiir (v + 1) Werte iiberein, fo {ind jie iiber:
haupt identijd.
Betveid fiir den 2 Grad. Die Funftionen
f(x) = a + bx + ca?,
@) =oa-4 Bz + ya*
migen fitt @ = x; nnd ebenjo fiix 2z =2, und = = =, iiberein-
ftimmten.
Mm su zeigen, dap dann @ =, b = und ¢ =y fein mup
(womit die Jventitit nad)gewiefen fein twiirde), jebe man unddit
in beidbe Funftiomen ein, fo baf

@+ bay + cx’ = a + fz; + ya,’
ift, ober
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(@ — &)+ (0 = B)ay + (¢ — P =0
1 &benjo bilde man:
)

[ﬁ—@+w-m@+& P)ayt = 0
(@ — @) i =B —E il — ) =10}
Durd) Subtraftion folgen die Gleihungen

(b — B) (&, — z3) + (e — 9)la — 2,°) =0,

lib =T fﬁ) (""3 =i :.’"::) + l;':: ?'} '::I-"’"-_eg = '}':;2) = 0.
Da oy und w, veridhiedene Werte find, jo bdarf man in dber
evften diefer @leihungen durd) (x, — »,) bividieven, ebenfo in bex
sweiten durd) (z, — a,). Dadburd) erhilt man

9 IU'J =B - (f-‘ — ) (2 + 23) = 0,

é L — )+ c— ) (& + 5) =0

Darvaus folgt durd) Subtraftion

51 ':F: :"‘l:" (;"1 T "".'5‘} == (.

Weil aber (x, — x,) von Null verfdhieden ift, fo muf ¢ —y =0

ober ¢ = y fein. Sebt man in einer der Gleidungen 2) c =y, jo
folgt b = p. Sept man beides in eine der Gleidhungen 1) ein, fo
folgt ¢ = . :
Damit ift die Jbentitdt nadhgeiviejen. (Died fonnte aud) in
andever Weije gejdjehen, twie jid) aud folgender Bemerfung ergiebt.)
Bemerfung. Soll demnady eine Funftion f(2) =a -+ ba + ca?
fiir @, den Wert y,, fiiv x, den Wert y,, fiiv x; den Wert y, Haben,
fo miiffen ifhre Roeffizienten a, b und ¢ gang beftimmte fein und fich
berechnen laffen. '
Wean hat ndmlicd) die Gletichungen

a-+ bz, 4 cx=y,,
1) a4 ba, + ex® =y,,
a+ bry 4 ez’ =y,.
Sn biefen Detvadhtet man a, b und ¢ ald Unbefannte, fo baf ed fidh
um drei Gleihungen 1. Grabed mit dret Unbefannten handelt. Man
entfernt @ dburd) Subtraftion und erbilt
bz, — xy) + e(2,> — 2,°) = 4y, — us,
b2y — o5) + (@ — 2") = ¥, — s,

ober nad) beiberfeitiger Divifion durd) (z, — =) ey, (z, — )
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(i Yy — Ys
\ !H AR ) = x, — @'
3] ] -
2) ) eves
T e e S S
l?) e ] I‘..r_ﬂ == .JI.;./,I == B 3
Durd) Subtraftion findet man
y Yo — e Y — ¥
e Ly — Ty) = -
i - .'I.'-I 313 Ly — &Ly
pber
1 =" Ys — Ys']
3 . ? Yo Yo — Ys
) T, — &y |_.t'] — z, Ty — ;r,-;,__!

Cinjebung in bie erjte der Gleichungen 2) giebt

¥y
h —= =2—
&y — g &y

] By — da __l

Yg 0 — & |‘y; =0 U =i
— il — &
Cinjebung der gefundenen Werte in bie erjte Gleihungen 1) giebt
a=y, — brx, —ex,®=2.

Aufgabe. Fiihre den BVetweid bed Sabkes itber die Jbentitdt fiiv

nie Funttionen
f(z) = a+ bx + ca® 4+ da’
o) =a+4 po+ ya2®+ ¢ >

aud, die fiiv dbie rgumentiverte »,, xy, x, und z, itbereinjtimmen jollen.

Bemerfung., Nean fommt dabei der Reihe nach anj Gletchungen
bon ber Formt

{{r — ﬁ:} -+ (iﬁ - Iﬁ:) x (¢ — }’:;I x,° {f! — t?) -J.'L:j =0,
fodaitn
Eih - ‘r'ﬂjl (= ::-!‘_,.\'J - t':e‘ —_— }=:| (Ilg_-— :t"f} - (ff — 5) ".::1'1:5 — .’1125) = (],
wo bie Divifion durdh) (2, — x,) aufgeht, aljo
(0 — B) + (e — 1) (o + @) + (@ — ) (@ + 52+ 22) = 0.
Die bdritte Gruppe exhdlt dbie Form
(¢ — ) (@ — 25) + (@ — 9) [(2° — 25%) + 25 (2, — 25)] = 0,
pber, ba bie Divifion durd) (», — ;) aufgeht,

(¢ —7) 4 (@ — 0) 1 + 7 + 2] = 0.
Aus diefem Syjtem folgt durd) Subtraftion
(@ — 0) [y — 2] =,

und weil # — 2z, von MNull verjdhieden ijt, jo folgt d — 0 = 0.
Dies in bie vorige Gruppe cingejeht, giebt ¢ — 9 = 0. Riidwdrts
gefend exhalt man noh b — f =0 und (¢ — &) = 0.

i Y
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Bemerfung. Da bei Hoheren Graden die auftvetenden Aus
oriide von bder Fovm x,* — x,* ftetd durd) =, — =z, teilbar jind, ]"u
gilt diefelbe Methode fiir alle gangen vationalen Funttionen. Dex
audgejprothene Sap ift aljo al8 Dewiefen zu Detvachten.

Jn ber Spracdhe ber analytifhen Geometrie (dpt fidh der Sah
fiitt bie eingelnen Grade folgendermapen ausdjprechen:

a) Stimmen bdbie Geraben y = a 4+ ba und ¥
sioet Punften itberein, jo fallen jie gany jujammen; ober: Durd) zivei
Puntte (@Bt jidh nur eine einzige Gerabe legen.

b) Fallen die Surven y =a + ba -+ cz® und y = o 4 pz + y2°
in drei Punften zufammen, fo fallen jie gang jujammen; oder: Durd
drei gegebene Punfte ift nur eine eingige joldhe Kurve mbglich.

(Sudje zu bewetfenr, daB es fih um ‘Parabeln DHanbelt, bderen
Achje pavallel zur Y-Achje liegt.)

c) Durd) (» - 1) gegebene Punfte (it fich nur eine eingige
Sturve von der Gleidhung

y=a-+ bz + ca? + -+ F ka®

¢ + Bz in

legent.

3) Direfte VBeftimmung der Koeffizienten aus ben
Werten der Funftion.
Bemerfung. Die Aufgabe, die Koeffizienten von

1) y = a - bz - ca’

aud ben Wertepaaren x,, ¥y, bezw. xy, y, und x,, gy zu bejtimmen,
. . die Wufgabe, die Kurvengleihung fertig Hingujcdhreiben, wird mit
etnemnt. ©dhlage geldjt, wenn man folgende GMeichung jdreibt:

; (2 — =) (£ — x,) & — @) (2 — =)
2) ‘J)': — ) ( ! '}l”:.*

rq” —_—y '}.vr — o

EJlur[; bies ift aumddft eine Gleiung obiger Wrt vom 2" Grabe i

Beaug auf x. Sebt man aber in ihr z =2, fo fdllt alled weg
bi3 auf y = y,; febt man z ==, jo bleibt nur f{tehen y = w,;
febt man z = 2,, fo erhdlt man y —y,. Die Kurbe 2) ftmmt
aljo mit der gefuchten Knrbe von der Form a in drei ‘Luufnn ither:
etn, it aljo mit ihr tventijd).

Bereinigt man redtd alle =, cbenfo alle 2* undb die Glieder

ohne 2, fo erhdlt man bdie Form 1) und fiiv @, b und c biejelben
Rejultate, tvie frither. (Bgl 2.)
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Ebenfo ift die Gleichung der Kurve vbon ber Form
Yy = a 4+ b + cx* 4 da®,

bie burd) die vier Vunfte x4y, z.vy, xzy; und x,y, agehen joll, mit
einein ©chlage gefunden durd) die Gleichung

- 2,) (& — 2,) (. — 2,) (& — 2,)
+ k _ : Ay + . 3/ \ PR Uy
T T P — ) *1 (e — 7Y (2 __*-( — B
Wy — g ) \ Ty — Ty Ty \ieg SSSaepiliiag o) g — L4
y le—,) (@ — ) (& — @;) Ak (& — ) (. — m,) (B — @) 5
Bl = i - = Ya ST ]
Sy —T) (T — &) (e, — ag) (x, — ;) (2, — x,) (B, — T,) !

©telle die entfprechende Gleihung auj fiiv den 4%" Grad unbd ben
n'et Grad.

Die allgemeine Gleidung bheipt die JInterpolationdformel
bon Xagrange.

Beijpiel. DBejtimme bie Konftanten a, b, ¢, d der Funftion

y = f(z) =a -+ bz + ca* + da?,

et y fiir e =0, a =1, 2 = 2 und « = 3 die Werte y, = 10,
12, 4, 1 Haben {oll.

Die Wnfgabe joll auf beibe Wrten geldjt twerbem, eritend dburd
Aufldjung ded Spjtemd Dder vier Gleichungen 1. Grabed, jziveitensd
mit Hiilfe der Formel von Lagrange.

4) Parvabeln hiherer ODrdnung und ihre Ouadratur,
Man nennt die Kurven von der Gleidhung

y=a -+ bz 4 ca® + da® 4 - - - 4 ka"

Barvabeln »* Drduung.
St nur ein eingiger Koeffizient verjhieden von Null, Handelt
ed fih alfo um

y=Fka",

jo Beifit die Qurve ein einfade Parabel n' Drdnung.
Nach Teil II, Stereometrie Nr. 64 qilt von Fladen, dbie in ber
Hihe y die Querlinie

t=gy=ua- by 4+ cy* + ay’ + -+ - + ky”

p=0
. = & 1 N 1 5
haben, auf Grund der Summenformel - 2 = ——  Dbie
" p 1 / p-+1
p=1

fiiv ganze pojitive p Deviefen tworden ijt, der Sab, dap der Flachen:
inhalt von der Hiohe O big zur Hohe y, ift,
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! 2 8 =TI s BT
4 Y b ¢y, dy,* by,

21 Y,
_F-:rf.-] +_3’_+ 3__|_ - e T

"

Bertaujdht man = mit y, o folgt 3 B.
Die Flade zmwijden der z-UAdfe und bder dburd)y die
Gleichung
y=a-+ bz + cx® + da® 4 - - - 4 ka”

bargejtellten Rurve, von # =0 bi3 & = «, gevednet, ift
2 P : n=1
2 & b cx,? ATt ka7
P‘rr =¥ l - l— — .1._ I — — ].I
1 —{— 2 3 —|_ 1: -I —I_ n -+ 1

0

Berechnet man aud) F, wo x, > =, ift, fo findet man durd) Subtraftion

0
25 T o T, — 2 ot 2 T — g2
F=F—TF=aqa T S e = L
xy 0 0 o :
, -1 n—41
e Fra — %
: T | !
ober aud), abgeliivst gejchrieben:
x Ty
Ty | 2 8 7 7 =t=1
2 & bt cx? kot
a1 e B
,{ 1 £ 2 it 'mn4 1
)
==ty

5) Die Simplon:Newtonjde Regel

®eht die Gleihung nidht diber den dritten Grad hinauz, fo
fann man, wie in Teil II gezeigt ift, die Simpfon-Newtonjde
Regel anwenden, allo ift 3 B.
filr bie Surve Big. 123,

Yy = a -+ bx | ca®+ da’,

von o = 0 i3 2 = 2, gerechnet, /‘“‘w——f
‘.
|

1 /r\.

7 % = —
= B [T\'r»"ll[} _l ‘l'.'?)'.?u + fa'rlj-
[I

5 . . i
$ier bebeutet y, die Ordinate Yo
in ber Mitte der Otrede uy, |

: ; o 0 X, £
D. b bet m = —- m=y

&benio ift
Ly — & 2
—— oy + 4Unm -+ Ysl,

6
o, + x
2

L

j.l

Y —
e

0 y, Dad Lot an der Stelle m = 2 beoentet.
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Bemerfung. Durdh die Punfte 4, B und C Gt fidh) nuw

eine eingige RKurbe bon der Gleihung v = a + by + cy® legen,
aber unendlid)y viele von
Sig. 194, ber Gleidhung 3t Grabes
y=a -+ by + r;_Jf’ - r_f.,a)r:l'.
! - Sp bielgejtaltiy aber bdiefe
i A furven aud) fein migen,
| ; < o 2 : = s
= —B | jamtlidhgebenjiezwifden
it | @, und x, denjelben
| I [ Xladheninhalt.
Yn s R Sy
Y ! ] Beijpiel. Wie grop it
| | | ' on i - 2
= | Sl ssswl i iaa bie Fldcde der Kurve
0 e e ,
l e "I\:.,_.": Y = 2 '—I“ o ~|— 5a® + 6z
bon @ = 0 bid x; = 279
)
uflojung. Bevedue y fiiv 2 =0, s =5 =1 ud z =2

al8 ¥;, Ym und y, und vende dann die Simpjon:-Regel an.

u

Wie grop ijt fermer die Fliche von #, = 2 b3 2, = 67¢

6) Berallgemeinerte Simpion-Regel.  Wihrend die
Gimpjor=Regel in der Stereometrvie tveitgehende Univendung findet,
ift fie in Der Geometrie weniger braudybar. Bur Berednung von
jogenannten Dicgrammiliden fann fie nicht gut diveft benubt werben,
wohl aber inm einer Urt von perallgemeinerter Geftalt.

©oll eine Survenflade
(zwijdhen X-Achfe und Kurve
gelegen) angendbert bevedhnet
erden, obwohl die Kurve
einte gang willtiivliche Geftalt
hat, fo teile man die Bafid
(vbomt x, bi3 x,) in eime ge:=
rabe Wnzahl gleicher Teile
ein und lege durc) die Teil-
punfte Ordinaten. Filr den
exjten  Doppeljiveifen  darf
man, tenn dbie Breife nidt
allzugrofs ijt, mit Anndherung
die Cimpjon-NRegel anwenden; ebenjo fiiv jeden Folgenden.. MWean
ethdlt 3. B.
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f
6 Ly — Ly o €T, — Xy J
it 6 = “’ln _{_ 4;"[ ""IF'_ 1‘:.'1' _}— : 6 7 ["["i + 4 ity "IF ’?é-_1_|
Ty
Ly — &y !
i G [y + 4hg + Tig]
X, — l/'f!r. F = e = . -
T [k + B+ 2(hy + Ry) + 4(hy + by - F5)].
Allgemetn:
rr? Ln — % A S5 = 7 o P s i [E5E
= n [y = b = 200y = Ty + By =+ -+« - hu—s)
g B

. et OB R )

Diefe Fovmel giebt weit genauere Rejultate, ald die aud dber Be-
rechnung der Tvapeze Dherborgehenbe Formel

ﬁ:fr e . : i :
2ot 20 A Tyl - Ba—d) R,

ba {hon die Parabeln 28 Ordunung, die fidh) durd fe drei anfeinander-
folgende SBunfte legen laffen, fich) Der Kurbe weit inniger anjdmiegen,
ie die Geraden. Gider aber wird unter den unendlid) zahlreiden
Suroen der 3! Drbuung irgend eine feim, Ddie died i bejomders
hHohem Grabes thut.

Beijpiel. Die jogenannte loga- Fig. 126.
vithmijdhe Rurbe y = ¢ joll von
@, =1 bi3 @, = 2 angendbert bevechnet
fverdert.

Auflofung. Vet nur vier Streifen
erhilt man

— 4,670876.

Die qenauere Rechnung giebt den .
Wert 4,670775.

o~

Dagegen  wiirde die Trapezrechnung bei gleicher Streifenzahl
4 695079 geben, wad viel zu grop fein muf, da bie Kurve von
unten gejeben fonver ift.
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7) Prattifde Anwendungen.

Abgejehen von Dden in bder Etereometrie angegebenen An-
wendungen fann man die Summenformel zur Beredhnung bder
ftatifhen Momente, ber Sdhverpunite und der Trdagheitdmomente
von gewifjer Fladen Dbenupen. [Gemwifje graphifde Darjtellungen,
aud) die jogenannten Jubifator-Diagramme der Dampfmajdjine, find
jehr bequem mit ber Simpjon-NRegel zu behanbeln. ]

a) Statijdes Moment, Sdwerpunfi, Tragheitsmoment,
Tragheitdmittelpunitt.
Die Gleidung einer Kurbe fei
y=a-+ bz + cz® 4+ dz® 4 - - - + ka?.
Dann ijt dad ftatijde Moment jeder Ordinate in Bejug auf die Y-Acdje
‘-”' = 'l.’;" = QX -—-:— frJ,r'j _'r_ r",." —— rf.' + —|— ,' ,,L?'—l ]

folglih bas ber gefamten Fldache von O bid =z,

2 3 PO
) ax; by (:.'3:1‘ dax; kot
M=—1 —— —[_ A Sl al
o CEN S = T B u g o -+ 2

Die Sdhwerpunttsentfernung Dberechnet fich aus ,Flahe mal
Hebelarm gleih dem ftatijchen Momente”, alfo aus

axy
2y B
i} 1)
als 3 i : = a
T - ] 1} Py - IJrJ I_ :'
& ary; b xy cay "F*"l
M — = —= e
S0 2 3 4 p -+ 2
= @ T dm b 'T“} C'L'ﬁ T I rF'—i_]' =
e S R s Lt e
0 1 ) & p41
[Serner: Dad Trdgheitsmoment jeder Ordinate in Bejug auf bdie

Y=Adjje ijt
oh

=".ir.i'.:3=r..'_ —|—La —[——r,x ---+f..Ji+)r

alfo dbad ber Flade von 0 bis =

Der jogenannte

berednet aus

A
ax ] ba 1

;__ S Tl R R e T e

3 7R e T

Zrdgheitsmittelpuntt Hat einen Abjtand, bder fidh
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i bt
pber
2 azy ba cx; i 75 LR
L | k i
- 0 3 . LR p-+ 38
L= = - —
;}'r'-, a, Erq-j ex: i ka?T1
1S B A gy
] “ ® -}‘: i.

Befonders [aufig findet died Anwendung auf die einfaden Pavabeln
hberer Ordnung, tie
gy =c2’ y=dz} y=ex*, wiw

f

Bei y =— ex® ergiebt fid

@y e x
Pl e !

= 3 -
U &

wad der 3% Teil des entiprechenden Nedteds ijt;

i il
t.:lfl Ccxy
. ok — D -
:r| 0t i 4 : AJI rm_r 3 b 3 =
M = P o e T T — i St e il
A 4 ¥ 8 4 | 5 ] 7 3 3 1
0 { i 0 e cxy
5 -\- )
s ] o

Die Bebeutung diefer Dinge liegt in der Medhanit.]

b) Eine fodmijde Aufgabe.

Nufgabe. Das fpezififde Gewidht der Crbe fei an bder
Oberflache 2,56 und im Durdhjdhnitt 5,6. Nad) der Mitte hin
nehme ed gleichmdpig su. Wie grof ift ed im Mittelpunite?

Nuflojung. Pan
benfe fic) einen Kegel
(eigentlid)y  Seftor) o

aus der Grdfugel ge= T T N i N
§ 1 L Culy Fntern i 2y 'i ¥ | \\'. i
]EIJHTTLI: > it _ITLHE‘. ey N2 e | o o
pbere Fliadhe &, fo e e S e A
by et Y a \
bat er in Pibe y 5 : \ : \
ven Duerjdnitt ! ! '\
o | i \ ! ! ! \‘.
¥ v Y Sy \ / | B
-I (‘r == (: = s E \ f
e
S e e e e i e SR

fijhe Gemwicht unten
Pu, 00en p,, fo exgiebt fich fiix die Hihe y bei regelmdpiger Junahme
nach) unten

(pu — 1) 2y = (0y— o) : (r —9),

Holymitller, Mathematil. IIL 9
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folglidh
2) Py =Dy — Y
Die Shicht in Hohe y fillt nad) 1) und 2) ind Gewidht mit
=,

y v ?]e’i 2 . .JT:IH a
Gy iy =G e

Kiir die Summe ber Schichten von o bid y, giebt die Summenfornrel

o 4
Py Yy P — 05 Y
9 o s it Bz
":] G 723 G P A
alfo fitv y, = r
r : r Gr ; Gr .
Gpu s — G(Du—15) 5 = o7 [Apu—8pu+ 8D =g [+ 300].

Der ganze Kegel fallt aber bei dem mittleren fpezififden Ge:
. = . ol T e i i 5 - % "
widt 5,6 mit G556 ing Gewidht. St alfo p, = 2,6, jo hat
man die Gleidhung

G o i Gr o .
15 [Du + 8- 2,0] = —-56,

aljo
4) p.+8-25=4-586, p,=224— 75=14,9.

Nad) diefer Annahme wiare aljo dasd jpezifijde Gewidt im
EGrdcentrum p’ = 14,9 3u jeben.

Selbftveritandlicd) fann man beliebige andere Annahmen iiber die
Bunahme bed pezifijhen Getvidhted nad) der Miitte bhin machen.
Sede {olche Unnahme giebt ein anbeves Refultat.

[Wi man nod) fragen, mit welcher Krajt biefer Kegel nad) der
Mitte der Erde gezogen twirh, fo ift zu beachten, dafy die Unziehung
port Der Oberfliche bid zur Mitte bin nidt vegelmapiy abnimmt.
Qeptered finbet nmur bei der hHomogenen Kugel fjtatt. Nac) dem
Newtonjden Gejepe wird hier der in der Hofhlfugel befindliche Korper
pont Diefer mit der Kraft Null angejogen, fo daf in Entjernung y
pont ber Mitte mur noch bie Kugel mit Radiug y wirtt. Jeder an
ber Kugel-Dberfliche 1 Toune wiegende Kirper wiegt in Eniferming y

4
5 Pt gy Yy
pom Gentrum nur nod) - = = Tonnei.
u — g 1

Handelt s jich nicht um einen Kegel, fondern um emen Eylinder,
per jidh nicht, toie der Kegel, in der umgebenden Crbmaife feftteilt,

g
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und it jein Duerfdnitt 1 qm, jo wird er bei dem fpesifijhen Ge
wichte 5,6 von Dder Grde fo angejogen, Dafy jede WMeterjdhicht mit

sl y T ss S ] y* P o
56 = Tonnen, der gange Cylinder mif e {, , 0.0 fiiv y=r

] =

: 6T - .
it 2 — 2,87 = 2,8 - 860 - 7500 = 18 060 000 Tomnen an:

gesogent  twerden.  Dies twiivbe dann aud) der Drud im  Crd-
centrum jein.

TWendet man ur BVermeidbung nabeliegender BVerjehen bdie nidtige
Borjidht an, jo fann man die Redynung aud) fiiv die oben angenommene
Majfenverteilung durdfiibren.

Auch die Frage, mit welder Gejdvindigleit ein Kbrper fih an

jeder Gtelle eines [ujtleeven ©dhachted bewegen iviivde, der bid zum

Mittelpuntte der Crbe veidht, fann fiir beide Mafjenverteilungen be=
antiwovtet werven.

Man Hat nur nbtig, die Fovmel fitr die Starfe ber Unziehung
jeber Sugel mit Radius y an ihrer Oberflache zu bevedhnen und fiiy

r

bie entjpredjende Parabel Hiherer Orbnung F zu bilden. Died ift

T 3 51 i . 2 ; ATl mw
aud Griinden bder Medhanif gleich ber getwonnenen Arbeitdioudt —;

(lebendige Kraft) der angejogenen Maffe m zu fehen, jo baf man »
filc jede ©telle Dervechnen fann. OHier tviivdbe bdied zu et fithren.]

8) UAnbdeutungen itber ganze rationale Funftiomen®).
(Tangentenbroblem und Nulljtellen.)

Nach Teil II, Anhang 8) liegen die hiodhjten und niedrigiten
Stellen der Kurve

Yy =a -+ bz + ca? —+ da® -1— o=t ®

da, o bie Gleidhung

b+ 2¢cx + 3 du? 4+ -+ nkz"" =0
erfiillt ift. Dort find die Tangenten der Kurve horizontal
Da fiir und vorlinfig nur Gleidungen bid jum dritten Grabde
[68bar find, fo Darf die Rurve zunddjt den 4%" Grad nod) nidt
itbexfteigen.

O

i "JT.HIID{‘ nbung jollen dieje Andeutringen vorldufig nidht fuden. Jhre
Ibu{lp ijt, s zeigen, Daf Die Glemente zur erfdhopfenden Behanbdlung ded
Gebieted uurt]i ausreichen. G2 Handelt fidh) aljp nidt etwa um Einfithrung
per Differentialvedmnung.
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Beifpiele. Wo liegen bdie Magima und Minima der Kurven

y=2—38z-+ 54" y=1—2x+43 e

y=2 — 32 4 4a* — 5a® 4 oA?

Man fann uun die Jrage ftellen, welde Richtungen die
Tangenten an jeber Stelle x = x;, haben.
Bundd)it handle ed i) um die eins

fache Parabel hoherer Drdnung y = 2",

tig. 128.

s e _/lf/'. Sn Figur 126 denfe man fidh) fitr dieje
' f_f/i Sturve b'tp Sehue DC gezeichnet. £S
i jei nun 04 =z, aljp AD=z", e3 jet
_;,),/‘x_f_- \m ferner AB = ¢, alfo OB = (z + &)
y, unb BO = (z + ¢&)*. Dann ijt
e s BC __BGQ —AD
V. | Al O = = o
i s e | ' DE :
o | fina Lt
0 b {;,__... ___‘}. _.1___.:” = I_‘\,:.. —| £ i€ 5
(& + &) —x

Die Divijion Ldft fich durdhfithren und giebt fitv ganzed pojitives »
tange = (x + e+ @+t at+ @t 204
+ (@4 e)a"—2 + a* L,
Hier (Gt fig jede Klammer nach) dem binomijden Sabe ent-
oicdel, 3. B.

(m—1)(n — 2) s

_"_x?f—1 + n ; 1:E-.'¢-——]E_|_ S / _..{,,-.u---'_s

e L i
Qift man aber ¢ unendlich) flein toerben, jo flvebt diefe Summe bder
Grenze 27— zu. Man darf aber e bei endlihem » auch jchon
ber RMeibe fiiv tan o ftreidjen. Demnad) hat tan ¢ fiilr ¢ = O einen
Deftimmten Grenjivert

taneg — 2"t g2t n 8. " 4 Tl = pat—l

I

Fiir ¢ =0 iitd aber die Sehne DC verjdhwindend fleim, d. D). fie
fillt mit der Tangente der Kuvve ujammen. Folglid:

Die Parabel Hiherer Drdnung y =a" hat an Dder
Stelle = eine Tangentenrvidtung, die fidh) ausd der Gleidung
tan ¢ = nx"—1 ergiebt.

Beige ebenjo, dafp e3 fidh fiir die Kurve y = bz" um tane
— nbag"—1 Bandelt. Fiir die Kurbe y = bx™ - ca™ Handelt e3
fich ebenfo 1m

(o L g)r—1
oy
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e ¢ " i 1
[b(x 4 )" +el@+ %] — (b=™ —{—_i-.‘f":l
(&) —w
F xlrr; 3 ,m - L
_(x + & Err l'f_'.’L -1 &) =

TR TwFE g —2

tan ¢ =

=— | i

k(—ll—.ll—"{ !

alfo nad) Obigen flix ¢ = 0 um
) /big

tan ¢ = mbzx™ ! 4 nex—1,
fitr bie Kurve
y=a -+ bx + ca® + dz® 4 - - - 4 ka”
alfo um
tane = b 4+ 2¢x + 3dz® + -+ - + 0k

Die Kenntnid diejed Sahed fHat bie (Entmic'ft"imtg per Mathe:-
matif in auBerordentlicher Weife beeinfluft, da ed nahe lag, Dden
Wert von tane aud) fiiv beliebige Funftionen zu unterfuden.

Beijpiel. nIIfE!l]lILEjL bic Tangentenridhtung fiiry=2- 8z — b7,
y=8 —x 4+ 2x° 44° an dent Stellen 2 =0, 1, 2, 3, u. |. w.

Jinbet man Stellen, wo die Kurbe

' fi=s 1 Al S s e ey
1} Y by 4 ca —|—- dz” 1+ — KL

pie X-chje jdhueidet, fo ift durch Dad Detreffende « die Gleidhung

2) 0=ua - be + ex* 4 d2® 4 - -+ 1 ka”
exfitllt, . b. man Hat eine veelle Sojung (Wurzel) der Gleichung 2)
gefunben.

Wird bie X-Udje von der Kurve nirgends gefdhnitten, jo Dat
bie Gleichung feine rveellen Lbjungen, jomdern nur imagindre oder
fomplere.

Fiix jeded endliche veelle » :
hat Ddie Rurve eine endlide |
Ordinate, aber nur bdiefe eine.
it aljo 3 B. die Drdinate bei ‘
z, pofitib, bei «, mnegatib, jo [

r

Tig. 129,

muf die Kurve zwijden z, und |

z, bie X-Achje gejchnitten Haben, | s,
. §. zwifden 2, und x, mup ! %3 N
fig eime veelle Wurzel bder | \Lﬂ

Gleihung 2) Dbefinben. Durd

probeiweijes Lm}cbeu pon foldjen z, Die jivifdhen x; und x, liegen,
fann man fig der wivtlichen Wurzel (duvd) Cinfdniivung) bis zu
beliebiger Genauigfeit ndhern.
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