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Rierte Abtetlung.

Algebraifdbe Analvlis
mif Rrmwendungen auf Geometrie
und Wlechaniki.

I. Mie gawgen cationalen Sunkiionen.

1) Begriff der ganzen rationalen Funttion.

Sit in dem usdrude (a 4 ba 4+ cx®) die Grofe o eine ver-
dnderliche, todhrend «, b und ¢ feftgegebene (fonjtante) Grigen find,
jo entjpricht jedem twilltiiclichen Werte von z ein eingiger bejtimmter
Wert von (a 4 bz + cz®).

Weil der Wert ded Wusbrudd vom Werte der Verdnderlidjen
(Bariablen) » abhingig ift, nennt man den Ausbrud eine Funftion
port . Man deutet died durd) die Sdhreibweife f(z) an, alfo

M\Jl = q -+ bx + e,
Die Bervdnbderlidhe 2z with aud) ald da3 WUrgument der Funftion
bezeichnet.

Beil jedem Werte von « nur ein eingiger Wert diefer Funik:

tion entfpridht, Heit jie eine eindbeutige Funftion von 2. (Jm
: 3 k- 3, 4 - T s
Gegenfals dazu wiirden Yz, Va -+ = w. {. w. mehrdeutig fein.)

Weil in dem Ausdruce feine von = abhdangigen Jrrationalitdten
porformmen, wie 3. B. Ve, '[/nf-_—E—-E; f./b -;1'—_.3! . {. 1., jo beipt die
Funttion eine rationale Funition von z.

Weil endlich = nicht in einem Nenmer vorfommt, ivie in j,
a + b

et as " {. ., fo Beifst die Funftion eine ganze Funttion bon
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Jn demjelben Sinne heit der hidyftens (n - 1) Glieder ent:
baltende Ausdrud

f(@) =a 4 bz 4 ca® + doz® 4 - <+ + Fa”

eine ganze vationale Funffion von z und jwav, weil » der
hochite Crponent der Grundzabl = ift, eine Funftion vom n'e
Grabe.
©dreibt man y ftatt /(x), jo fann man
y=a-+ bz + cx® + da® -} - - -  ka®

im Sinne der analytijden Geometrie ald bie Gleidhung eine Kurve
bom n* Grabdbe beuten. Dabei find aber dbie Roeffizienten «, b, ¢,k
ald veell vovaudzujesen, wad hier jtetd angenommen twerben foll.
Dann bebeutet y die zu jeder Abfcifjfe 2 gehovige Ordinate.

&8 find aber aud) anbere Deutungen mioglid), denn in Teil IT,
&ter. VIII tourben jolche Gleihungen als Gleidungen fiir die Quer-
jchnittslacdhen eines Rdrpers gedeutet.

Nufgabe. Bejtimme bdie Ordinaten folgender Kurven fiir die

[}

Ctellen 2 =0, 2 =1, 2 =2, =3, z2=4, -+ -.
y =24 3z — ba?
y=25 — 4z -+ 62° — 2a°,
Y 1 Sy et i

2) Mbereinjtimmung mehrerer gangen rationalen Funt:
fionen miteinanber.
Jn den fpateven Abjchnitten fommt folgender Sab Fur Anwendung:
Sa. Stimmen zwei ganze rationale Funftionen
n*" @radbes fiir (v + 1) Werte iiberein, fo {ind jie iiber:
haupt identijd.
Betveid fiir den 2 Grad. Die Funftionen
f(x) = a + bx + ca?,
@) =oa-4 Bz + ya*
migen fitt @ = x; nnd ebenjo fiix 2z =2, und = = =, iiberein-
ftimmten.
Mm su zeigen, dap dann @ =, b = und ¢ =y fein mup
(womit die Jventitit nad)gewiefen fein twiirde), jebe man unddit
in beidbe Funftiomen ein, fo baf

@+ bay + cx’ = a + fz; + ya,’
ift, ober
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(@ — &)+ (0 = B)ay + (¢ — P =0
1 &benjo bilde man:
)

[ﬁ—@+w-m@+& P)ayt = 0
(@ — @) i =B —E il — ) =10}
Durd) Subtraftion folgen die Gleihungen

(b — B) (&, — z3) + (e — 9)la — 2,°) =0,

lib =T fﬁ) (""3 =i :.’"::) + l;':: ?'} '::I-"’"-_eg = '}':;2) = 0.
Da oy und w, veridhiedene Werte find, jo bdarf man in dber
evften diefer @leihungen durd) (x, — »,) bividieven, ebenfo in bex
sweiten durd) (z, — a,). Dadburd) erhilt man

9 IU'J =B - (f-‘ — ) (2 + 23) = 0,

é L — )+ c— ) (& + 5) =0

Darvaus folgt durd) Subtraftion

51 ':F: :"‘l:" (;"1 T "".'5‘} == (.

Weil aber (x, — x,) von Null verfdhieden ift, fo muf ¢ —y =0

ober ¢ = y fein. Sebt man in einer der Gleidungen 2) c =y, jo
folgt b = p. Sept man beides in eine der Gleidhungen 1) ein, fo
folgt ¢ = . :
Damit ift die Jbentitdt nadhgeiviejen. (Died fonnte aud) in
andever Weije gejdjehen, twie jid) aud folgender Bemerfung ergiebt.)
Bemerfung. Soll demnady eine Funftion f(2) =a -+ ba + ca?
fiir @, den Wert y,, fiiv x, den Wert y,, fiiv x; den Wert y, Haben,
fo miiffen ifhre Roeffizienten a, b und ¢ gang beftimmte fein und fich
berechnen laffen. '
Wean hat ndmlicd) die Gletichungen

a-+ bz, 4 cx=y,,
1) a4 ba, + ex® =y,,
a+ bry 4 ez’ =y,.
Sn biefen Detvadhtet man a, b und ¢ ald Unbefannte, fo baf ed fidh
um drei Gleihungen 1. Grabed mit dret Unbefannten handelt. Man
entfernt @ dburd) Subtraftion und erbilt
bz, — xy) + e(2,> — 2,°) = 4y, — us,
b2y — o5) + (@ — 2") = ¥, — s,

ober nad) beiberfeitiger Divifion durd) (z, — =) ey, (z, — )
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(i Yy — Ys
\ !H AR ) = x, — @'
3] ] -
2) ) eves
T e e S S
l?) e ] I‘..r_ﬂ == .JI.;./,I == B 3
Durd) Subtraftion findet man
y Yo — e Y — ¥
e Ly — Ty) = -
i - .'I.'-I 313 Ly — &Ly
pber
1 =" Ys — Ys']
3 . ? Yo Yo — Ys
) T, — &y |_.t'] — z, Ty — ;r,-;,__!

Cinjebung in bie erjte der Gleichungen 2) giebt

¥y
h —= =2—
&y — g &y

] By — da __l

Yg 0 — & |‘y; =0 U =i
— il — &
Cinjebung der gefundenen Werte in bie erjte Gleihungen 1) giebt
a=y, — brx, —ex,®=2.

Aufgabe. Fiihre den BVetweid bed Sabkes itber die Jbentitdt fiiv

nie Funttionen
f(z) = a+ bx + ca® 4+ da’
o) =a+4 po+ ya2®+ ¢ >

aud, die fiiv dbie rgumentiverte »,, xy, x, und z, itbereinjtimmen jollen.

Bemerfung., Nean fommt dabei der Reihe nach anj Gletchungen
bon ber Formt

{{r — ﬁ:} -+ (iﬁ - Iﬁ:) x (¢ — }’:;I x,° {f! — t?) -J.'L:j =0,
fodaitn
Eih - ‘r'ﬂjl (= ::-!‘_,.\'J - t':e‘ —_— }=:| (Ilg_-— :t"f} - (ff — 5) ".::1'1:5 — .’1125) = (],
wo bie Divifion durdh) (2, — x,) aufgeht, aljo
(0 — B) + (e — 1) (o + @) + (@ — ) (@ + 52+ 22) = 0.
Die bdritte Gruppe exhdlt dbie Form
(¢ — ) (@ — 25) + (@ — 9) [(2° — 25%) + 25 (2, — 25)] = 0,
pber, ba bie Divifion durd) (», — ;) aufgeht,

(¢ —7) 4 (@ — 0) 1 + 7 + 2] = 0.
Aus diefem Syjtem folgt durd) Subtraftion
(@ — 0) [y — 2] =,

und weil # — 2z, von MNull verjdhieden ijt, jo folgt d — 0 = 0.
Dies in bie vorige Gruppe cingejeht, giebt ¢ — 9 = 0. Riidwdrts
gefend exhalt man noh b — f =0 und (¢ — &) = 0.

i Y
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Bemerfung. Da bei Hoheren Graden die auftvetenden Aus
oriide von bder Fovm x,* — x,* ftetd durd) =, — =z, teilbar jind, ]"u
gilt diefelbe Methode fiir alle gangen vationalen Funttionen. Dex
audgejprothene Sap ift aljo al8 Dewiefen zu Detvachten.

Jn ber Spracdhe ber analytifhen Geometrie (dpt fidh der Sah
fiitt bie eingelnen Grade folgendermapen ausdjprechen:

a) Stimmen bdbie Geraben y = a 4+ ba und ¥
sioet Punften itberein, jo fallen jie gany jujammen; ober: Durd) zivei
Puntte (@Bt jidh nur eine einzige Gerabe legen.

b) Fallen die Surven y =a + ba -+ cz® und y = o 4 pz + y2°
in drei Punften zufammen, fo fallen jie gang jujammen; oder: Durd
drei gegebene Punfte ift nur eine eingige joldhe Kurve mbglich.

(Sudje zu bewetfenr, daB es fih um ‘Parabeln DHanbelt, bderen
Achje pavallel zur Y-Achje liegt.)

c) Durd) (» - 1) gegebene Punfte (it fich nur eine eingige
Sturve von der Gleidhung

y=a-+ bz + ca? + -+ F ka®

¢ + Bz in

legent.

3) Direfte VBeftimmung der Koeffizienten aus ben
Werten der Funftion.
Bemerfung. Die Aufgabe, die Koeffizienten von

1) y = a - bz - ca’

aud ben Wertepaaren x,, ¥y, bezw. xy, y, und x,, gy zu bejtimmen,
. . die Wufgabe, die Kurvengleihung fertig Hingujcdhreiben, wird mit
etnemnt. ©dhlage geldjt, wenn man folgende GMeichung jdreibt:

; (2 — =) (£ — x,) & — @) (2 — =)
2) ‘J)': — ) ( ! '}l”:.*

rq” —_—y '}.vr — o

EJlur[; bies ift aumddft eine Gleiung obiger Wrt vom 2" Grabe i

Beaug auf x. Sebt man aber in ihr z =2, fo fdllt alled weg
bi3 auf y = y,; febt man z ==, jo bleibt nur f{tehen y = w,;
febt man z = 2,, fo erhdlt man y —y,. Die Kurbe 2) ftmmt
aljo mit der gefuchten Knrbe von der Form a in drei ‘Luufnn ither:
etn, it aljo mit ihr tventijd).

Bereinigt man redtd alle =, cbenfo alle 2* undb die Glieder

ohne 2, fo erhdlt man bdie Form 1) und fiiv @, b und c biejelben
Rejultate, tvie frither. (Bgl 2.)
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Ebenfo ift die Gleichung der Kurve vbon ber Form
Yy = a 4+ b + cx* 4 da®,

bie burd) die vier Vunfte x4y, z.vy, xzy; und x,y, agehen joll, mit
einein ©chlage gefunden durd) die Gleichung

- 2,) (& — 2,) (. — 2,) (& — 2,)
+ k _ : Ay + . 3/ \ PR Uy
T T P — ) *1 (e — 7Y (2 __*-( — B
Wy — g ) \ Ty — Ty Ty \ieg SSSaepiliiag o) g — L4
y le—,) (@ — ) (& — @;) Ak (& — ) (. — m,) (B — @) 5
Bl = i - = Ya ST ]
Sy —T) (T — &) (e, — ag) (x, — ;) (2, — x,) (B, — T,) !

©telle die entfprechende Gleihung auj fiiv den 4%" Grad unbd ben
n'et Grad.

Die allgemeine Gleidung bheipt die JInterpolationdformel
bon Xagrange.

Beijpiel. DBejtimme bie Konftanten a, b, ¢, d der Funftion

y = f(z) =a -+ bz + ca* + da?,

et y fiir e =0, a =1, 2 = 2 und « = 3 die Werte y, = 10,
12, 4, 1 Haben {oll.

Die Wnfgabe joll auf beibe Wrten geldjt twerbem, eritend dburd
Aufldjung ded Spjtemd Dder vier Gleichungen 1. Grabed, jziveitensd
mit Hiilfe der Formel von Lagrange.

4) Parvabeln hiherer ODrdnung und ihre Ouadratur,
Man nennt die Kurven von der Gleidhung

y=a -+ bz 4 ca® + da® 4 - - - 4 ka"

Barvabeln »* Drduung.
St nur ein eingiger Koeffizient verjhieden von Null, Handelt
ed fih alfo um

y=Fka",

jo Beifit die Qurve ein einfade Parabel n' Drdnung.
Nach Teil II, Stereometrie Nr. 64 qilt von Fladen, dbie in ber
Hihe y die Querlinie

t=gy=ua- by 4+ cy* + ay’ + -+ - + ky”

p=0
. = & 1 N 1 5
haben, auf Grund der Summenformel - 2 = ——  Dbie
" p 1 / p-+1
p=1

fiiv ganze pojitive p Deviefen tworden ijt, der Sab, dap der Flachen:
inhalt von der Hiohe O big zur Hohe y, ift,
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