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Sm folgenden Abjchnitte ol eine Potenzreihe von bejonbdever
Wichtigteit behanbelt toerden.

Sind die Konffisienten a, b, ¢, d ... jum Teil tmagmar pbexr
fompler, fo dndert died an der Betvadtung nicdhtd. Jijt dagegen bet
einer Neifhe = fombpler, fo fanm man den veellen und dem imaginaren
Teil ber Reibe fitr fidh Dbetvachten und fiiv jeben bie Konvergens
unterjuchen. Stait Ddefjen fann man aber auch unterfucdhen, fiiv
welden abjoluten Betrag von @ 4-yi, b. h. fiir weldes s = Va4 o
bie Reihe fonvergent ijt. Die Grengwerte bon =z liegen, geometrijd
bargejtellt, auf ecinem um Null gefchlagenen Kreife, der als der
Ronvergenzfreis bezeichnet wird. Genouere Unterfucdjungen diber dieje
Dinge iiberjdhreiten das Fiel dber Schule.

IV. Die Wewtonfdye Reilje und der binowmifdye Lehrfoly fiiv
gebrodhene mnd negative Erponenten,
23) Die Newtonjde Reihe und ihre Konvergens
S Teil II, Urithmetif Nr. 30, war fir gange, pojitive Ep-
ponenten » betviefen worden, daf

, 1o nmn—1) ,  nhr—1)n—2) 5 , e
1+ T s T 1-2.-8 Gfogibalc m )

ift, wobei bie MReihe mit dem (n 4 1) Glicdbe abbricht.

Bilbet man nun fiiv gang belicbiged p die jogenannte New-
tonjdhe Reibhe
pip —1Lj(p — 2)

VI PP —=1F a) g
2o RO 2O

fo erftrectt fich diefe im allgemeinen ind Unendliche, und e3 jragt fid,

ann fie fonvergent und wie grof damn ihre Summe ijt.
Der Duotient ded (» 4 1)*" und »*" Glicdes ijt

pip—1)(p—2)... .;:p__— n - 1) v PAP- (p—2)...(p—n L
3 e 1-2.8...(n—1)

oDer
(p—m-1) p-F1
- r=—a -+ T,
[ "
Kiir fehr grofed » ndbert i) dies dem Grempwerte — . Jft ber
abjolute Betrag Ddesfelben angebbar fleiner ald 1, jo ift nad) 184d)
bie Reihe Fonvergent, ift ev grifer, jo ijt jie divevgent. Dev Biifchen:
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fall, dafy er gleih 1 ift, foll hiev nicht umterjucht jperden.  Filx und
reicdht Folgendesd aus:

Die Newtonde Reibe ift tonvergent, Jobald der abjo-

) L f

{ute Betrag von = angebbar fleiner ald 1 1ft

Um bie Heibe zu fwmmieren, mufp man zunddit gewifje Cigen:
jhaften ifrer Roeffizienten Tennen levnen, tpobet man vorliufig um
binomijhen Sae fiiv ganze pojitive Erpouenten suriicfufefren Hat.

Sind n und v gange, pojitive Jahlen, und bezeichnet man bie
Binominalfoeifizienten der Reihe nadh mit ny, ng, 7y, ... begiv.

3 ) . 21 Mg, 3

1

vy, vy, Vg, -+ (0 ift nad) dem binomijden Safe

(1 4+ 2)* = 1 + nz + nya* + nga® + n, Gl

1+ ;r.‘:;" — 1 4 v 2+ vyo* | v Sy 2t
Durd) Multiplifation erhalt man daraus eine Formel fiiv

(1) (1 + 8y = (L 2,
niamlid)
[\l + _,-)” ke | + [-:”I .—]i— ;Jl;l @ + ,'_:,'.'__, + g ¥y -l r-'._el_::l %
{1k I =1 = L e Loy e | [
T (g Mo¥y —1— My =~ Vy ) d 1 .

todfrend ac) dem Dbinomijhen Sabe bei entjpredjenver Bezeidhnung

per Qoeffiztenten zugleid) ift:

(AFartr=1-+ @+ v)z+ (nfv)y2* 4+ (n+v)s2°+ -
Die Koeffizienten der entjprechenven JPotengen von =z miiffen, ba

¢s fich nur wm eine anbere Schreibweije handelt, in beiden Gleichungen

fbereinftimmen. ©dreibt man fie in ibrer eigentlichen Fovm, jo
exhiilt man folgenbes Syftem von Gleidungen:
! | v ! % —!—_— P
B ot asa !
nin —1) i 0 Tt (n—+2)(n-+r—1)
g o Pl 1.2 '
nin—1)m—2) , an—1) v  n v(@—1)
1.2.8 S TR e WS R R
m+»ntv—1)n4v—2
T T g S

nin—1n—2)(n—3) | n m—1)m—2 v , n(n—1) 2(x—1)
1759 8.4 ! R 8 . T =g 1-2

n viv—1)(» — 2) v —1)(» — 2)(» — 3)

1 I
g s B 1- 90 -8k
m+v)m4v—1)@n+t+v—2)0Av—3)
ok 1-2-8-4
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It jeder diefer Gleichungen erfennt man aud burd) Ansmwerhing
per vedhten Seiten, dafy fie ibentifde find.

Daf fte aud) fiiv gebrodjene und negative » und » identijdje jein
mitfien®), evgiebt fich durd folgende Uberlegung. Jit » fejt und » ver:
anberlich, fo Hanbelt e3 fich vechts und [inf3 der NReihe nach um Aus:

priife 1., 2., 3., 4., ... Grabes in Bezug auf ». Die Ausbdriide auf
der linfen Geite mbgen daher der Reibe nadh mit £, (v), f2(»), £
bie auf der redhen mit ¢, (v), @:(v), @5 (v) ... bezeidhnet erden.

Sie find der Reihe nad) in Bezug auf » vom 1., 2., 3. Grade, und find
ganze rationale Funftionen von v, die Hiv alle pofitiven ganjzahligen
Sderte nad) dem Hinomijdhen Sabe fiiv gangzahlige pojitive Erponenten
fibereinjtimmen. Daher ftimmen § B. fo(v) und g@,(»), Ddie bom
piet Grabe find, filr mehr ald p 4 1 Werte itberein, find aljo nad)
Abjchnitt 2) vollfommen ibentijch und ftimmen fiiv alle dent:
barven Werte von v, fiix gebrodene, irrationale uno jogar
flir imagindre und fomplere fiberein.

Dies gilt unachit fiiv jedes fejte, ganzzablige, pojitive n, aljo
beim Grade p fitr mehr ald p 4 1 foldper Werte; folglich find fie
aud demfelben Grunde ibentijch ald gamge vationale Funitionen von ».
Damit ift die volle Jdentitdt nadgewiejern. Die Gleihungen
gelten alfo, wenn man jie rvein medhanifd) und ohne jede
Beziehung auf ben binomijhen Lehriak bildet, nidht nuv yiiv
gange und pofitive n, fondern audy fiir gebrodene, negative,
jogat aud) fitr ivrationale, imagindre und fomplere » und ».

24) Berallgemeinerung ded binomijchen Lehrjabes.
Nan Hilbe rein medanifd fiiv beliebiged » und » bie Newton=
jdhen Reihen

1+ mae 4 ne2® 4 nga® - nyat 4 -+ - = B(n),
1 4+ vz 4 v,2* + vyt 4 v, g4 ...= 0B ('.,_rjr
bie unter der Voraugfepung — 1 <z < + 1 fonbergent jind, jo

bafy ihre unbefannten Summen mit B(n) und B(v) begeidinet
werden bitrfer.

Durd) Multiplifation geht aud fonvergenter Reihen twieverum eine
fonvergente Reibe DHervor, bderen Summe gleidy bem ‘Produfte der
urfpriinglichen Swmmen ift.  Demmnady ijt fier

1 4 (ny + ») &+ (ny + nyvy + vy) 2°
+ (ng 4 ngvy + myvy + IS e S (n) - B(v).

*) Mian hat dabei von der binoutjden Entjtefungstveife ganz abzujehen
wnd die Gleichungen vein medanijd) hingujdhreiben.

e T,
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Snfolge der borher Dewiefenen Jdentititen darf man (fiir beliebiges
n und v) fiiv bie linfe Seite jdhreiben:

1+ (n + v), &+ (:n + »), 2 + (n + ), &° 4 - -,
wad man analog mit B (n -4 ») 3u begeihnen hat. Folglid) gilt fity
die betveffenden unbefannten Gummen idbentijd die Gleidung
1) B(n) - B(v) = B(n + v),
in Dder man ofhne weitered dad Abdbitionsdtheovem Ddev
Rotenzen gleidher Grundzabl wieber evfennt.

Sind alfo & B v, O, ... gany beliebige Bahlen, die sur medpo-
nijchen Bildbung ber Koeffizienten Nerwfonjder Jeihen benubt find, o
giflt fiir den Konvergenzfall — 1 <2 <<+ 1 bie Gleichung
2) B(e)-B(B)-B(p):-=Ble+p+y+--)

Gept man hier e« =p =9 =---, fo jolgt fiir beliebiges o,
aber fitr ganzes pofitives », die Formel

3) [B («)]* = B (na).
1 e
Gept man 3 B. o= _-m, W0 m und #» ganze, pofifive

Bablen find, jo twird
- 1 8 e = 1 E i N
[b (?1 . -m.)J = (:a = ni) = B (m).

Siir ganged pofitives m ift aber B (m) = (1 + =), jolglid) ijt

3

ey 1 zar=t
J)’(-:;) = [B (m)]* = (1 + «)*,

p. h.: Die Gleihung

p_ pw—1) 5  pPlp—N{E—2 . e
1 _[_1}__{_, — 2 - o ;i g _;'-5_%_...:(1 .{_ﬂ;)F
gilt bei — 1 <2 < -+ 1 aud fiiv ben pofitiven, gebrodyenen
Erponenten p = ?:

Sebt man in B («) - B(f) = B (e - f) fiix g den Wert — «
ein, o iirh

Bla)- B(—a«)= DB (¢ — «)=B(0)=(142) =1,
alfo 1jt = \ 1
B oy
Qft nun o eine pofitive, gebrodjene ober ganze Jabl, o ift B ()

= (1 + =)% aljo

B(—a) =~ ;___\.& — (k)=
{ x)

|
i
I‘

e LT
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Tolglidh: Die Gleichung
ta } ) Y, 3

‘” & p—1) 5 , pp—1D(@—2) 5 e
_|+ 1.2 o _1_ 1._2_5:; ) _I_"'—\]. ___I_\{ o
gilt bei —1<a<+1 and) fiir dem mnegativen (gangen
pber gebrodhenen) Crponenten p = — e

Bemerfung. Auf den Fall, wo in (1 4 x)? der Erponent p
svvational oper imagindr ift, braucht die S{ementarmathematif nidt
einzugehen. Die Poteny bedarf bdamn einer befonberen Definition,
und Diefe fwird Durch) die entfprechende Newtonjdhe Reihe gegeben,
sie Samm mewen Unterjuchungen zu unteriverfen ift.

(o]

5) Binomijde CEntwidelung irvationaler Ausdriide.

P-‘)

et binomijche Lehriah fitr gebrochene und negative Egponenten
[Mtuitc eie beravtige Fiille bon Univendungen, baf er ald ein
Haupthebel der meueren Mathematif begeichret werden darf. Sundcdit
finben die in Teil II itber die Grponentialreihe, ven Motvrejchen
Qefrial, iiber die Reifent fitr Cojinus wnd Sinud gegebenen Aus-
fithrungen ifre Abrundiung durd) dagd Uufheben der Bejdrantung auf
gane pofitive n.  ndere Anmwendungen jind bie jebt folgenben.

1
i}(uiuﬂht. Die Augoriide V1 + » ober (1 4 2)° A=
q 1
pber (1 Ve /1 —F » ober (1 4 «)®, follen fiix —1 <z <1
in hu‘.[;m umm& {t twerben.
NHuflojung 1
(14 z)*
1 1 [f1 1 1 \ [1
2 | .’{:'_1) ) ‘;(:_[,][\-.: _‘J)
:1-—}—1,)_5—'—" \l‘ﬂ i"—'l— 1'_)_—:";— e
1 : 1 b |
GGG
= 12 .8 -4 LI
i 1 1-3 g 1\4 1-8-5° 4
]—|— (:J 1-2-}_{_»,1'1-2 3+ 4 T
1+ A T
Beijpicl.

V146 =144 + 2 = V144 V1 + 5 — “1 1+

-
|
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Die Reihe fonvergiert fehr fcmell. Weil bie BVorzeidhen ab-
echjeln, liegt Der wafhre Wert ftetd jiwijden zivei aufeinanber-
folgenden Summenverten s, uUnNd $,11.

uflojung 2.

1
Beijpicl
Yiaz2=V144 — 2 =121 —
12 I e — e — e — s — =7
Huflojung &
(1 1 )8

1 R 2.5 x® .58 e
j '_]l_ L —E_ 23 %) qie 4 P -
1.2 3 128 3 1.2-8.4 °
ober auch
1 2 159 2.5 g 2.5.8 9.5:8-11 -
L e e B S B e o0 L
=21 TEe TR + 869" 3.6 D.12" §.6-0.12.1b" !
Ebenjo 1
I.l I = \J:\
J
- 2 » 2.5 2 - 8 2.5-8+11
=1 — e — e e 2 .‘1‘_1_ T —
3 5-6 6-9 3+ 6-9.12 } 6«9 .12 - 15

Das wirflihe Wurzelausdziehen ift alfo durd) bdiefe NReiben
jwefentlich) erletdytert, lll‘lllldllﬁu] in groBerer Nahe von Jahlen, aus
benen bie Wurzel glatt audgezogen tverben fann.

Aufgabe. Bilbe mit Hiilfe biefer Rejultate die Reiben fiiv

VidetVi—nVite—Yi—o Vit 5
Vitos—71—a
1
R ; = o 1 TREIT %
Wujgabe. Bilbe bdie NReihen fiiv i =l T
(1 == @

a ._l i il IS
Vite=(1+42) 3 uf w
Wean ift jet im '*;-tun‘w fiiv Qurven von der Gleichung

y=(a- bz) 1 ~| ) fvo » aud) negativ und gebroden jein

barf, die Fladenberedymung J~" und die Veftimmung der Tangenten:

vichtung fitr jeden Puntt durchzufiihren.

ey

T

e e

e =
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26) Ableitung von Reiben fiir =, arcsiny und arccosy
auf geometrijdem Wege.

a) Figur 139 fellt einen Biertelfreid
pom Radiud 1 dar. Seine Gleidhung ijt
2 4 y* = 1%, alfo ift der Dueridnitt in

Fig. 139.

$Hihe y

[y

o= VI P = =2

14 poer, in Dinomijdher Reibenentwidelung,

1 e S A : [t W | 3
s aoppanaise yA el

1 ( Nk vagid \
{:—l){g"’(d ] ;
i et R
Die Flade MABC, . . die Flacde bid Fux $Hihe y, it alfo
nach) der Summenformel

(52

8 1 i \ (1 1
i Y g y° 2 t‘,a —1) ys 2 t B 1) ( B 3 y'
1) J[:=1__';1'3+' 31 Bk 31 T
i ;

. wrh v oF b o oy i T -
Die Flache, bis zur Hihe 1 gemomumen, 1t gleid) -, alfo bat
man die Neibe

T 1ML 1 1 148 1-1 1 f1v8 1.3 1
2) Jr“__l_(__'g',.] ity — (3) e 3 T
f1vE ames 1 £y6 1usassy
T {),) TEE i {_‘E) ST g b |
oder aud
o T 1 1 | ER v 1+8 1 1 3+ D 1 1 - Juaihee 1
L e ot gl SIS Bt s R e e e
i ).L—l T A 2-4 b 9.4.6 T 2:4.6:8 9 9.4:6-8-10 11
b) Dagegen it
u oy R y MY, i |
Settor MAB=MABC— MBC=F—y S| 2F—yV1 —-_gﬁj ;
] = 2 LB
aljo
Geftor MAB
o W | \ o e E
et R Gl v 3 (.z_'l,-] {,'5_”) y° 1
e a o e 2 T+"'_|
= i (1 \ 154 \aE \
s Iz ) (-1 G-3) 1
Y 2 o 2 \2 2 12 /A2
2.|1_1:-if & 21 = 31 y _f—_‘
G e 10 1.3 ¥Y* 4 1:8.5 Yy’ TS e
_'_:'I:L"i_’ 5+'L';, I~ g.d.6 ';'—i_u,f-a g+:|
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r

Nun ift aber Seftor MAB — ADB -
jebung giebt

—_ ; arc :‘Jin Y. (‘Sj]:t:il[}

&
]

3) are siny
1 3 51 7 )
Y 19y 1.3% 1.8:5¥ 1.8:65+7 Y
=i | i Ty | 5ed 5 | 2.+.1:7 ] :?-4-i;--‘3‘5) P

©chon die Anjdaunn g zeigt, daf y nicht > 1 genommen fwerden darf.
Obne bejondere Konvergenzunterjuchung leudhtet geometrijd) ein,

daf fitr y =1 bie Reihe nod) fonvergiert. Dabei hanbdelt 3 fich um -,
und gwar ift

b T 1 1 1.8 1 1-8-5 L 1+38+7 1

\ =L el B 4 e b R s

) 9 e S s a5 T 1.6 7 | 2-4-8-8 8 |

Ausd 2%) und 4%) folgt nod) durc) Subtraftion

iy L 1 1 1 1.8 | 1-3-5 1 1 :.8-5-7 1
, Ll e e s = Bobt CE TSNS
ST Ty 5"1_-3--1 T I 256 9+E--l-ﬁ-5 u+

¢ TR v ¥y T & -
Nah derfelben Figur ift arc cosy = arc siny, alfo

) T
6) arc cosy = :

30
T

e LT S 1.3.5%"
Bl LI,«;_i— W e +:2-—I.-U';-' —1—:
= e I s e . » Lty e
©ebt man fur , lene Jtethe ein, jo entjteht

£ » 11—y?  1.831—y® ; 1.8.;

7) arccosy = (1 —y) + e S = e
Die Ronbergenzgrengen find diefelben iwie vorber.
[Mun ijt fermer

| En
Jawrs
le=
—

i
-1
i

UH 1 .
A B = arc tan == = arc¢ tan —=—— = arcsiny,
- < | iy 1
aljo
. i 1yt 1.yt 1-5.5%°
e e R e I o B
1: 1 — y* I_ & 0 L il & 4l
P : 2 ; 2 . 2
Seft man aljo — 4 - =2,0 b. y = ———, o exhilt man
-y R

arc tan#
- il a ok o =0
SR i o o o L Ll N N L A SR e Y
lff-l '_|_5: |:1 | e :_“: _ig_:_'.-z)_I—g;.,;5|:]+zz}:+3.4.|; ;U_I_s':_:i_l

An Stelle diefer Reihe, die fih nur unbequem wmivandeln (AR,
wird jedod) fpdter eine tveit einfachere freten. Borldufig moge fie
seigen, baB auc) are tanz in einer nach) ungevaden ‘Potenzen auf:
fteigende Reihe entwicelt werben fann. Wuch bie lepte Reibe giebt fiir

e

z =1 eine braudbave Cntwidelung Hir

Holzmiiller, Mathematit. IIL 11
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Spiter it die Heihe filv arc siny auf vein avithmetijdhem
TWege entividelt fverde.
Man merfe nod
7 1

et 1 e N e L e B 1 f1.8- 1 ;
ALC Bl =Sy T 5o n,(a} 7_:53(_3--1"5)"1_ 125-'[~ i : 4)""}

© &

V. Anwendung auf algebraifdye Funkitonen.

27) Duadratur der Qurven y — 2 filr beliebiges veelles p.
Figur 140 ftellt ein Quadrat OABC von ber Seite 1 umd
eine Parabel hoherer Drd=
lHl]E[.I pon  Der {_E_qud_nmg
y = xP Dbar, 10D jedbod) p ene
qxﬁtmf)vm pojitibe ober negative
Bapl fein joll. Die Flade
AZV L fol{ beredynet wers:
ben. 0Z joll vorldufig unbe:

Fig. 140.

oy Py v, e ’H!_- -
ot z  jrummi bleiben. Jebt jeu - e

ADEF ©

belichiger ehter Brud). Man

e m : my 2 S ‘ m\ 3
madge 0D = (1 -+ ﬁ)' OF = (1 - -}'a,) , OF = (T —— .;;) , und
fafre fo fort big OZ = (1 - m) , 1o daf man duvd) die entiprechendent

Orbinaten n Flachenftreifen erhilt, die man tvie in ber JFigur alg
Redhtecte auffaife.
1
Die Grundlinien ver Redtecde find der Reihe nady: ::,

43 (D= (DT =0+,
(40— (4= 0+ (3 -)=36+3),
und fo gebt ed weiter bis & (1 - ?-“)n_l.

n o\ "

Die Hohen find der Reihe nad
m\P m 7l m! i) m\(r—1p
] 2 ek §
1 (o [ T = (5 (43) - (145)
Das lete Lot (1 S :)W pleibt unbenubt.
Di msni}aitwlmmm per Redtece ift alfo

[
fm ( ) (1_{_;?)E(.H‘U_l_n._i_(l_il_ﬂ}{ﬂ—h(p—l-ﬁ ;

"/
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