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a) Quadratur der Kurven y = xp fur beliebiges rationales p
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Spiter it die Heihe filv arc siny auf vein avithmetijdhem
TWege entividelt fverde.
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V. Anwendung auf algebraifdye Funkitonen.

27) Duadratur der Qurven y — 2 filr beliebiges veelles p.
Figur 140 ftellt ein Quadrat OABC von ber Seite 1 umd
eine Parabel hoherer Drd=
lHl]E[.I pon  Der {_E_qud_nmg
y = xP Dbar, 10D jedbod) p ene
qxﬁtmf)vm pojitibe ober negative
Bapl fein joll. Die Flade
AZV L fol{ beredynet wers:
ben. 0Z joll vorldufig unbe:

Fig. 140.
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ot z  jrummi bleiben. Jebt jeu - e
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belichiger ehter Brud). Man

e m : my 2 S ‘ m\ 3
madge 0D = (1 -+ ﬁ)' OF = (1 - -}'a,) , OF = (T —— .;;) , und
fafre fo fort big OZ = (1 - m) , 1o daf man duvd) die entiprechendent

Orbinaten n Flachenftreifen erhilt, die man tvie in ber JFigur alg
Redhtecte auffaife.
1
Die Grundlinien ver Redtecde find der Reihe nady: ::,

43 (D= (DT =0+,
(40— (4= 0+ (3 -)=36+3),
und fo gebt ed weiter bis & (1 - ?-“)n_l.

n o\ "

Die Hohen find der Reihe nad
m\P m 7l m! i) m\(r—1p
] 2 ek §
1 (o [ T = (5 (43) - (145)
Das lete Lot (1 S :)W pleibt unbenubt.
Di msni}aitwlmmm per Redtece ift alfo
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Died ift eine geometrijde Reihe von » Gliedern und von
ber Form

T
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7 n 11—z

jo baf bie Summe der Redteddinhalte wird

' mAn(p-+1)
s (1 il )
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T g L]_ _-:_ l.h:..)f-" =
n
mAn(p+1)
1 (1 4L )
T

n [ m\p+17
m i-l Fi. (1 i 'P'!-) _|
Der Nenner giebt, nadh) der binomijdhen Reibe fiir gebrodhene
Erponenten entwidelt,
(7 |-l SR p-+1m (p + 1) p m? (p+ Vpp— Lymd =

DDET

m L 1 n 1.2 nt Thon 70 i
2 p+1 (p + 1)pm (p+1p(p — 1) m*
g: 1 1.2 1.2-3 n?

Denft man fih mun m endlid), aber » unendlich grof, fo fallen
pie Glieder bdiefer obnehin fdhuell fonvergierenden Neihe fort, und
ber Menner vedbuziert fid) auf — (p -+ 1). Bugleid) aber geht bder
Bafler fiber in 1 — em@+D und da zugleidh) die Treppenvdume iiber
pen unendlic) zahlreid) getwordenen Fladjenrdumen verjdiounden fino,
fo ift bie Flache AZ VB geworben:

{ — emipt)  mp+D __ 4

. S . s

: = f \ R ; 2 = S i,
Jaun war 0Z = (1 - ;?-) — ¢, aljo bie Abjciffe z, = ™.

©et man diefen Wert ein, jo ergiebt fid) die Fladpe

% 7 o Pl 1
2) Fa

1 p+1
= wd T — 1

Ty
Fii ein gripered w, ift ebenjo F' = —
“ 1 Pt

Durd) Subtraftion erhalt man ald Flache itber xy — x

s P+l Pkl
3) e P
v )] - — |

a p+1

Dazfelbe Rejultat erhdlt man, wenn man von & — 1 nad
linfs gehend bdie innerhalb ded Duadrated [fegende Diagrammildche
11%
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] S 1 i e T, ; ool 4
unterfucht. Man hat mur — — jiail St bie Medynung einzu=

fithren, jo bafy ed fidh um bie Ubjtande

/ T i m\ 2 / AR / myn
P (1 — Y, e (1—
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hanbelt.
Die Grundlinien der nad) linfd an Breite abnehmenden Redtede
find dann

m m e m ¢ m\ 2 m ) n—1
C O R .
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Die Hihen find
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Die Snhaltsjumme der Rechtede wird
m\ 1 \(n—1) (p-1)7]

m m\20p—+1) e m .
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mAn(p+1)
s (1 — )
n T
n f m\ P11
fiat (1 L )
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Die Wieberholung der friiheren Behandlung mit »n = o giebt
Jro i T (p1+1) gl 1) __ 1

=i oD )

e =yl myn nans 3 X
Gept man 0Z; = (1 — _“) = ¢ ™ =ux,, |0 erhdlt man
%

wieber die Fovmeln 2) und 3).

Mit Ausnahme ded Erponenten p = — 1, ber auf die Fldade
2,0 — o ° i o ; o e : e :
o L = - fithet, was unbejtimmt ift, find bamit bie Diagramime

fiiv alle Pavabeln Hiherer Drdnung y = z? berechnet. Der Fall
— 1, der auf die gleichjeitige Hyperbel y = 2= = = fithet, 1jt aber
jhont vorher Lefonbers behanbdelt worder.
Diefer Grenzfall jeheidet zwei Gruppen vom Pavabeln Hoherer
Orbnung von einander, fitr welde einerjeits p > — 1 undp < — 1 ijt.
a) §iir p>— 1 1jt bie von 1 bi¢ O gehende Fldade, bda
(p -+ 1) pojitiv ift,
0 Ap—+1
o 0r T — 1 —1
sy - —_
1 P+ 1 pi=i=l

alfo in entgegengefepter NRidhtung genommen
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1
3
4 F =
) 0 p+ 1!

b. h.: §iir p > — 1 [dhneidet die Parabel p'™ Drdnung den
(p + 1)* Theil vom Quadrate ab.
Dabet ift bie Parabel nad) vedis
fteigend, fobald p > O ijt, dagegen nad
vechtd finfend, jobald — 1 < p < 0 ijt.
Jm  lepteren Falle Deginnt fie mit Dder
Drbinate co, und tropbem ift die in3 Un-
endlidje reidjende Jdraffierte Flade vom

%ig. 141

1 : s ; :
Subalte T Die Grenge bilbet die gleid)-
jeitige Opperbel. Bet p > 4 1 it bdie
Bavabel von unten gejehen fonveyr, bei p pojitiv und <1 ijt fie
fonfav, bei p = 1 fallt jie mit ber Diagonale ufammen.

wig. 142, &ig. 143.

.. 7 iR = ooPT1_ 4
Fiir ben gejamten Fall a) ift aber F = - e 0.
1 i
b) Fiir p < — 1 ift p 4 1 negativ, alfo
; 1 1
T e L Lt e : e — =
0 (D oo, unp oo =G 0.

Solglid) ijt jebt

o 0PFl_1 oo —1 0

e S r s e

weil ber Nenner negativ ift, alfo

1
F—= - oo,
0




166 Bierte Abteilung: Algebr. Anal. m. Antvend. auf Seom. u. Medhanit.
Dagegen ijt die jdraffierte Flache (Figur 143)

oetbl iy . g=—ig 1

A B U T R TR

tpad ein endlidger pofitiver Wert ift, und iwieder das - _C—lsyad)e bom
Duabrate bedeutet. |
it p < — 1 ift alfo bad von z =1 bid 2 =

oo gefhende

: i ,
Diagranm das " :fadhe bed Quabrates.

1

Das Umklapper um die Diagonale verwandelt bei pofitivem p
bie Gruppe p > 1 in die Gruppe 0 < p <15 bei negativem p
bie Gruppe p < — 1 in bdie Gruppe — 1 < p <O. Dadurd) be-
ftatigen fich die gefunbemen Rejultate.

A Figur 140 mwurde gezeigt, daf, wenn bei Parabel hoherer
Drbrung die Abjeiffen eine geometrijhe Reihe bilben, die Orbinaten
pasfelbe thum. Kennt man affo die Roordinaten am Anfange 1nd
Sdluffe bes Diagramms, und bildet man fiir beide Gruppen die
mittleren LBroportionalen, jo geben diefe einen meuen Punit der Kurve.
Durd) Cinfhaltung beliebig vieler mittlever Proportionalen erhilt man
einen einfachen Ronftruftiongmedanidmud fiir beliebig biele
PRunfte der Diagrammiurbe.

28) Anwendung auf bdie HReihe _;LIZ?M bet ge-
brodenem p. e

Ybaefehen vow dem grofen geometrijden Fovtidritte, auf ben
pic Geometrie nod) nifer eingehen iird, evgiebt fid) fiiv p > — 1
burd) Ginteilung der im Duabdrate befindliden
Diagrammiliche in unendlich viele Streifen
pon gleidher Breite, dap die Formel

Fig. 144,

R e

nP Tl p1
(fiix n = o)

Fiir jebes veelle p gilt, weldes griper
ift, alsd 1

[Dafs die Formel fiiv p < — 1 unbraud):
bar ift, ergiebt fich jchon Davaus, daf damnm linfs ‘Rojitived, redts
Negatived jteht. Died geht aud) baraus hervor, bap fir p < — 1
per Béhler eine endliche Summe giebt, wihrend der Nenner gleich
Reull wird.]
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