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174 DBierte Abteilung: Algebr. Anal. m. Antwend. aunf Geom. u. Medyanik.

vationaler Funftiomen entweder rvational, ivie die geometrijdhe
Feihe, ober irvational, ie gewiffe binomijdhe Reiben, ober trans-
TN

cendent, wie bie Erponentialveibe. Die UAnalogie ift eine volljtindige,
ihre Unterjudung aber iiberfteigt bas Biel der Schule.

VI Reilenentwidelungen fifv einige transcendene
Sunktionen,
32) Qogarithmus.*)
Xt 2 ="Igy, |o folgt e* =y, ober da (filv n = o0) (1 -+ H)?Z €

/ gyn oy ¢ Plata Yz For £
ift, (14 _”_) = . Sn Folgendem foll » ftetds al8 unendlidh grop

gedad)t twerden.
Aus der lebten Gleichung folgt

1
= i e —r1
e 1 '
ﬂ.
aljo ift ;
n
y"t —1
Pll‘:’; U= J"_ 1

Man jepe nun y = 1 + z, dbamn it
1
: (L} z)t =1
“lg (1 o m) = S £a)
it aljo —1<z<-+1, fo darf man nady ber binomijhen Reibe
entiwidelnr, und erhdlt, wenn man die unendiid) feine Grope —=4

febt: :
(1 4+ 2" — 1
g (1 + z) = LS J:\]

[ (i) d(d—1) . d(@—1(6—2) 4
| i # T f N : L | »
:.c']:.__(_‘f-.._I_.lbL..{_ R i e _{,_}_..)_1_:’
DDer L S
? : < g @d—1@ —2) 4
gt =w e o b S -
Gi= LB =2 =9) ;
3 o {08l e

*) Sortfebung von Teil II, Writhmetit, Abjdhnitt VI (Nx. 52).
jepung ) )



VI. Reihenentwidelungen fiir einige trandcenbdente Funftionen. 175

QiBt man & unendlich fein werden, fo Hat man fiir bie Grenze 6 =0
md fiir — 1<<z<1:

J) f](‘r (j ) _g_ ‘.% £ 4 _I_ o

Gept man (— ) fiir = ein, fo folgt

2 .. | pd
\ H H M

a9 e Pl e 5% = o
2) 1g (1 ) iy 5 i 4

Durch) Subtrattion exhilt man die Reihe fiir g (14-2) — g (1 —2x)
pDer
= P A mS e &
£ 1-2'1—-3::2!‘”"‘" :5+F+7+"'|
filr —1<ae<1.

S e |
. | —I_ L o, r "'. v .

Set e -+
Gefst man R a1

pofitive « abjolut gemommen fleiner al8 1 ift. ©o folgt

: Siei=1 1 fa — 1)\3 1 fa — 1\5 ]
J,} -1gu—.,!ﬂ_+-1—:-5( Il—)r}_:_.( : )_]_‘

a - a -+ 1
fiiv jebed pojitive a.

su feben, twas fiir jeded

. p . —1 z
Selst man hier a =1 4 2, jo ird :f 7% und ed gilt
fiir — 1 <2 < oo bie ?He't'fje
5) Ag(1 4 2) =2

(o

et ) )+

die fiir fleine 2 febr fdnell fonvergiert.

i - 1 zt+y .

Hier fee man z = ;: afo 1 42=1 - f = — 3’ =, folg-
2 ¥ —|—_;___ _ - Dihio; e
i lgl+o)=lg———=1g(x 4 y) — lga. Dabei  ird

y
5 - @ ] —~ Ao ] .
Terer = - = - Seft man affes in b) ein unb
- i S e R + ¥y . )
i

bringt man — lgz nad) redts, jo ergiebt fidh

[ 1 B S Y 2
: rty)=lgzI 2| 2 (O S e b (0 Ve
6) lg(.i. i -;)r) = lgx + Zilise —l—ff+ 3 (231_'_1{_.} T% (‘.!.r_:—|—y) i —‘
e,
fitr i v i
Mit Hiilfe diejer Reiben ijt man im Stanbe, die natiirlichen Loga=
rithmen gegebener Baflen jehr jdhymell zu beredhnen, wobet man,
um {chnelle Ronvergens zu erveiden, getvifje Sunjtariffe anzuwenden Hat.




176 DBierte Abteilung: WAlgebr. Amal. m. Antwend. auf Geom. wu. Pechanif.

3 3 4

Um 3 B. g 2 zu berechnen, fann man lg iz 1 =lg5+1g5

st @runbe legen, SLogavithmen, bdie man uleIt, et man
Faw | . 1 14 v = ' . . - ;
®leidung 8) = = begv. x = - einjet. Died giebt die jehrell

fonvergierendent Neiben

5 3 ek 1 | 1 i
gy =2 |1 b e s e e J
= (0,405 465 108 108 164 . ..

&

1

. ek | 1 1 i i
g5 =2 !__1-‘.' + 5T e Fir e e

]

0,287 682 072 451 781.

Die Summe gieht ‘g2 = 0,693 147 180 559 945 . ..

]

L S, 1
Mm auf ‘e 10 zu gelangen, bemuibe nan Gleidung 3) fiir 2 = -
T o h ! % ; X J q

Died giebt
e 2 + ; e R
= T R (B I :..: o, ik
= 0,223 143 551 m 210,
Nun ift 10 = 2 27, alfo g 10 = Ig ; e+ 31g2. DMan erhalt
lg 10 = 2,302 585 092 994 045 . ..
Hierausd evgiebt fih ald Modul der Briggjdyen Logarithmen

m——-*-,--l = 0,434 294 481 903 251 ...
“le 10
Reibe 3) ift alfo jehr brauchbar zur Berednung der Logarithmen
pon Briiden, die nahe bei 1 liegen.
Behufs der Cutividelung von a” fehe man ¢ =
Dann ijt

e*, aljo e ="1g a.

{=

lg @ (z lg a)* (g a)® ;

a% == ({;rr)xz T — gﬂgﬂ =1 _’, e ,_:_. A i“ i _|_ '.;' — .

32) Reihen flix = und cyflometrijde Funitionen.

Sn Teil II war bemwiejen

o - .
21 —2

o
o
o,

PMan twende bievauf die Reihe 3) am, dbann Wwird
15 e s R
=2 Lf e .]

0Der

\ T 1 1 1 1 1 1

7) o Yo Mg T o iy L s U E e
4 1 8 + - 1f
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die fvegent ber wedhfelnben Jeiden nod) fonvergent ijt*). Die Konvergen;
ijt aber jo {dwad), dap mehreve Millionen Glieder bervednet tverden
miigten, wenn man = 6i& auf 7 Dezimalftellen genau bevechnen mollte.

vn g ' A g s e aT
Died 1t die Leibnipidhe NReibe fiir i
o ey 5 Ay cor T T k
Die frither gefundenen Reihen fiir n bezw. - waven braud-

baver. o) befjere werben jbdter gegeben.
Die hier zu Grunde gelegte Formel war nach Teil I ein
bejonderer Fall ber folgenbden:
11 ¢tanz
1 —itanz

2iz

€

Aud ihr folgt nady 3)

7 tan z tand - andz an’ 2
e e ke
w0 jebod) — 1 <tanz < - 1 fein mu, d. §. — 45° < o« < 45°

©ebt man Yier tan ¢ = x, alfo ¢ = arc tanz, fo folgt
9) arc tanx = i — ‘ = q = }.. = O
o Ei ] |
wad fir —1<<zx<<-4 1 fonvergiert. Hiiv den Grenzfall # = 4 1

erhdlt man mwieber die Reibe 7).

Jn Gleiung 8) war z in einer nad) Pofenjen von tan z
jortjchreitenden Jeihe entwidelt Da tan 2 eine ungerade Funttion
bon 2 ijt, fo founten nur ungeradbe Potenzen vorfommen, denn fiiv
gerabe Potengen mwiirbe die Vertaujdhung von -F 2z und — 2z gleidh:
gitltig fein, die filv bie linfe Seite nidit gleidgiiltig ift.

Da nun sin 2 ebenfalld eine ungevade Funftion von = ijt, fo
lagt fih vermuten, daB x in einer Reihe entwidelt toerben fann, bdie
nad) ungevaden Potengen von sinz jortjdreitet. Danad) iixde jein:

a) = asinz 4 bsin®z 4 ¢sin®z 4 dsin’z 4 - -,

wp die Koeffizienten unbejtimmt find, und ebenjo

y=asiny 4 bsin’y 4 csin®y 4- dsin"y 4+ ...,

folglidy
© — y == a(sine — siny) + b (sin® x — sin®y)
+ ¢(sin®2 — siny) + - - -

r

alfo aud)
ey sin®x — gin®
b) y e + B I Bin“y

sin® & — sindy
4 sinae —siny /

Bin® — siny ' sinx — gin 4 i
) Die lintcrincf;mig, ob Die 3{0:113&‘1'.[]5:]13 Itgbiuﬂt pDer ltllbtbtltg.';f iﬁr ig{[
hier unterbleiben.

Holgmitlier, Mathematil. IIL. 12




178 DBierte Abteilung: Algebr. nal. n. Arwend. auf Geom. u. Wedjanik.

Auf der linten Seite ift

: : SR Faeril bR
sine — siny = 2 sIn -~ @08
. .3_ 2 I

alfo fitr den Fall, dap y mabe an z und (z — y) fehr flein, aljo

S — = L= Y em
aud sin jebr nahe an —— 1t:
Pt o z— Uy il
sinx — siny 2x  cosa
: (& — y) cos —-

Rechtd dbagegen ift jeves

AR g
gin” & — sin"y e b e e e
— = ¥ = 81n" 1.(’ _!i_. gn’ 22 8in __!_ gin"— %x sin® ¥ '_]|_ s
sin & — Sin ¥ . !

1 - — 2 T —
-+ sin z sin®—*y — sin” Ly,

afin jteht, twenn y jehr nabe an x liegt, vedid » sin® —1g fiiv jedes n.
Demnach geht b) iiber in
1

e 1 8bsina 4 Sesin*x 4 Tdsin®o 4 - -.
cos &

Nun ijt aber zugleid

1
= 1__ % 1 s =
COS & Y1 —sin*z
s e
— 14 ,sin®z 4 5 sin*a -+ e
folglich muf fein
ek Lo Shag - L SRUED ity
a=1, —ab= T Al e T L ti— ey 1. ). 1o,

Damit find die Koeffizienten beftimmt, und Gleidung a) geht fiber in

i sin®a el .5 8in’

= : .8 sin®zx 1.5
- Tl o BRL Y . :
10 a=lnny 5 —= 731 — Er

3 2 5]

I

AL

Demiad ift, wie fdhon frither geometrijd gefunben war#),

e o 0 Dy T SN e Lo 1 j‘-'“ e 1.3 & 2= .1.- ] +5 i L B T e =0

11) aresin® =%~ 5 5 T 3.4 5 | 2:4-6 7 e e 9 .
o [ [ & ALY s=nnTE e

woraud fiit @ = 1 die jhon gefundene Jeihe nir und fitr arc cos

na®itehende ebenfalld jdhon bejprochene NReibe folgt:

T I' 1 x° 1 -3 &
12 ayYn AR g — -— e "l_ TRl mr_ N i
1) arc cosx = 5 WESTT o el Sk |

Die lbereinftimmung it dem fritheven Rejultate moge hinveidyen,
qetviffen Biweifeln begiiglid) der Sirvenge der Bemweisfithrung, Ddie hier er:
hoben tverden Tonnien, porlaufig zu begeguen.



VI. Reibenentividelungen fiiv einige trans

[84) Die Reihen flir tan z und cc

cendente Funttionen. 179

T P

Der BVolljtandigleit Halber fonute nod) auf bdie NReiben fiix

tan & und cot 2 eingegangen fverderm.
Nach dbem Fritheren ift 3. B.

x
. T T —
BIn & 3! hl
bl = ——— == =
cos I P i€ it o
ol ! _.l'|

€x [ £
71 gl
o iy T

e

Da man im Konvergenzfalle die Divifion medanifd) ausfiihren

parf, jo erhdlt man

24 16 A
e e e | | i |
tana =— & et
ST GHTE 7!
@b 2 a® 1727
= e b e SAal
e 15 .0 4 R

Da jedod) die Divijion bald unbequem tvird

. foll auf biefe

eniger iiberfichtliche Neihe niht ieiter eingegangen tverben. Mt

Hiilfe der Bernoullijdhen Sahlen ift

2
: es

[icere Form ju gewinnen. Died geht aber

gelungen, eine iiberficht:
fir bie ©chule au 4

veif,

ebentjo, tvie bie Unterfudhung ded Konvergenzgebietes. |

35) Quabdratur und Tangentenpro
ten transcendenten Funiftionen.

blent fitr dDie behandel:

Jachdem bdie Detreffenden Funftionen nad) aufiteigenden Potenzen
pont o in Peiben entidelt find, gelten von ihnen die Flachen- und
Tangentenjipe, die fiir ganze vationale Funttionen gelten.

F e . i [~ L L = a
G ift § B, fitx y— =1+ 7+
aljo fitr bie [ogarithmijche Kurve,
Ty m .9 . i
e ed | gt ) R e TR e
5 R T e R R
folglidh Zs
Bl = ¥ — ¢&,

Ty
Die Flahe bon — oo bi3 0 ift alfo gleidh

Ferner ijt an jedber Sielle # dbie Tangenten

] i 2@ v Jat :
i e e e e e

D R e o

el R S S R T

e i ~ : T
Aus tane = — folgt, bap bie Projetti

p :
Gt
159 o i ol '
- f-";-l. ——
_ I
r

g

1, dagegen F'= ¢

richtung zu Deftimmen aus

4~ 4
234 !
PR

on ber Tangente auj die

1
X:=Udyje, dbie joq. Subtangente, an jeder Stelle qleicdh 1 ift
! 1 3] ! » 1 7 |

{9




180 ierte Abteilung: Algebr. Anal. m. Unwend. anf Geom. u. Mechanit.

Xiiv y = sinx, die befonders widhtige Sinus-Kurve, ijt

! 5 e @, e St
JI": e e — 1 _L. ~ — e —— —r — T 1 —"_805 -T|J.
5 112 3la ' b6 gl Ll e ‘
Xg ) :
= |'\1 — 1';{_1.5,.--2\_] =11 ~ (‘,ij:‘,':.u'l) = CO8:%;. — COST5.
€y

Die Tangentenrichtung an jeder Stelle beftimmt fid) aus

Yl <t e e s Th v o (R
=—ahs i,
Eutjprechend ift es mit ben iibrigen in Reiben entividelten
Funftionen.
RNur fiegen bisweilen die gejcdhlofjenen Ausdriide ettvad verftedt.
©o ift 3 B. fiir y = arcsina

o e NEEE e Al €  1:8.8 P £
0 g 1 3.8 4 ) 2466 ! 2:4.6-7T8 !
ERE Y S
rEak 1 ] R | = Ll 7 i 7 J
o e A B T
RER g 7 gkt mgp Ay
o are P i pd 1 g 1 « D i vl
“inbe il = i L 2.4 ¢ 2.4-6 § J
r-aresing — 14 1 2
Aljo
:II 4
F A L e L S
=z, axesin z, + Kl—a |
0
D
.l",: - : : G — = . -
F' == (x, aresing; — 2, arc sin @) 4+ (Y1 — 2" — V1i— z?).
.."I
Die Tangentenrihtung beftimmt fich aud
: 8wty roeibet ), g5
t1111(£—1+2 3 -_i-:ﬂ-—l 5 '1_2..1._61 7 —1"‘"'
12 1.3 e U U A
= 1 2 ok A R el e [
= 1 T o +2.4“' +_g1 E‘."-r' "I' W T '
Dber
1
tan ¢ —

i
Aus den frither befprochenen Aniwenbungen der algebratjden Ana-
(vfig ergiebt fih, weldher auperordentliche Fortjdyriit fiir bie analytifche
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Hy 3]

Geometrie und Fladenbevedhnung, filr bdie Korperbevedhymingen und
Fir die Mechanit mit diefen Reihenentividelungen gewonnen ijt.

Die iiberall vermerften Ginjdhranfungen aber deuten fjdon
hinceidhend an, daf damit erft die Borhofe einer Hoheren Wifjen:
fhaft betreten find, im Der die Theorie bded Unendlichfleinen zum
eigentfichen Austrage fommt und der Funftiondbegrifj in jeiner gangen
Tragiveite fichtbar twird. Died ift die Differential> und Integral:
vechnung, die Hand in Hanb mit der allgemeinen Funttionentheovie
qonz neue Bereidhe ded mathematifdhen Dentens erjdlofjen bat, bdie
aber der Hodyjchule vorbehalten twerben miiffen.

36) Nadytrige fiber die Berednung der Jahl =

Die Widhtigkeit der Jahl = fiiv die niedere und hohere Wathe-
matif Hat e3 wiinjensdivert erjheinen laffen, jdnell fonvergierende
Reiben fiiv ihre BVevedhmung zu finben. Die Letbnipjde Reihe wav
gang unbrauchbar.

. -y b4 ' ¥ oy [ -
Durd) Ginfepung von x — - it die Reibe fiir arc tanz fand
e I e
man, da tan 30" = 7 ift,
b
o O MRS 1 Yimeour __‘1 SR
6 Vs (Y3 )® ' alys) (s )" ! ’

aljo
S ] 1 i 1
n=3V3lstsmtamtant oal

womniit e3 unter gropem Beitoufand gelang, = auf etiva 100 Stellen
genan 3u bevecdynen. Beffer ift jhon die Euleride Reihenentwidelung
mit Pitlfe der Formel

4) : = arc tan l ~ arc tan :li
r1 I LN i 1 f1)\7 =
=5 3 (\2_.-' =4o55 ‘.._2_.}I 7 {3_}‘ il I
B! 1 {1138 1 /145 1 f1XA
+ [ =300+ @ =G

Die Formel 4) ift folgenbermafen entjtandben. Culer wollte
Ny : 7T 5 . o - "
jtatt tan« = tan - = 1 cinen fleineven Wert Haben, febte daher i

o\ tAne +tanf T . sz ) =

e (H s 13) 1 — tanc tan {)’ o Lan—;— wLHflllfo_} e
woraus fidh) tan p =

Yuf demfelben Grundgedanfer fupend fann man nod) toeit
jhneller fonbergicrende Reiben finden. So ift 3 B. folgender Gang
eingefhlagen worden.

eraiebt.
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tan o -} tan

o B oS hsn 8 E SO A TR e
: et man willliichd tane = _, 0

N 1 — tan « tan g : it > 5 e

baf fih ergiebt tanf = -, alfo

< ? 1 I 2

a) arc tan 1 == arc tan - - arc tan ; -

tan ¢ 4 tan :";' 2

. cla e e 2 r Fo 3
Um das ungiinftige arc tan 5 zu entjernen, jebt man in

1 — tanc tanf S
= i = ; Fi : i
tane = - ein, woraud tanpf = ; folgt. Man erhilt jo
2 = T e T
b) arc tan 5 == arc tan | - arc tan -
W Dad unqitnitige — zu entfernen, et man in tan o - tan 7
I Dae unqumge - 3u € 2EHe PR Nia - L= =
¥ t qumiige 17 0 ¢ TL eI, ]L:“ : 1 tan o tan B 17
v i 1 : = 93 4 v - ‘
ieperunt tane = —, Wwas tanp “ giebt. €38 o
: e e e e e B E )
¢) arc tan ., == arc tan - - arc tan g

S i i tan o - tan B 9 el e

Einfeung von tane = - ' . — — qgiebt ieflid

infeung vou o S tan B - giebt jdhlieplid)
1

tan f = — 11d
o b
-, [ 1
) arc tan j, = arc tan | arc tan T

B

Bei Summicrung der Gleichungen a) bis d) hebt fich alled teg,
big auf die Claujenjde Formel

= T 1 1
;;j % e tan 1 = 4 arc tan ;. — arc tan 5,

die fhon vedht braudybare MNeihen giebt.
tano 4 tanf 1

1110¢ ',.g. Hh "_”:?;“u‘.‘"l e -1.‘ 3 I. A —_— —
Um noch Braudhbareves ju exhalten, jeptemanin —— G b

: 1 : B vpe -
ein tane = .5, a3 tan = _ giebt, bilbete aljo
Ao 1 2 1 1 i i}
a) arc tan . = arc tan - ave tan_—,
i} 10 o1l

tan ¢ - tan g Beioh s
l— o= " ipiederum tan o —
— tan e tan f o1

ergab, aljo

18 tan f = — g
wasd tan f = — &=

1
10: ¢

febte

o b 1 1
£ arc tan £ = arc tan A tan ——-

Griveitert man bdie Gfeihungen e) und f) mit dem Faftor 4
und abdiert man die vechten und ebenjo die linfen Seiten ber neuen
Gleichungen und der Formel 5), fo entfteht jdhlieplich die Meifelfde
Formel:

239 15"

Gy X 1 ; 1 1
6) ,-=arc tan1 = 8 arc tan arc tan oo — 4 are tan ¢
4



VI. Reihenentiwidelungen fitr einige frandcenbente Sunftionen. 18:

Nur eine geringe Unzahl der Glieder von ben Hethen fitr bie
genannten arc tan ift nbtig, um mit 12 Stellen Genauigteit

zut geben.

m = 3,141 592 653 59 . . .

Selbitverftindlih foun man die Konvergeny noch teiter treiben.
Entiprechende ober diefelben Formeln exbielt ©dellbad) durd) Nadjroeisd
geiffer Jdentititen,

—
/ )
1
2
(3
fere
\ 5

~

wag der Gleichung 4) entjpricht.
Ehenjo ijt

R o

S,
S ey

3 -1

= .‘;

:_I—? g ﬂﬁ_vE_

folglich gilt bie Begajdye Fovmel

Apnlich ijt (6 +

5 ;_x].;
R,;") — 1)

T

4
S
32 | 5.8

-
1+

E 1:__7 :
g
35 JI_)

119 -+ 120¢

119 — 1204

( 1 1
T 5T

ﬁ-j\l »
:
o e 1 4+ —

e S B e i 2

SEEE =T -

% ) 7 e ?

2
FIRN )

I b
ST 1 | R
—_— = o -

i 2 E 4 1
Lo i)

1 =
ik et =2
Y g ()
1 —
1

-1 =

— ).

i)t = 4 (119 -~ 1204), folglich

144 239 44

1 — ¢

©o findet man ieder die Claufenfdhe Fovmel

Um auch die Weielide
204), aljo

(10 £ 3)’

ijt, folglid

4

(99 -+

(’1” +
10 — 4,

V2

99 |- 204
= 99 — 207

P
ler

o

Joa

)

)

1 ey 2539
— — lg e

D= 7

T 9239

Fe|

5 —|— ¢t 5Hilb -

5 —+¢ blb

-}

239 — ¢

Sormel zu finden, zeige man, bdaf
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184 ®Bievte Abteilung: Algebr. Anal. 1
I ("Iﬂ- 4 2 5156 ¢
; 10 — ¢/ " b15 — 2

(515 - 04

und
e {-'m - 4\8 1288 - ¢ ,
1—4¢  \0—4¢) "|289— 1 \b16—u4) ]
©o ergiebt fich
T i e
7 AT 1 YT ! Lt g1s
— — lo lg - — — 1g — .
{ B ? RN 2 L i
T s 1 =
10 239 515
VIL Bufammenfiellung der widitigiten Refuliate.
1) Die ganzen rvationalen Funfiionen »*" Grabes f(x) unbd
@ (z) find identijeh, mwenn fie fitv (n 4 1) Werte besd Wrvguments
itbereinitimment.
2) Biiv y =a 4 bx + ca®* 4 da® + - - - + L™ ijt
i) ag, bx, ? cm,® (b ke
D Byl i APy Lo O 1
'1: 1 | 5 + 3 I 4 | —[_ " _|_‘ 1
blx,® —a, %) e(a -z ®) j'.:{,rjn;'l- .':'._""-;'L:I
otk en L e —a )

und an jeder Stelle = ift die Neigung ber Tangente
4+ nkzr—L

tane = b -+ 2¢x + 8da® + - - - A

3) giiv y = a + bz + ca® 4 da® ijt

o Ty — Iy
Fe= =0y, + d4n + ¥sl,

€ = o, - £ it n = ;
LT gehirt.  (Simpion-Regel.)
T

o y, jur Stelle v —
4) Bur angeniberten BVerednung von Diagrammen dient F—
Zo

+ ks )'{" 2 ['h'z"I_f‘l_{_F;’lf.-; S ’rfn-n:!j +4 ,”"1 +;f;;"1l';"-_', S e o 1:' [

& i
S8
n %

6
2
5) Biir die gleichfeitige Hyperbel y — - ijt
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