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Finjte Abtetlung.

Pon Oen
Gleihungen H3bHeren Graodes.

I Gleiduugen dritten Grades.

38) Die allgemeine Gleidhung dritten Graded ift jdon
in Feil II (Urithmetif Nr. 73) aufgeldft worben. Hier joll fitr bdie
eigentliche Mormaljorm

b 3 > T I e e el T
1) a Sax’+t 3z —y=0

eine andere Lojungdmethode entivicdelt werden.
Durd) die Subftitution & = y + « geht die Gleihung iiber in

¥ — 8y (ef — B) = (2¢° — 3af + y),

aljo in die Foru
2) y® — 3ky = 2b.

Dicfe Gleichung ftimmt in der Form iiberein mit der identijdjen
Gletchung
3) (w 4+ v)* — Buwv(u -

bie aud der binomijden Formel fiiv (u -4 »)® folgt.

Gleidung 2) jtimmt mit 3) diberein, fobald man «® 4 o° = 289,
wy — L und w -+ v — y jebt. Daburd) with aud) 2) in eine iden=
tijhe Gleichung verwandelt. Die Werte bon y aber, die Gleidhung 2)
ibentifch erfiillen, Heifen die Wurzeln der Gleihung 2). Diefe miifjen
alfo durd) y — w -+ v Deftimmt feinr, fobald man » und v aud den
genaniten Gleidhjebungen berechnet.

YNun folgt ausd

_.__‘- T L “J_I =5}
) U =

4

(u® 4 %)% = 407
und =
1 WPt = J. fIL:IJ
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188 Fiinite Abteifung: Von den Gleidungen hHiheren Grabdes.

burd) Subtraftion und Wurzelausziehung
G 21/{12 i
und durd) BVergleidhung mit u® 4 »° = 2b jolgt
3 : /7.2
' = b —l— ]{ b

®s ift alfo, wenn man unddft von der Dreibeutigfeit der

Bound of=0b—Yv: — P

Kubifmursel abiieht,

: e : :’ i =5
i == l/b -+ ]/L‘ — % umd v =Vb— Vv — k.

i Wirklichfeit Handelt e8 fich nm je drei Werte

Wy = UW,, Uy == Wy, Uy == Uy,
v, = VW;, Uy = VW, U3 = VUy,

wo die w die dritten Wurzeln aud der Einfeit bebenten, aljo
— 4 Lays — 1 —AYB
Wi E= 1y g = 9 i g = ST f

©3 fragt fich nun, welde » und » in y = w -+ v Fujanmens
gehiren. Selbjtverftindlich ijt jo ju gruppieven, baf die ®leidhung 3)
ibentifd) evfiil{t bleibt. Died ift mur Ddev Fall, wenn man uy
und vy, Uy umd vy, w, und v, fombiniert. Die Wurzeln Der
Gleidhung 2) find aljo

&
b

Y Lo =udo=Vo+ Y0 — B+ Vo —VEE—F,
= _{j ik + w =l=the

Y = Ug + Vg = U .
1) — Tyt

Der Nusbruc fitr , Deipt die Cardanijde Formel, obwohl
Geronimo Cardbano die vonu Nicolo Tartalea entdedte Formel
nur verdffentlicht Hat (1545).

39) Die dret Hauptfdalle.

Pean bejchrantt fih fiiv dad praftijfe Rednen in ber Regel
auf den Fall, wo die Koeffizienten der Gleidhung 1) und daher aud
pie Der Gleihung 2) veell find.

i



[. Gfeichungen dritten Grabes. 189

Dann find drei Fille miglich.

a) it b2 — k* pofitiv, fo find « umd v reell, alfo o, veell,
aber g, und y, fonjugiert fompley.

b) Qft 0 — &* =0, fo tixd

# = 2 I/ {-’..' Yn—— iff,;r g == L’f 'il”.r

io Daf jamtliche Wurzeln veell und die beiden lepten gleidh find.

¢) Sit b2 — &° negativ, jo feht unter jeber Kubifiwurzel Som:
plexes. Weil man urfpriinglichy mit dem Jmagmdren it zu rednen
perjtand, nannte man diefen Fall den casus irreducibilis. Sdyon

pie Cniwidelung der Wurzeln in binomijchen NReihen, ndmlid) den
1 1

Reiben fir (b 4 VoF — 1°)3 = (b -+ iVE* —0*)%, woi=) —1
ift, toiivbe gezeigt haben, Dap e3 rc{j um fonjugiert fomplere Ansdriicte
bandelt, fo dap in w, + +; dag Jmagindrve wegfillt, ebenjo in
wy - vy UNd wy + vy, daB aljo jamtlidhe Wnrgeln veell finb.

Y beften iiberfieht man died an ber reducierten Sdyreib:
weife der fompleyen Auddriide fiiv « und v. Bei diefer wird

w= Vb + iy —1v = Vr(cosp 4 ising),

wo 7= Vbt + (& — _5,3} — L V& it und o jih aus cos @
b b ; 3 o
= beftimmt, twobei dad Lorjeihen von b idiber Dden
+ V&
exften ober jweiten Duabranten entjdeivet.  (Die Subjtitution

J.? I .._ z . = i
€os @ = ]? ift geftattet, teil &* > b® angemommen ijt, fo pap ber

Brud) Heiner ald 1 ift.)
Nach dem Moivrejdhen Safhe wird jet

g i) L, ; ( p o
’ — e P SRS S (AR _ ' Yol T
w, =} r (eos 5 4 sin i) Vi (‘u)s s+ isin o),
: ' w - 860° [ e -~ 360°
Uy == I,/E’.: (cos s -+ % 81 3 )

3

/ 47200 , . . o4 720°
— Vk (cos 2 '1;' -+ ¢ sin P e ),
und entjprechend
= :/( lt;n__. =ean)
vy V E (cos 3 i sin 3),
- 360° . . @ - 860"
. V"IC G“"} ¢ + J_'}'

c — 1 81n —
L 95 ) 3 I

- g - 7200 5 - 7209
vy =V (00% x ’3 = sin— = )




190 Fitnfte Abteilung: Von den Gleichungen hHioheren Grabdes.

Sn y=u-+» jind nad)y Obigem Dbdie LWerte jo zu fombinieren,
paf Heelled entjteht. (Die JIubiced von v jind ber Analogie tvegen
pen obigen entjpredhend gewdhlt.) Demnad) jind die Wurzeln bon
Gleihung 2) jebt

| 9 ]/If w
=W T Ro0s 5,

’ : + 360° S e )
5) 34y =1ty v =2V cos £ .i' — 2Vk cos (bt)” : )
= = ; € b,

s L T7and £ 3
- @ - 120 Ly @
y:; —— -!:I-:: + ':“;Z = 2 ;f} |?|' oS — ! = _ — :.J V Jf GOS8 (b(.}“ _]i_ 3 ] .

Damit 1t der irveducible Fall erledigt.

40) Bemerfungen. Dodjelbe Rejultat ergiebt fid) fiir den
irvebuciblen &all felbjtindig auf folgendem goniometrijen LWege.
I der Gleidhung 2) d. §. in
y* — Bky = 2b

febe man y = 2V ke, jo dap fie fibergeht in 8%V k2® — 362V ke =20
pber in

: 5 3 1.0

E‘.) R e et Vﬂf:"-

Jeun ift tdentijdh

cos 3 = 4cos®p — Bcosgp, ober cos’p — [ cosp = , cos 3 g,
wo ¢ nod) um 360° ober 720" vergrifert werben darf.  Fiihrt
man in dieje ibentijde Gleidung den britten Teil ded Winfels ein
o lautet fie entweder

r

il 08 P\® i Rl ol s T =l
i) (\LO» :_;) i Cco3 3 i o8 o SR e CoS @,
ober
- 360078 3 ) -+ 860° ) - 860°

(7 360°7 3 P 360 1 o @ I 360 1

‘e 0§ ——= — = ¢oS — — — o8 3 — = —- CO0S @,
ak < 3 4 3 £

5 B

8) |— cos {:6“” — ?]__!— j [— oS @ {:{*}1'.')“ - n’:):' == i cos @,

pber endlich

r @ 7200 3 @ -+ 7200 1 ~ -+ 720" o
| cos S o 3 = [ C0s 3 3 = 4 CO8 @,
0. b
SNl PANEE s T LAY 1
9) | —cos (60° 4 - )| — 4| — cos g (60° + ‘i} = —- COS .
. L I". o o R I \ t ;. T



o e

I. ®leichungen bdriiten ®rades. 191

Gleidung 6) ftimmt nun mit der ibentifhen Gleichung 7) bezw.

il oo e : ¢ b -
mit 8) oder 9) iiberein, fobald man cos g = —— und aupervem
VE?
2 = coS 5 bezin, = cos (60° — (p) pber = — cos (60° - ‘p}
i \ b \ a

jebt. Da fie filr die lepteren Werte von 2 tentijd) erfitllt ift, fo
find Diefe bie Wurzeln ber Gleihung 6). Folglich find die bex
Gleihung 2) tvie borber

J I ¥ a1/ 5 ar]
yy=2Vkeos %, y,=— 27k cos (60 P\

a3/

ys = — 2V k cos (60° 4 ":) :

41) Bufammenhang zwifden den Wurzeln und Koeffi-

ytenten

Sehon in Teil T ift gegeigt tworden, dap daz Produtt
1()) (2: == -'?'1} (\T - "-'2:' (:;r' = ;)
nuf

S ( _3'“ drg "f_ & ) "l_ L (} Ly _'" Lglg _]_ dig lj] — &y Ly,

D. §. auf bie linfe Seite ber ovmalform bder Gleidjung dritten
®rabes fithrt. Die £{m~.fﬁ5ieuten ber lepteren find demnad)

11) =10+ &+ 25, f= f 2y @5 o @gty, y = Ty 0y %

Der erjte hmrfu,imt it aI}'u die Gumme der Wurzeln, oer jtvette
Qoeffizient die Summe der Probufte von je zivei Wurzeln, der dritte
ift bag Produft dDer drei Wurzeln.

Weil jomtlidhe Wuvzeln in jedem Roeffizienten in diberein-
jtimmender Weife vorfommen, begeichuet man bie Koeffizienten al3
jymmetrifdhe Funftionen der Wuvzeln.

Die Wufldjung der Gleihung ijt aljo nichtd anberes, ald die
Berlegung der linfen Seite in ein Probuft.

[Betradhtet man in dem Gleichungsdipfteme 11) die Wurzeln als
Unbefannte, die man zu bevedymen Hat, jo erhdlt man ivieber eine
Ofeichung dritten Grades. Verfuche bdiefelbe aufsujtellen. Sie wird

"':.:: S {'-"":}.j + .II‘J“{'.LJ B 0!
affo bon ber alten Form.]

Will man fich jeldbjt Gleichungen bilden, die auf den ivreduciblen
Rall fiihren, jo wabhle man louter veelle Wurzeln, 3. B. 2, 3 und 4.
Dag Beijpiel giebt




192 Xinfte Abteilung: BVon ben Gleichungen hoheven Graded.

i
I

(# — 2)(z— 8)(z — 4) = 0 oder z° — 9z% + 260 — 24 = 0,

Soll dagegen die Gleidjung auj den Cardanifdhen Fall fithren,

io wdhle man eine veelle umd 3er fompley fonjugierte Wurzeln,
2 B, 2 34 4i, 3 — 4i. Died giebt

tpad nod) mit einen fonjtanten Faftor multiplizrert verben Ddarf.

- . & R
(5 91— (5 £ 8]0 = (6 =49 0
pder
.-'-i [P H' _if_ :::;"'.\'-' e :}C] —_— '.}.

Jafirbe man bdrei fomplere, oder eine fomplere und jivei reelle,
oder eime veelle und wei nidt fonjugievt fomplere Wurgeln wiblen,
fo toiirben die Roeffizienten der Gleihung nidht jamtlid) veell werden.
Uuch jolche Gleichungen lajfen fih auftofen, fie Haben aber fiir die
Rrayisd geringeren Wert.

Samtlide gangen vationalen Funftionen dritten ®rabdes,
weldhe diefelben Wurzeln x;, ay und haben, Ionnen jid
hihftens um einen fonjtanten Faftor unterjdeiden. Die
eintfad)jte 1ijt

f @) = (o — a) (o — 5) (& — &)
3 T G3@) T — @y Byds;

S N S e ST ST
= g% — (2 + 2 + 23) @ + (210 T T2

rr

alfe auderen find bon der Form

plx) =kl —2) (® - ;1.':j (2 — @s)
=k k(2 + x5 + 25)% Sk ("»‘1-"-_1 + 2223 + ""3"11.)“'-' — kb, 2y 5.

Beide Funftionen werden zu Null fir 2=, r=x,, 0= 23.
Sie jtimmen afjo fitr drei Werte fibevein. Jjt k=1, {o ftimmen
jie aud) fiiv @ = oo iiberein und find daber ientijd.

Sede ganze rationale Funttion 3'" Grades fann in ein jolches
Produft lineaver Faftoven zerlegt iverben, Ddemn fiir jede fann man
die Wurzeln finven.

42) Bufammenfafjung ber Rejultate fiiv numerijde
Beredynungen.
Die Gleidung

1) 2 — 8ex* -+ 88—y =20
geht durd) @ = y + o diber in
2) y> — 3ky = 20,

o k—o® — B und 20 = 2o° — 3af + p ijt.

- -,

e



[. Gleidungen dritten Grades. 193

St b2 — K* pofitiv, fo find Ddie il}ﬁur__a,cht pont 2)

o, =+ v = _1’;;‘, —t- V{Ji’ -4~ ] b — ]/b — k°,

1
W~ et e
"hf,r——ﬂ J-‘e'y/.'?l 5 ’
u | 1 : U Y
y, = — ; - a-ﬁ./?_;i
e o 4 ; 5 i e, b
it b — K negativ, jo bilbe man ¢ aus cosg = - ¥l
pann find die Wurzeln /
@ P e S, \
Y = Jl'f,r‘. COS _f Yae=—r=— A l-’f!‘{ cOo8 ({)”U = Q—;‘”} ’
e /7 ane (£O0 *3' -
yy = — 2k cos (60° + = )
Bum Sdlufy bilde man
1 s = 1
oy =Y o, L=y T @ T3=1VY; T G
womit die Wurzeln von 1) gefunden find.
43) Praftifde Beijprele
Aufgabe. Gin RKugeljegment fei Der bdritte Teil bes Rugel=
forpers. Wie gqrof ift feine Hihe?
Huflojung.
TELE - : L e ; 9 i ;
. [3r —a] = 5:5r°x, Dber 2 — 3ra - -3—9‘; = 0
Die reduzierte Gleichung wird
: e 9 g8
Y — By = - 5
?.U
- o e o ¢ = 3 1 5
Der Hitlfewintel @ beftimmt fih oud cos p = —= = 3 al3
’ 4 -}-U :
@ = T0° 31" 44", j
Die Ljungen von 2) werden aljo
¥y = 27 cos 28° 30" 35", g, == — 2r cos 36° 297 25
y, = — 27 cos 83° 30" 357,
0. §
g, — 1833997, y, — — 1,60791r, y, = — 0,226074r.

(Bur Probe: y; + 9y 1 ¥ == 0!) Die Wurzeln der urjpriinglichen
Hleidning - jind
— 2.83397r, z, = — 0,60791r, a3 = 0,77393r.

=)

(Nevnhe- . - S T
\_E]I_‘:IBI..H“ e '-Jl— Ly — 31 )
Solzmitller, Mathematil. IIL 13

=
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194 Fiinfte Abteilung: Bon den Glethungen Hoheren Grabed.

Die Ljungen a; und «y jind unbrauchbar, benn fie fallen
auperhalb der Qugel, nur z, ijt dbraudbar, wasd durd) Probe erhirtet
werden fanm.

Nufgabe. Cine Rugelzone Hot die Grunbdradien »; und 2, und
ben Qnbalt J. Wie grofy ift die Hihe?

Huflojung.

T a9 a9 g 3 5] 2 24 I
- [37, + 824 2*] =J odexr + 3z(r* + nf) = —,

toad fhou von Jelbjt bie vedugierte Fovm 1ift. &3 Bhandelt fich um
ben Cardanijhen Fal, fo dah

S e e e
7 l:l/;f —f— I/ (\‘:f) _i_(_f.ﬁ.l__l__?-;_.::_l~ |/ }::_ 2R l/(j:,:} -F—l,'\,a-l__'r_..;-zj:;

die einzige reelle Lojung ijt.
Beijpiel. r, =5, r,=4 und J =150 gieht
w, = 2,28797.
ujgabe. Gin RKugelfegment Habe den Grundradiug ¢ = 15
und den Jubalt J = 822. Wie grof ift die Hihe a?
Wuflojung.
] i 5 4 - 2466
%{;- (2 + 8¢°) =J, oder o« + 6762 =2 -——-
Die Carbarnijdhe Formel giebt ald eimzigen veellen Wert
@, = 2,3076.
ujgabe. CEin Kugelfegment Habe bden Jnhalt J und bdie
Daunbenfliche c. Wie grof ift die Hohe »?

Auflojung. ﬂ,;b_(3:‘ — 2) =J und 2rmz = ¢ geben bdie
Gleidung
3 B¢ 3dJ
Tt e

Hufgabe. Gine Kugel Habe dem Rabiud » und dasd jpesiftjde
Gewidgt p (p < 1). Wie tief finft jie in3 Waffer ein?

Auflojung.
T;— (Br — )= %r‘"m .p ober & — 3rz 4 4r°p=0.

Durd) Subftitution x =y 4~ r entjteht

e :',H‘ufj — 9248 (1 — 201,
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5 & ; . - . 1 o =
Die Gofinus-Methode giebt cos ¢ = 1 — 2p (bei p < - exter Dua-

: 1 i ol LA LI
brant, bei » < — 3weiter Quadrant). Die Lojungen von 2) find

" P
Yy, = 27 cos E;: , Yo = — 27 cos ({a()” — %) :
Yy = — 27 cos (tsu” + %),

& =7 ('.l -+ 2 Cosq) , @y =1 ('_l — 2 cos {:{5[}” = ]J Y

2y = 7 (1 — 2 cos (60° + )
Da ¢ < 180° ift, fo ift T < 60°, folglidh ift cos > 5 und
xy > 27, aljo @, unbraudbar,
60° — qj stoifhen 0° und 60°, affo cos (ﬁ()“ — q,;) stoifchen 1
und 1, folglich @, unbraudhbar, weil negativ.

60° - 2 awifdhen 60° und 120° ber cos wijden - 5 uud

— i, folglich x; der einzige brauchbare Wert.
Beifpiel.
=1 und p = 0,81 giebt x; = 1,44215.
r=—6 und p = 0,8 giebt x; = 4,35909.

Anfgabe. Gin Kugeljegment vom Kugelradiug », von der Hohe 7
und dem fvezifijhen Gewidt p (< 1) finft mit der Wilbung voran
pie tief ind Wafjer ein?

Auflojung.

e A . wh? T
o (5 e fj] ==ita kg = }?).l j
ober
23 — 3ry* 4+ ph* (8r — h) = 0.
@ubftitution = y -+ » giebt
P — 3Py — 2¢° — ph® (3r — ).
Die Cofinud: Wethode giebt

rd

ph*
P2 (3r — 1)

e et
Cos @p — - S =i

T

Die Lijungen vor 1) find
13%*




196 witnfte Abteilung: Von den Gleidhungen Hoheren Grades.
i’ . q \ | ; _. " e r_p
€Ty =7r (l -+ 2cos '__3) , ®y=1r |1 — 2cos ({JL}” Los 3)]
~ J
Lo == |_1 2 cos (GI_]'- - [’I) }
b2 \ L |
Nur z, ift braucdbar.
Beijpiel:
r=25, h=3, p=08 giebt ax, = 2,644385.

II. Gleidpmgen vievten Grades.

44) Allgemeine Aujlofung.
A3 Normalform ift zu betrachten
i &

g p 9 o ;.
L) = —i— r',)?;r_" pa --;'-— Jd = 0.

T Vo (v bt ; ; oy
Durd) die Subjtitution » =y - - geht fie itber in eine Gleichung
ohne die dritte SPoteny, namlid) in

ik (— = )by (_ ~3 e 7)
O
\ 200 16 4 ]
fo dafy man die Form
2) '+ ay’+by+c=0

erhilt. Um eine Proovuttzerlequng zu exfalten, filhre man neue Un-
befannte », » und w ein und fepe fiiv die (infe Seite verjudhiveife
2";':‘} (\{fﬂ + uy -+ -:‘-) kai‘? — uy -+ -Je"},

fo dap man, da ° Hier ebenjalld wegfillt, die Gleichung

3) vt (o — 0 Fyu(w — ) + 2w =0
erhilt.
©ollen 2) und 3) diberveinjtimmen, jo hat man Zu fepen
v4+w—wr=a, u(lw—v)=0 ow=ec.
Nug
: 2 b
wtv=a-+uw umd w—ov= =
A

folgt burd)y Subtraftion bejw. Abdbition

o ey E’) . i er oy il
v=x5(lat+ut—=), w=;latd+ )

\ (1) =



	Seite 187
	Seite 188
	Seite 189
	Seite 190
	Seite 191
	Seite 192
	Seite 193
	Seite 194
	Seite 195
	Seite 196

