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Anbang.

I. Invelutorifche Punkiceilen.

1) Gine Reihe geometrifcher Konftruftionen, insbejondere jolde
ver Regeljdhnitte aud fimf Elementen, find erjt durd) die Einfithrung
ved Begriffed der Inubolution [63bar geworden, auf denm man in
anfdaulicher Weife durc) Vermittelung des Kreisbiijdels gelangt.

Figur 146 fjtellt dag durd) zwet Punfte P und @ gehenbde
Sreizbitfchel dar, weldhes durd) eine beliebige Transverjale gejdnitten
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ijt, jeboch fo, baf der Sdnittpunft O mit der Potenslinie auperhald
per ©fvede PQ liegt. Diefe Gerabe berithrt ziver ber Biijchelfreife
in Punften M und N, trifit die feincren Kreife ded Biijdheld nidht,
jchneidet aber jeden Der groferen in zwei Puntten, 3 B. in 4 und
4,, in B und By u. i .
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206 nPang.

Dadurd) find die Punfte der Geraben paariveife einander
sugeordnet, A, ift dev su A4, B, der gu B jugeorduete Punkt
i §.ow. Sn M fallen zwei einanber zugeordnete Punfte Fujanunen,
ebenfo in N, fo daff man M umd ebenjo N al3 Doppelpunite

begeichnen fanm.

2) Dabei finden getwifie Besiehungen ftatt. €3 ijt
0A-0A, — OB-0B, = 0000, —---= 0M* = ON’,

benn jedes diefer Produfte ift gleih OP- 0@, d. h. gleid) der Poteny
4 %% ved Punftes O in Bezug auf jeden der Bitjheltreife. Mit
Hitlfe diefer Beziechung fann man die paarmweife Juordming der Puntte
auf eine andere rt fonjtruftiv duvchfithren. (LBierte Rroportionale. )

3) Sdlagt man um O mit OM = ON einen Kreid, jo fdhneidet
perfelbe jeden Bitjchelfreid rechtivintlig, folglich find A4, MN har-
monifdhe Puntte, ebenfo BB, MN, CC,MN u. j. . [Bgl.
II, Mr. 78, ober wende folgende Beredhnung an:

O.Z]. < 04'1.1 — Oﬂ_{'ﬂi
paher
OM:0A4, = 0A:0OM,
folglidh
(OM + 0A4,): (OM — 0A,) = (04 + 0M): (04 — OM),
oDer
(NO + 04,): (0N — 04,) = (04 4+ NO): (04 — OM),

2. b. :
NA : A M= Nd:MA]

4) Gind alfo auf der Gevaden bdie fejten Punfte M und N
gegeben und nimmt A alle mdglichen Lagen auBerhalb M N auf der
@ecaden an, fo Dejchreibt der pierte Harmonifdhe Puntt innerhalb
MN bie entfprechenden Lagen und die paarweife Juordnung
ift diefelbe tvie die burd) die obigen Biijdelfreife gegebenen.
Dievin liegt die Moglichfeit einer Konftvuftion der paariveifen Bu-
orbnung ofne BVenupung ded Jirfels.

5) Sind bdie Punftpaave einer Geraden in ber Dbejprodenen
Weife einander zugeordmet, fo mennt man bdie Punttreihe eine
involutorijde oder ein Punftipftem in Juvolution. O heipt dex
Mittelpuntt ded Syjtems, dasd fonjtante Prodult 0A4- 04, = -+
beifst die Poteny des Punfifyftems. M und N Deifen die Doppel=
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puntte ober Afymptotenpuntte der Punfireihe. Durd) Projeftion
geht eine nbolutortjche Punttveibe iviederum in eine folche iiber, denn
pie harmonijden Beziehungen bleiben erhalten.

Jt 04 - 04, pofitiv, wie e3 hier angenommen iourbe, fo
nennt man Ddie Punfireihbe nad) Steiner eine Hyperbolifde
Bunttreihe. Der Grund biefer Venennung fann erft fpiter an-
gegebent iverden.

6) Man DHat nur nstig die Transdverfale jo zu legen, daf fie
bie Potenzlinie in einem Punfte O tnnerhalb der Strede PQ fdneidet,
um auf den Fall mit negativer Potenz zu gelangen.

Sn Figur 147 it dag Produft 04 - 04, = OP - 0Q negatib,
alfo gleid) einer Ronftanten — &*  Fiir dasd gefamte Rreisdbitjchel ijt

OA-0A4A, =0B-0B, = 0000, == — I,

Bon diefer Beziehung audgefend fann man die paariveife Juordnung
felbjtindig fonftruftiv ausfithren. Sdlagt man jebt um O mit K
einen Kreid, jo wird jeder Kreid ded Biifheld8 in den Enbpuntten

Tig. 147.

per fiivgeften durd) O zu legendben Selhue gejdnitten. Diefer Kreid
jdyneibet bie Gerade in Punften K und K,, die im allgemeinen bie
eingigen ewmanoer zugeovdueten find, die von O gleide Entfermung
haben. (Giner der Bitjdelfreife geht durd) P, @, K und K,.) Da
jet jamtliche Rreife in wei Punften gejdnitten werden, eine Be-
viibrung aber nicht ftatfjinbet, o giebt e3 jeht feine Doppelpuntte.
Dag Punttjyftem heift ebenfalld ein involutorijdes und wird nad
©tetner al3 ein elliptijdes bezeidhnet. DaB die Jnoolution aud)
bier durd) Projettion nidht aufgehoben wird, joll unten gezeigt werden.




208 Inhang.

7) [Sn abftraftever Anffajjung fagt man, die Doppelpuntte M
und N feien jebt imagindr, die imagindre Tangente jet vom Der
Qinge k) — 1, ihr Quadrat aljo gleih — %% Tie vorher jebes
Punftpaar durd) die veellen Punfte M und N getvenut war, fo fet
jebt ein jebes burd) dDie imaginaren Puntte M und N Harmonijd
getrennt.]

8) Mo ein britter Fall ift moglich, dafp bie fdhneidende ®erade
purd) einen der Biijdelpuntte P und @ gebt. Dann beipt die Punlt-
veibe eine pavabolifde. Die Poteny iff dann glei) Null. B, N
und O fallen in eimem Punfte ujommen.

9) Gtatt bie Gerade durch ein Kreisbitfdhel zu Teger, fann man
fie aud) burd) eine Kreidjchar gehen lafjen. Auch dabet ijt 0A4- 04,
— 0B :0B; = 00 - 0C; ---= OM? = ON® = 0G* = OH?

Hin. 148,

wo @ und H die Gremypuntte der Kreisjar find. Die Beziehungern
Bleiben alfo Ddiefelben, wie oben, nur it bie Punftreibe im all-
gemeinen eine Hyperbolijde.

10) Anufgabe. €3 jollu nterjudt werben, weldeCigentiint:
lidfeiten bie elliptifdhe oder hyperbolijhe Punttreihe anz
nimmt, wenn die Gerade pavallel zur Gentrale ober pavallel
sur Potenzlinie gelegt wird, und wie bann die Dopypel:
punfte und der Mittelpuntt O liegen

11) Yujgabe. €3 fjoll geeigt ferbent, daf eine ins
pofutorijdhe Punttreihe entfteht, wenn jeber Buuntt P einer
@reislinie vom den Deiden Gudbpunften € und O eines
Durdmefjers aus auf eine um Durdhmefjer fenfredte
@erabe projiziert wivd.
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Bemerfung. Der Beweis ergiedt jid) aus bder Ahnlichfeit dex
Dreiede C0A, und AO0D, wonad) 04 - 04, = + F* oder — I
Fig. 149D,
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ift, ie madhbem O innerhalb oder auBerhalb ded Rreijes liegt. Der
erfteve Fall giebt eine hyperbolifdhe, Dex leptere eine elliptijche Puntt-

=

reihe. Sm Falle der Bevithrung entjteht ein parabolijdhes Puntijpjtem.

12) Nujgabe. Bon einer involutorijden Punttreihe jind
stoei Punftpaare 4 und 4, B uunb B; gegeben. Jhr
Mittelpuntt O joll fonjtruiert werben

uflojung. Man lege durd) A und A, cinen Kreid, ebenjo
dburd) B und B,, bie Potenzlinie jcdhneidet dann bdie Gervabe tm ge-
judpten Puntte 0. (Am bequemften ift e3 im allgemeinen, et fid)
fchneidende Rreife zu zeidhnen, dba dann die LPotenzlinie ohne tweitere3
gesogen foerden famn.)

13) Yufgabe. Bon einer Hyperbolijden Puntirveile
find 3wet Bunttpaare 4 und 4,, B und B, gegeben; die
Doppelpuntte follen gefunden werden.

Auflojung. Man fonftruiere wie vborher den Mittelpuntt O
und {dhlage um thn mit &, der mittleven Proportionale von 04 und
OA,, einen Rveid. Diefer dhneidet bdie gegebene Gerade in Dden
Doppelpuntten M und N.

14) ujgabe. Von einer elliptijden Punttreihe jind
svei Punttpaave 4 und 4,, B und B, gegeben; dagjenige
Punftpaar joll gefud)t werden, dejjen LVerbindungslinie
dburd) O halbiert wird. (Aufldjung twie vorer.)

15) Nufgabe. Bon einer Punitreihe find zwei Punit:
paare A und 4, B und B, gegeben. Bu einem beliebigen
Puntte ¢ joll der zugeordnete gefjudyt werden.

Holymiller, Mathematif. IIT. 14
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Uuflojung 1. Man jude O und Deftimme OC, aud bev ¢
®leidung :
0A - 04, — 0C- 0C,
pber gemdp der Proportion
0C: 04 = 04,:00,.
Nuflojung 2. Man lege durdh) A und A4, einen Kreid und
burdh) B und B, einen andern, der den erfteven in Punften P und
Q jhneidet. Der durd) P, @ und O gelegte Kreid {dyneidet die ge-
gebene Gevade in C).
16) Mufgabe. Weldhe BVeziehungen beftehen zwijden je
drei Punttpaaven etner involutorvijden Punftrethe?
A B gIisy 4, B, o ,

Auflojung. it die Punfiveihe 3. B. eine elliptifde, ift O ihr

Mittelbuntt und — %* die Potenz, jo ift

f P sl ey
s S ot L — 0B,’
ober v
D OB,
folglich
5 g kL L OA=0F
Boch Qe = die= OBy = Od == bisons 0B,
) 044 B0 - .2 b d
PO IO R ORISR
alfo

72 A B,
i

£ ] ——— L —— e &
4,5 04 - 0B,

Ebenjo 1jt

o A 3 st AT : 3 Al
£ S [t - V. 1’;.‘ —— i v = - .' = g — 3
4B, =, 4, B oaoo 46 =¥ o oo
folglich
A, BB, AB 4D 0 4%.0C - 0C,
A, C.A,C, 04*. 0OB- 0B, A AC
Hebt man 0.A4* und auperbem OB - OB, = 0C - 0C, = — I,
jo bleibt eine Gleichung ftehen, die fidh jchreiben laft al3
4, B AG A8 4.0
AB A0 . AB. AGT

0. §.: Die Doppelverhiltnifje (4, ABC) und (4.4, B, C,) jind einander
gleid.
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Folglich: Stehen drei Punftpaare in Jnbolution, bilovet
man aud vier befliebigen der Puntte ein Doppelverhdltnis
und das entipredende Doppelverhaltnigd der zugeordneten
Buntte, jo Jind beibe Doppelverhalinijje gleid), jobald in
ber Gleidhung alle drei Punttpaarve vorfommen.

Doppelverhiltnifie wie (4 A, B B,) und das sugeordnete (4, 4 B, B)
jind audzujchliefen, dba fie nur zwei Punftpaave enthalten, deren Wn-
ordnung twillfiivlih fein Ddarf, fo dap von Gleihheit der Doppel
perhiltnijje nicht gejprochen twerden famn.

®anz ebenjo wird ber Betweid fitr bie hHyperbolijche Punitreihe
gefithrt.

17) [€8 war

A B A0 AB A, C ; - :
1\1 ’EB - _fl_“_*;: = A Pl X ‘1‘(:.1 DhL"L' "k_élL_fj.J{)} (r) = l\,{'i_f'il_ﬂ] Ol j.

Durd) chflifhe Bertaufdung folgt daraus (ebenjo durd) die nadh
Geite 28 geftattete Vertaujdhung von 4 und 4, mit B und B in
pent Doppelverhaltnifjen)

LSRG BA . BO VB4 Bt o S
A - po. a0 BBOA = (BBIG )

und ebenjo
L0 A C€B. S04 CB W o A o
3) G CB— 04 o0& " (GCAB)=(CCA4,E,).

-1

Durd) Multivlifation jolgt aud 1), 2) und 3) eine Gleichung,
die fi) durd) Heben der gleidhen Stitde jhlieflidh) auf

4) AB-A,C-B,C= A, B, AC, - BC

suviidithren (6Bt  Durd) BVertaujdung von A und A4, beyw. B
und B; ober ' und €, folgt ber Reihe nad

5) A,B.AC-B,C, = AB, - 4,0, -BC,
6) AB, -A,0-BC, = A,B-AC, - B,C,
7) AB.AC -B,0=AB -AC- BC,.

Die genannten Vertaujdjungen fjind geftattet, weil im Punkt:
foftem 4 Ddiefelbe Nolle jpielt, wie A4,, ebenfo B wie B; und C
toie ). Diefe fieben Gleichungen find von DéSargquesd aufgejtellt.
Die Vertaujchbarfeit der fonjugierten Punfte ohne Underung bdes
Doppelverhilinidiverted wird der Grund zur Bezeidhnung Involution
gemefen fein. |




219 Anhang.
18) Wmfehrung. Liegen drei Punitpaave 4, 4,, B, B,
C, €, fo, baf eined der oben genannten Doppelverhilinijje
ungedndert bleibt, wenn man fiiv jeden Punff jeinen Fu:
geordieten febt, fo ftehen bie Puntie in Jnvolution.
Beweis, €3 fei
(4,ABC) — (A 4,B,C,).

Ungenommen, die fech3 Punfte ftanden nidht in JInbolution, fondern
an Stelle bon C, tviivbe X mit den iibrigen eine JInvolution bilben,
o miirbe fein

(4,48 C—'} = fx’] A, B, X),
folglich

(44,B,X) = A4, B,C).

Da aber je bdrei Punfie der beidben lehten Doppelverhaltnifje
ibentife find, jo miiffen audy € und X zujammenfallen. Die ge-
gebenert Puntte bilden aljo eine JInvolution. —

Da durd) Projeftion die Werte der Doppelverhiltnifje nicht ge-
dnbert tverden, jo Dleibt babei die Gleidjung

(4,ABC) = (44,B,C,)
mit allen zugehorigen Gleihungen ebenfalld erhalten. Folglich:

Brojeftion eined invofutorifden Punktjyftems giebt
ftetd ein involutorijdesd Vunftiyjtem.

Damit ift diefer ©af, ber oben mnur von bden hyperbolijden
Punftreiben bewiefen war, allgemein bewiejen.

Fig. 150.

19) ©af. Dad volljtindige BViered wird von jeder
beliebigen Geraben in einer Juvolution gejdnitfen, und
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swar jind die Sdnittpuntte mit je zwet Gegenfeiten zu:
geordrete Bunite.

Beweis. PORS fei dad volljtindige Bieved mit feinen Dia-
qonafenr, KL fei die jdneibende Gevade, bdann find bdie WBiijchel
S(PQ RB,) und Q (PSR B,) pexfpeftivijd), jchneiden alfo die Trand:
perfale KL in perfpettivijen Puntten, wobei bie Doppelverhilintife
ethalten Dbleiben. €8 ijt aljo

(ABC, B,) — (CBA,B,),
pa aber auf Grund uldffiger Bertaujdung
(CBA,;B,) = (4, B,CB)
it (vergl. Seite 28), o ijt
(ABC,B,) = (4,B,CB).

Da in dem 3weiten Doppelverhilinid bdie zugeordueten Runfte
su deren bes erften ftefen, fo ftehen bdie fehs Scnittpunfte in Jn-
polution.

920) Aufgabe. Gegeben feien bou eimer Runftreihe zwet
Punftpaare 4 und 4,, B und b und ein Deliebiger
Runtt . Derzu-
georbnete Punkt
C zum lehteren
iol{ ohne Hitlfe
bes Jirteld fon-
ftrutert mwerden.

Auflojung.
Pan verbinve 4,,
B, und C; mit
einem  Deliebigen
BVuntte R der Ebene 47
und nehme auf £, Cy
einent belichigen Puntt S am, den man mit A und B berbinde, twas
auf B, R den Sdnitt P und auf 4; R ben Sdnitt @ giebt. PQ
gtebt dann Den gefudjten Punit C.

91) Sap pon Désargues. Cin Kegelfdnitt und ein be-
{ichiges Sehnenviered dedjelben werbden burd jebe Gerabde
in Jubolution gejdynitten.
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Beweid, PQORS jei das Sehnenviered, KL Ddie {dneidbende
Gerabe, damn {ind die Biijdel P(AQSA,) und R(AQSA,) projet:
tivijd) (vergl. Seite 23),
folglich Jind die Doppel-
verfiltnifje (A BC, 4,)
und (ACB,A,) ein:
anber gleid). Dad leh-
tere {dgt jich aber nad)
Geite 28 aud) al3
(4,B,CA) fdyreiben,
folglich ijt

(ABC 4,

— (4,B,CA4).

Da 1 Fveiten Doppelverhalinid bdie zugeordneten Punfte zu
denert ved erjten ftehen, fjo ftehen die Jeh3 LPunite in JInvolution.

22) Folgerung., Durd) vier Punfte PYRS laffen fih un-
endlih viele Regeljdynitte legen; jeber von biefen ivird nebft den
@eiten des Biereds PQRS durd) febe Gerade KL in Jnbolution
gefchnitterr, und bie Gejamtheit der Punftpaave ift eine inbolutorijche
Bunttreibe. Bevithet einer der Kegeljdhnitte die Gerade, jo fann bies
nur in einem der DVoppelpunite (M oder N) gejchehen. it aljo die
Reibe eine hyperbolijde, fo {ind zivei Kegeljdhnitte moglid), weldye durd)

die Punfte P, @, R S
g1g- 158, gehen und bie Gerade

e KL berithren.
/ \ Dabdburd) wird fol-
/ % gende Aufgabe (63bax:

iy

/ \\ 23) Aufgabe. €i-

Bl \JD s
\ nen Kegelidnitt
/ \/ S 3u fonftruieren,
e o N ber dburd) bier ge:-

i LB . 4 Ay 1 i+ :
l- =/ /j/ s ! gebenePunttegeht

.

e ~\ und eine beliebig

e = gegebene Gerabde
ev beriihrt.

Nuflojung. Sind

A, B, C und D bdie gegebenen Punfte und 7 die gegebene Gerabe,

jo vervollftandige man dad Biered ABCD burd) ¢ und H zum

B
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3 ©dnittpuntte von [ mit den
E, F unb F, exhalt.

Man fonjiruiere nach Nr. 13 die Doppelpuntte IL und N fiir Die

paburd) beftimmie Lunttreihe. Dann find zwei Qegeljdnitte bejtumm,

o oenen der eime durdy die fiinf Punfte ABCDM gebt, per

anbere durd) A BODN. Deide beviihren die Gerade 1.

vollftandigen Bieved, toobet man al
Geqenfeiten die Punftepaare E unbd .

24) Bemerfung. JIn Jigur 15 4 it ein WVieved PYRS bdar:
geftellt, auferbem ein duvd) die Gdpuntte gehender RKegeljhnitt und
eine jchneidende Gerade 7. Rkt man nun P an Q und R an S, o
erden P und RS

FTangente, die Sel)- S UMD
nen SP und LK@ /_,_____-:':;%0
foerben zur Berith- o B
vungdjehne, € und ,/ , \\\ ““"“\ 5
¢, fallen zujammen, ='f | | "] H“}/\\/
umd B und B, .,.__\zf = e S Ry
fegen auf ben Tanz  \ s ?“
gertert. el i

Sest ijt auf “-—~*.|§f”

per Geraden I eine
inoofutorijehe Bunttreife beftimmt, fiir weldhe € der Doppelpuntt ijt.
Demnad) gilt jolgender

Sab: Werden ein Kegeljdnitt und ziwei jetney Tangenten
nebft augehbiriger Berithrungsjehne durd etne beliebige

Gerade gefdhnitten, jo ift durd) die Sdhuittpunttie gine in:
ipelche Der

polutorifhe Bunftreihe Dbeftimmt, filr auf
ber Berdihrungs-
jehne liegenbe
Sdnittpuntt ein
Doppelpuntt ift.

Dadurd) wird fol-

genbe Anujgabe [63bar:

25)  Mufgabe.
Einen Kegeljcdhnitt
su  fonftruieren,

pon  Dbem  Drei 3 |
Punfte und zwet - 0
Tangenten geges J

ben jinb.
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Auflojung. Sind 7 umd 7, die beiden gegebenen Tangenten,
A, A, und A4, die drei gegebenen Punfte, jo giebt die Gevade _-l.-'il
pie Punftpaare 4 und 4,, B und B,. Konjtruiert man dazu den
sivijdien 4 und A, liegendben Doppelpuntt C, jo ift died ein JPunkt
ber %L‘ritf_;ramgﬂL.(]IIL._ Diefelbe Konjtruftion madhe man mit der
Geraden A .4,, wad C, giebt (odber mit 4, 4,, wad auBerhald B, B,
ben Punft C; giebt). Die whnuunrpluu CC, (ober CC;) giebt
bie Veriibrungspunfte D und F Dder Dbeiden '-anquniun fo bap Dder

Regelfnitt nad) Pasdcal ferttg fonjtrutert tverden fanu. Hu Dbeiden
S.hg]L‘{]I.IJHl“Z:.‘l"{liTng{‘-'t]l fonnen f{ofort Die reciprofen qi-..ﬁft uerden
(4 Tangenten und 1 Punft, oder 3 Tangenten unb 2 Puntte).

Bon "den zahlveidhgen Folgerungen, die jih aud dem Sabe von
Désargued ableitenn lafjen, fei nur nodh eine angegeben.

©Sa: Sind einem RKegelfdnitte jwei Viervede einbe:
jdhrieben, und fjdneidben fjid) drei Paarve entjpredender

Seiten auf einer
iige 108, Geraden, fofdnei:
pet {idh aud) da3
vierte Laar auf
piefer Geraden.
Beweid, I und 1,
— ot I uud 2, TIT und 3
mogen Tffﬁl in  ben
Puntten 4, C und 4,
ber  Geraden ;,}}1
{dhneiben.  Fiix jeded der beidben Wierede jtehen 4, 4,, B, By, C
und der Sdnittpunft der bvierten
Ceite mit der Geraden BB, in
Smvolution.  Da  aber der fedite
Puntt C; nur emmal borhanden
fein fann, mup der Sdnitthunit
ot IV und 4 ebenjall8 aquf bdie
Gerabe BB, fallen.

Davausd folgt ein tveiterer Be-
teid ded Pasdcaliden Sabes. St
nimlih ABCDEF ein @cf]nrn:
jech3ed eined Segelidnittsd, jo ziehe
man eine Der .pnum‘rmgmmTen,
3 B. BE, jo baB man im SKegel-
jhmitte 3tvei Bievecfe I II III IV
und 12 3 4 hot, bon deren Seiten fich I und 1 in P, III und IV

wig. 157
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it R {duneidben, wahrend IT und 2 zujammenjallen, fo daff man den
auf PR liegenben ©dnitt § al8 den von II und 2 betvadyten bdarf.
Jebt mup aud) @, ber Sdnitt von IV und 4, auf der Gevaben PR
liegent, womit per ©af Dewiejen ijt.

Man verfucdhe den obigen Sah bdahin zu verallgemeinern, dap
mant die Eden jebed Wieveds auf einem Deliebigen RKreife Des3 dburd
B und B, gehenden SKreidbitjcdheld liegen [GBt, und fucdhe dann den
sum Pascaljden analogen Sah audzujpreden. Ebhenjo verfucdhe man
jamtliche rveciprofen @ibe audjufpredhen und zu beweifen, twodurd

2. B, ein neuer Beweid fiir den Sab ded Briandon gefunden twird.

II.  Inoeluterifdye Strallenbdifdyel.

26) Lerbindet man die Puntte einer involutorifhen Punftreihe
mit eimem Deliebigen Puufte, o entjteht ein involutorijdes
©trahlenbiifdgel. Dasdfelbe ijt ein elliptijdhes, ein hHyperboli-
jches, oder ein parabolijdes, je naddem bdie Punttreihe einer der
drei Gruppen angebhirt.

Aus Griinden bder Crhaltung bder Doppelverhilinifie bei ber
Projeftion ober bei bder Wbbildung mitteld veciprofer Polaven fann
man die Cigenjdhaften des Strahlenbitjcheld jofort ausd bdemen bdev
SBunttreihe ableiten, obwofhl aud) eine felbjtdndige Cniwidelung mig-
lich ift, auf bie Dier vevzichtet roerden {oll.

Cin involutorijdes Strahlenbiijdel wird durd) jebe
Gerabe in einer involutorijden Punftreihe gejdnitten.
(Projettion.)

27) Dag hyperbolijdhe Strahlenbiijdel hat swei Doppel-
ftrahlen. Je zwei zugeordnete Stralhlen jind durd bdie
Doppeljtrahlen harmontjd getrennt.

Die Doppeljtrahlen iwerden ald Afpmptoten begeidhnet. Bu
pem bhperbolijhen Straflenbiifhel gehort bdie Wintelhalbierende
awijden den Ufpmptoten und der auf ihr fenfredjte Strahl. Auf
jeder Geraben ndmlich), die von ben Ufymptoten gleidhe Stiide ab-
jhneidet, find bdie Sdnittpunite, ber Halbievungdpuntt ihrer BVer:
bindungglinie und ber unendld) ferme Punft Dharmonijde Punfte.
Sene  beiben Strafhlen find im allgemeinen Ddie eingigen bded in-
polutorijhen Bitjdhels, die auf einander fenfredit jtehen. Sie pielen
diefelbe Jolle, wie bei der involutorijhen Punftreihe der Vunkt O
und der unendlid) ferne Punft.
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