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II. Suvolutorijde Strafhlenbitjdel. 217
it R {duneidben, wahrend IT und 2 zujammenjallen, fo daff man den
auf PR liegenben ©dnitt § al8 den von II und 2 betvadyten bdarf.
Jebt mup aud) @, ber Sdnitt von IV und 4, auf der Gevaben PR
liegent, womit per ©af Dewiejen ijt.

Man verfucdhe den obigen Sah bdahin zu verallgemeinern, dap
mant die Eden jebed Wieveds auf einem Deliebigen RKreife Des3 dburd
B und B, gehenden SKreidbitjcdheld liegen [GBt, und fucdhe dann den
sum Pascaljden analogen Sah audzujpreden. Ebhenjo verfucdhe man
jamtliche rveciprofen @ibe audjufpredhen und zu beweifen, twodurd

2. B, ein neuer Beweid fiir den Sab ded Briandon gefunden twird.

II.  Inoeluterifdye Strallenbdifdyel.

26) Lerbindet man die Puntte einer involutorifhen Punftreihe
mit eimem Deliebigen Puufte, o entjteht ein involutorijdes
©trahlenbiifdgel. Dasdfelbe ijt ein elliptijdhes, ein hHyperboli-
jches, oder ein parabolijdes, je naddem bdie Punttreihe einer der
drei Gruppen angebhirt.

Aus Griinden bder Crhaltung bder Doppelverhilinifie bei ber
Projeftion ober bei bder Wbbildung mitteld veciprofer Polaven fann
man die Cigenjdhaften des Strahlenbitjcheld jofort ausd bdemen bdev
SBunttreihe ableiten, obwofhl aud) eine felbjtdndige Cniwidelung mig-
lich ift, auf bie Dier vevzichtet roerden {oll.

Cin involutorijdes Strahlenbiijdel wird durd) jebe
Gerabe in einer involutorijden Punftreihe gejdnitten.
(Projettion.)

27) Dag hyperbolijdhe Strahlenbiijdel hat swei Doppel-
ftrahlen. Je zwei zugeordnete Stralhlen jind durd bdie
Doppeljtrahlen harmontjd getrennt.

Die Doppeljtrahlen iwerden ald Afpmptoten begeidhnet. Bu
pem bhperbolijhen Straflenbiifhel gehort bdie Wintelhalbierende
awijden den Ufpmptoten und der auf ihr fenfredjte Strahl. Auf
jeder Geraben ndmlich), die von ben Ufymptoten gleidhe Stiide ab-
jhneidet, find bdie Sdnittpunite, ber Halbievungdpuntt ihrer BVer:
bindungglinie und ber unendld) ferme Punft Dharmonijde Punfte.
Sene  beiben Strafhlen find im allgemeinen Ddie eingigen bded in-
polutorijhen Bitjdhels, die auf einander fenfredit jtehen. Sie pielen
diefelbe Jolle, wie bei der involutorijhen Punftreihe der Vunkt O
und der unendlid) ferne Punft.
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98) Fiiv das elliptijdhe Strafhlenbitjdel jind bie Ujymptoten
imagingr.

Sit durc) A, A, und B, B, ein clliptijdes Straflenbitjdyel durd

ven Runft O gegeben, und legt man parech 0.4 A, und ebenfo durd) OB B,

eirtert Qreid, jo entjteht

Big. 158, ein  Sdnittpuntt  0,.

T "“\ Dag durd) O und O

0 \ gehenbe  Rreisbitjcel

//*’;Z\- 8 N qiebt bie paariveife Ju-

/ \ \ __ orbwmumg aller Punite

f e e und aller Strablen

I' .-__.--—-'-’”"_II[F_FFE |i Surch O oy ;.1’ 5
i | j purd) 0. Jn allge:
L \.\ / / meinen Jdneidet Ddie
e, e / / Goucts 7 e (Settrale
,(-j\\\ iy et TN F-}}L.l.Lthlf:_blhx Centrale
= /;!},__“" ped Qreisbitjdels, folg:

e e e lich liegt im allge

weinent ein Kreidmittel

punft auf ber Gervaben. Die Scnittpuntte ded dadurd) beftimmien

Biijchelfreifes geben diejenigen angeocbueten Strahlen bes elliptifchen

Bitjhels, die aufeinanbder jenfredht jtehen. (Reripheviewintel im
Halbireife.)

allt die Gevade 7 in bie Centrale, jo ftefen jamtliche Strahlen

9es purd) O gehenden Bitjdheld auf einander fentfrecgt.  Diefer Fall
tritt affo ein, jobald awei vechtivintlige CStraflenpaare exiftieren.
Wian nennt ein joldes redhiivintliges Strafhlenbitidyel audh ein
circulares, da ed 3 B. von den auf einander fenfrechten Durd)-
meffern eined Kreifed gebilbet wird. Dur Rrojeftion folgt davaus
der Sab:

20) Sap. Die fonjugierten Durchmefier eines Kegel:
ihnitts bildben ein involutorijdes Strahlenbitjdel

Die beiden Hauptachien geben die auf einander jentrechten Strahlen.
Dieht man zur einen Afymptote einer Hyperbel eine pavallele Sehne,
fo liegt ihr Halbierungdpunit in unendlicher Entfernung.  Die Bers
binbungslinie ded Hoperbelmittelpunttes mit piejem Halbierungs-
punfte fallt afjo mit der Afymptote sujammen, b. . bie Ajpmptote
und ihr fonjugierter Duvchmefjer fallen sujommen, folglid) Hat das
Bitjhel der fonjugierten Durdymefjer pei ber Hyperbel
swei Doppelftrahlen, die Ajpmptoten. Bei bder Ellipje
pingegen jind bei dem Detreffenven Bitfdhel Doppelftrahlen
nidgt vorhanden. Die Pavabel bilbet ben Bwifcheniall.
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Hievaus erfliren fich die Namen de3 hyperbolijdhen, elliptijdhen
und pavabolijen Strahlenbitfhels und bder entjprechenden Puntt:
reibert, ber jymptotenfivahlen und Ajymptotenpuntte und cbenjo die
Namen der Hyperbolijdhen und ellivtijhen Kreisjchaar.

30) [Den gleihen Doppelverhiltnifjen von drei involutorijden
Punftbaaren entfpredjen nad) Seite 25 gleihe Doppelverhiltniffe bei
drei involutorijdhen Strahlenbitjdheln. Sind namlid) bie zugeordneten
Strahlenpaare aw, L b cy, fo gelten folgende Gleichungen:

e sin (ab) sin (a4 ) gin (ac) sin (ay)

1) sin (ab) sin (o ) ~ sin (ecc) biiil_f__u 7)

9) sin (b ¢) sin (b y) 25 am (ba) sin (D :‘e]:

= gin (ff ¢) sin (fy) gin (fa) sin (fo)

2 lsin (ca) sin (ca) = sin (¢b) sin (¢ f)

S sin (y ) sin (y «) sin (y b) sin (y )

4) sin (af) sin (by) sin (ce) = sin (ay) sin (be) sin (¢f)
.";) sin f‘uﬁ) sin i:h ¢) sin l(-:_'r.f:} = sin |f(u") sin uil";n') sin 1:;-;;'5)
6) sin (by) sin (ca) sin () = sin (ba) sin (¢f) sin (ay)
7} sin (ce) sin (ab) sin (By) == sin (cb) sin (ey) sin (Be)].

31) Nody ift der BVegriff der Poteny fiir das Strahlenbitjdel
abjufeiten. Bei der Punftveihe gefdhalh died mit Hiilfe bes Mittels
punfted O unbd bed unendlich) fermen TPaunfted. Dad Analogon dazu
jind bei Dem Biifchel die beiden fenfrecht auitfeinander ftehenden zu=
geordneten Strahlen, die man aud) als Achjen des Syjtems begeichnet.

Gind @ und « die Adhjen, b und B, ¢ und y zwei anbeve
©trahlenpaare, fo ift zu bedenfen, dap
X (ae) = 90°% <t (eb)=90°— < (ab), < («f) =90° — I (ap),

<X (we) = 90° — < (ac), ﬁE(r{”*-— 00° — <3 (ay) it

Demnad) geht die Formel

sin (@ b) sin (a ) sin (a¢) sin (ay)
sin (eb) sin (o) = sin (e e) sin (wy)
fiber in
sin (ab) sin (a B) -111 (ac) sin (ay)
cos (ab) cos (af)  cos(ac) cos (ay)
pber in
tan (ab) tan (¢f) = tan (ac) tan (ay).

Diefed Tonftant bleibende Produft twird afl8 Potens ded involutorijden
Strahlenbiijheld Dbetradtet.
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