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Symmetrie. 53

bogen, et A, By in D, jdmeidet. Damn jind D, B F, pie Edpuntte
bes gefuchten Dretedd. (Jehteres famn noch auf eine zweite Art,
(infs von I, liegend, gezeichnet iverdem, twozu muv Ddie Wervoll:
ftindigung bded feften Kreisbogens notig ift.)

Der Betweis der Ridtigleit joll bem Edhiifer fiberlafien bleiben.
Diefer wird danm auc) imjtande fein, bdie Wufgabe fiiv beliebige ADb-
ftandaver haltniffe su (Hjen. — Die Konjtruttion fonun erheblich abgefiivat
werden, benn eigentlich ift die UAufgabe geldjt, jobald man im Hilfé-
brejed FG gezogen und den Winfel « in Die Hauptfiqur itber=
tragen BHat.]*)

153) Beidhnet man in einen Kreid einen ihn berithrenden vom
halben Radiud, fo ift jede durc) den Berithrungspuntt gelege Sehue
burd) ben fleineven Rreid halbiert.

Beweis, Der fleinere Kreid geht durd) den Mittelpunit M bed
qrbferen. St A4 Beriihrungspunit, jo ift AMB em Durcdhymeffer,
ver purch bie Mitten beider Kretfe geht. Wird
eine Deliebige Sehne AC in C; vom Fleineren -
Qreife gejdmitten und zieht man CB und C; M, o B
fo find die Winfel AC, M undb ACB Redye i :
als Winkel im Dalbreis, alfo ift O, M | CB; 4= i
ba ferner A B in M Balbiert ift, mup audy AC W77
in C, balbiert fein. \ o

@Entjprechended findet jtatt mit einem inneren b=
Beriihrungatreife, deffen Radiugd der dritte, vievte, »'* Teil vom Rabiud
bed griheren ijt.

Was gefdicht, wemn der Beriihrungsfreid auperhald des ge-
gebenen liegt?

(Der angegebene Sab (Bt fich bei vielen Konjtruftiondaufgaben
anienden. )

Fig. 0.

e) Begrifi der Symmetrie in der Gbene.

«) Grildrung und Grundgejese der einfaden und mehriaden
Spmmetrie.

154) Bet bden qrundlegenden Ronftruftionen bdrdngte fid) der
Beqriff der Symmetrie auf, bei beffen Beadhtung viele Sdke unb
Qonftruftionen fih ald jelbjtverftindlic) evgeben.

Man bezeichnet ein planimetrijded Gebilde als einfad)

*) Die Aufgabe fann natiiclich iiberjlagen werben. Der Betweid ber
Fidtigleit joll nur eine Sharffinnsdprobe fiix begabtere ©dyiiler fein.
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pmmetrifch, wenn ed durd) eine und nur eine Gerade jo in
jioet Halften zerlegt wird, daf die eine Halfte durd) Um:
Elappung wm bdiefe Geradbe mit der andeven Halfte ur
Dedung gebradht werden fann.

Jedbe Hilfte begeihnet man ald dad SpieqelbHild der anbderen.
Die Gerade DHeift die Symmetrielinie ober Symmetrieachje ded
&ebildes, oder aud) die {piegelnde Gerade, die ald unbegrenst au
benfen ijt. Jeder Punkt diefer Gevaden ijt jein cigenesd Spiegelbild.
Dag Spiegelbild jedes anderen Pumnftes wird gefunben, indem man
vou thm auf die Gerade ein Lot fallt und diefed ither den suppuntt
binaud um fih felbjt verlangert. Die jpicqelnde Gevade it ihy eigenesd
©piegelbild.  Jebe Pavallele zur fpiegelnden Geraden 1ird eine
Parallele entgegengefeten Abjtanded.  Jebe bie jbiegelnde Gerade
jdyneibende Gerabe wird eine fie in demfelben Punkte unter entgegen:
gelett gleichem Winfel jhneidende Geradbe. Jedes Lot zur fpiegelnden
OGeraden gibt feine eigene Berlangerung. Symmetrijde Stitde von
Gervaden find babei gleih) flang; fymmetrijhe Winfel von Deliebiger
Lage jind entgegengefest gletch. Symmetrijde Kreidbogen von be-
liebiger Qage becen einander. (Vgl. 3u diefem Abjchnitte dpad unter V
im BVorfurfus Gejagte.)

155) ©ind mebhrere Symmetrieadhjen vorhanden, jo fpridht man
bou mehrfader Symmetrie. Das gleihichentlige Dreied ijt ein
Beilpiel der einfachen Symmetrie; die Palbierende des Wintelds an
der ©pige ijt die Symmetrvieadhje. Das Recdhted ift ein Beifpiel fit
vie gtoeifacde Spmmetrie; die beiden Mittellinien find jeine Shmmetrie-
achje.  Aud) der Rbombus ift ein Veijpiel fiir die stveifache Sym
metrie; die beiden Diagonalen find jeine Symmetricadyfen. Dad gleich-
jeitige Dreied Hat dret Symmetrvicadhien, die Halbierenden der IRintel.
Das Quabrat Hat vier Symmetvieahfen, bdie Diagonalen und die
Mittellinien. Dag vegelmdfhige Fiinfec Hat fiinf Symmetrieachien, die
Wintelhalbierenden. Das regelmiBige Sechsed hat jechs Symmetrie-
acdjjert, die drei Hauptdiagonalen und die drei Mittellinien ufw. Dex
Sreid hat unendlich viele Symmetrieadhien, ndmlich jEmtliche Durch-
mefjer.

156) Beim Redjted und Rhombus jdhneiden die Symmetrieadyien
einander vedhtwinfli in einem Punfte, den man ald den Weittelpuntt
per Figur bezeichmet. Beim Rechtedt ijt diefer Vunft der Mittelvirntt
ped umbejdrieberren Rreifes, beim Rhombusd ift er der Ded ein=
bejdyriebenen Rueifes. Bei allen gemanuten rvegelméfigen Bielecten
jchnetben einander bie Shmmetricadhfen in einem Vunfte, dem Mittels
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punfte ded Vielects, der zugleih Mittelpuntt ded um: und bed ein=
bejdjrichenen Rreifes ift. Dort folgen fjie unter aleichen Winfeln anf-

; : ; e g B o 180° S
einander, beim gleichjeitigen Dreied bilden fie Winkel von - = 607,
4 (3]

PREILEE <2 v 180° 3 ; o
peim  Qatadbrat jolde bon T £5%  Deim Fiinjed jolde bom
y 0

1809 P e L A 180 ;
— 36°, beim Gedjsed jole von —— = 30° ujw.
J
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157) Dieje Cinfachheit erfldrt fich folgendermagen: Das Spiegel-
0ild einer Symmetrieadje gegen eine Symmetrieadje it
wieder eine Symmetricadje. Schuneiden einander bdie beiden
erften im Gnbdlichen, fo muf die Dritte duvch denfelben Puntt gehen.
Spiegelt man bdie beiden erften Symmetvieachien gegen die drifte, fo
mitffen die ©piegelbilder tvieder bduvc) benfelben Puntt gehen ujiw.
Daraus folgt: Bei mehrfader Symmetrie gehen alle Sym=
metrieadhien durcd) denfelben Puntt. Diefer Punft heift der
Mittelpuntt ped Gebildes.

158) ©ollen nur 3wei Symmetriead)jen vorhanden jein,
ip mitjfen diefe aufeinander jenfredyt jtehen, benn jonjt tviirde
purch die Spieqelung gegen Ddie eine eime britte Symmetrieadhje ent:
fehen ujw. Sollen nur drei Symmetfrieadien vorhanden
jein, fo mitffen jie einmander unter 60° jdynetden, denn jonit
tiicben durd) Spiegelung gegen eine davon neue Symmetricadhjen entz
ftehen. Dasd Entjpredhende gilt von vier, fiinj, jechs ujiw. Symumnetrie-
achfen.  Eine Symmetrieachje teilt bie Ebene in jivei itbeveinjtimmende
Dilften, 3iwer geben vier {ibereinftimmende , Dnadranten”, brei geben
fehs dibereinftinmende Scptanten der Ebene, » Symmetricadien
S st rarte SRR 180"
geben 2n Bentriwinfel von der Grife  ober :

=T i

L -
21

veqelmafige #-Cd Hat » Symmetvicebenen. Jft » eine gevadbe Zahf,
fo find bie Symmetricebenen zur Hilfte Houptdiagonalen, zur Halfte
winfelhalbicrende Mittellinien. [t # ungerade, o find jamtliche
Winfelhalbievenden Mittellinien. Eine eigentitmliche Stellung nehmen
bie unbegrenyten Parallelen ein. Jebed gemeinjdhaftliche Lot ijt fiiv fie
eine Symmetrieacdhje. €5 jind aljo unendlich bviele Spmmetricad)ien
porfanden, die einanber im Endlihen nidht jdyueiden. Der Streif
swifhen sivet Pavallelen Hat auferdem nod) eine vereingelte pavallele
©ymmetricadie.

159) Bon der Jeidnung eined funjtgewerblidien ebenen Mujterd
(Slachornament) von mehrfacher Symmetrie brancht nur ber etnem
iolchen Bentriwintel entfprediende Teil gegeben zu fein. Der Reft ijt
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leicht ju fonftvuieven, fei e8 Punft fitx Punft oder Linie fitr Linie.
(Dat man ftatt ded Fladyornamentd ein mehrfac) fymmetrijches Relief
auf ebener Grundlage, fo braudt man
auch nur den entfpredjenden FTeil zu geben,
jedod) find Dbenadybarte jymmetrijche Teile
nidgt mehr fongruent, fondern raumlich
jpmmetrijd). Bl Vorfurfugd V, 112 und
113.)

Tig. 31

160) Die Umtlappung eines mehrfach
jommetrijen (planimetrifhen) Gebildes gibt
veflen Teilen entgegengefesten Drehungsiinm;
pie Umtlappung ded Bilded um bdie zwveite
Achfe ftellt Dem urfpriinglichen Drehungdfinn
wiever fher; die Umblappung des neuen Bildes
um bdie dritte Wchfe gibt wieder den entgegen:
gejehten Drehungsfinn ufiw. Cine gerade
Anzahl von ESpiegelungen l(aft den
Drehungsfinn ungednbdert, eine un-
gerave Unzahl gibt bden entgegen=

geiebten Drehungsfinm.

ATl s S1g. 31 und 32 vpevanjdhaulidhen bdies
T N . - oy . » ?
i £, an einem mehrfad) gefpiegelten vechtwintligen
i T - E TN [ e T > ] re 2
t Dreted.  Die jdraffierten Dreiede find nicht

{hymmetrij) su eimander. Man fonnte fie als verfehrijymmetrijd
bezeichuen.

p) Ableitung einfacher Sdpe und Konftruftionen mit Hilfe
per Spmmetrie
161) Das Spiegelbild zweier Vuntte. S Fig. 33 finb
et Punfte D und E gegen die Gerade A B gejpiegelt, was D,
und Fy gegeben hat. Daburd) ift sugleih die Gerabe D E gejbiegelt
und ihr Spiegelbild D, E, entjtanden. Sdyneidet mm D E die {piegelnde
Gerade in einem im Cnblidhen liegendben Runfte &, jo muf aud
D, E; ourd) ben Punkt & gehen und A B unter entgegengefest gleichem
Winfel jdhneiden.
Man fann aber aud) D und E, ald die gefptegelten Punfte,
Dy und E al3 bic Spiegelbilder betvachten. Demmnad) miiffen aud
DE; und D, E emander auf der ®eraben AB jdhneiden.
Biwei Geraden, bdie gegen eine britte Gerade fymmetrifd find,
bezeicynet man bisweilen al8 antiparallel in beyug auf die fpiegelnde
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Gerade. Deshalb wird dag in bejug auf die Wittellinie CF fyms:

metrijge Bieved DEE, D;, von dem ztwei Seiten DD, und EE,

parallel find, wdhrend die andeven DE und

Dy E, antipavallel find, al8 ein Antiparal: Big. 83,

lelogramm begeichnet. (63 Deift jedoch

audy ein jymmetrijdes Raralleltrapez.) .
Die Diagonalen und die antivarallelen (-|

g wie : “ ; e g D e 1,
Wegenjeiten cined joldhen Vieveds fdhmeiben ~\ ; '
& v o o S A A " A\ 1 J
alfo eimanbder auf beffen Symmetrielinie. Die |
jpmmetrijd) legenben Geraden und Wintel bal 2

ftimmen tiberein.

162) Dag Spiegelbild zweier un- Sipe
begrengter Geraden. Jn Fig. 54 find !
et Gevaden CD und EF gegen eine dritfe
Geradbe A B gefpiegelt, was die Bilder C, D,
und E, I, gegeben Dhat, bon denen dasd eine
mit CD durd) ben Schnittpuntt &, dad anbdere
mit EF durch) den Sdnittpunft H auf der
Geraden AB geben muf. Die Punfte P und P, jmd et jhm-
metrijdes Punttepaar. Vetradhtet man aber CD und E, F, alg bie
gejpiegelten Geraben, jo folgt, Daf aud) die Punfte @ und @, ein

jpmmetrijdyes _
Runftepaar jind. 5‘”}“"-
Dag Bier- D. e
ek PHP G ijt e I '
ein  gegen  Die E~_ NG, _E,
Diagonale G H o/ | Na, s
fymmetrijdyes. L -E_3 -}:"
&8 Defteht aus % f };:j_b;
swei gleidyjchent: e =
figen  Dreieden, o 5 SN
tweldye die Grunbd- B . Q,""%;_'_-._, -
[inte PP, gemein E T
Haben. ©3 wirh ¢ I G

ald Deltoid be-
seichmet.  Bu diefem Bieved gehiven jechs Berbindungslinien o
GH, GP, GP,, P,H, PH Die Gegenfeiten geben dret Schuitt-
puntte @, @, und R. Cin Bieved mit femnen famtliden fehs Geraben
bezeidhnet man al8 ein vollftdindiges Vieved. Dad hier vorliegende
it ein gegen eine Diagonale fymmetrijches vollftandiges Bieved.




b1

-~
.11

Planimetvie I Ergebunifje ded Borfurjus.

Die Gevaden @, b, a,, by, bilden ein Bierfeit mit jechs Schnitt-
punften P, P,, @ Q,, G, H. Dag Bierfeit mit jeinen jech Sdnitt-
punften Ewiii__ai' aljo drei Diagonalen, PP, @¢,, GH. Man nennt
¢d ein vollftindiges Vievfeit. Hier Handelt e8 fich um ein gegen
eine Diagonale jymmetrijde volljtandiges Bierjeit.

(Man beachte beim Vieved und Bierfeit die Reziprogitdt tn bezug
auf die Worte Puntt und Gerade.)

163) Die beiden Symmetrielinien jweier unbegrengten
einander jdneidenden Gevaden ftehen aufeinander jentfredt.
©ie find bie Halbierenden der vier Winfel. Jedber Puntt jeder Hal:
bierenden DOat vonm Dem beiden Geraden bdenjelben Abjtand, ijt aljo
Mittelpunft eined Rreifes, Dder bdie Dbeiden Geraben beviihet. WAlle
Qveife. die atvei geqebene einander jchueidende Geraben beviifhren, haben
ihre Mittelpuntte auj den beiden Shmmetricachjen. Die beiven Tan:
genten, die vom Scheitelpuntte an jeben biefer Kreife gesogen find, haben
diefelbe Qinge. [Wie ift es, wenn die beiden Gevaben pavallel jind?]

164) Nufgabe. JIn ein gegebenes Dreied Dden eins
pejdhriebenen Rreid (Jn-RKreis) einzuzeidhnen (der die drei
Geiten beriihrt).

Huflojung. Jn Jig. 35 jei ABC das gegebene Dretect.  Man
Dalbieve Die Wintel bei A und B. Die DHalbievenden geben Dden
Sdnittbuntt M. Bon M
aus fdalle man auf BC
pag Yot MD. Pt MD
jchlage man um M einen
Rreis. Diefer Keeid ift dex
gefuchte  Berithrungsfreis.

Beweid., Jeber Puntt
dev Wintehalbievenben A M
hat von A B und A C dies
jelbe Cnifermuing. Jeder
Runft ver Winfelhalbieven-
ben BM hat von A B und BC diejelbe Enifernung. M gehirt beiden
Halbierenden an, Hat aljo von allen dret Geraben diejelbe Enifernmung.
Demnach find die Qote M D, ME und MFE einander gleid).

Folgerung. Weil die Abftinde M D und ME einanbder gleih
find, mup M aud) auf der Halbierenden bed Wintelds € liegen. Aljo
ift aud)y MC eine Wintelhalbierende. Folglich:

Die Halbierenden der Dreiedsdwintel jchneiden einanbder
in einem Punfte, dem Mittelbuntte ded JIn=Rretjes.

w¥ip. 85. A
A
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165) Uujgabe. An ein gegebened Drveied ABC einen
Rreis 3u legen, ber die Seite BC von aunfien her, die beiben
aderen Geiten pon innen Her beriihrt.

uflojung. Jn Fig. 36 halbieve man den Winfel bei A und den
Aupentvintel CBF. Dad gibt, wic vorher, einen Schnittpuntt M,
als Mittelpuntt eined Rreifed, der jowohl die Berlingerungen dex
Dreiedsiciten AB und AC, ald aud) die Seite BC beriihrt. Dasd
von M, auf eine der Seiten gefdllte Lot, 3 B. M, D, ift der Radius
oeé mun lewdht 3u zeichnenden Kreifes, eines duferen BVerfihrungs:
freifed oder Un:=Rretfes. '

dolgerung.  Weil der Rueis M, die Seiten AB und BC be-
vithrt, muf dver Punft M, auch auf der Halbierenden bes Nupen-
winfelé BCFE liegen. Folglich: Die Halbievenden einesd Drei:

A an] 346.

;";'il] 37.

C

i

eddwinfeld und der an den beiden anderen E©den liegenben
AuBenwinfel [dneiden einander in eimem Bunfte, dem
Mittelpuntte ded einen An-Lreifes.

166) Dag Dreied Hat drei An-Kretfe und einen Jn-freis. Die
Dalbierenden jeded Dreteddtvinfeld und des jugehirigen nBenwintels
jteben aufetnander fenfrecht. Sdamtliche jed)s Wintelhalbievenden bdes
Dreiedd DEF in Fig. 37 Dbilben alfo ecin Dreief 4 BC mit den
pojen AD, BE und CF. Diefe Hoben mitfjen jid) in einem
Puntte hneiben, dem Mittelpuntte desd In=Kreifed fiir das
Yohenfuppunttdvreied DEF, wihrend A, B und € bdie
Mittelpuntfte der An-Qreife diejed Dreiedsd find.

Diejer Sap fommt jpdater noch einmal zur Shrade.

167) Dag Mittellot einer Geraden AB ift eine threy
Symmetrielinten. (AR zweite Ffann man die Gerade Jelbft be-
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tracgten.) Jeder Punft dex Mittelfenfrechten iff vou ben Endpuntien
A umb B der ®eraden gleidh weit entfernt.  Cr ift aljo Mittelpunit
eined Qreifes, der durd) die Punfte A4 uud B gebt. Folalich:

Alle RKreife, die durd) zwei gegebene Puntte gehen,
haben ihre Mittelpuntte auj Dder jugehbrigen Mitteljents
redyten.

168) Mufgabe. Cinen Kreis ju jeidnen, per dburc) drei
gegebene Punite geht, bie nidht auf einer Gevaben liegemn

Aufldjung. Jn Jig. 38 feien 4, B und € bie Drei gegebemen
Punfte. Man bilde die Niittelfentredite Fu AB und die Mittelfent:
redite 3u B C, diefe jdmeiden einanbder in einem Punite M, der von
ven drei Gdpuntten gleihe Cntfermungen Hat und Ddaber Mittelpuntt
pes mm leidht 3u zeichuenden Kreifed ift.

Beweis. Jeder Punft der Mittelfenfrechten LM ift von A und
B gleich tweit entfernt, aljo aud) ber Punft M. Jedber Punit der

A

Fig. 38. Fig- 39.
2 ( c
e e o P
/ . rd 3 J// ! :
e Pl sl P
// /‘4\ D R /
fs hdd ) A \& = I ‘yg
j', ¥ i ; i K 7
z \ ES F ; 2
\ / ’
i y
R e g f/
2 o Jrl

Mitteljentrechten DM ijt von B und C gleid) weit entfernt, afjo
audy M. Folglich ift M von 4, B und € qgleidh) weit entfernt. —
Die Aufgabe ift nur auf eine Art [B3bar. Daben zwei Kreife dred
Runfte gemein, fo fallen fie volljtdndig gujammen.

FGolgerung. Weil M von A und (' gleich weit entfernt ift, muB
M andy auf der Mitteljentrechten von AC liegen. Aljo:

Die Mittellote der Seiten eined Dreiedd jdneiden ein-
anber in einem Puntte, dem Mittelpunite des dem Dreied
umbejdhriebenen Kreijes.

Diefer Kreid foll fury als der Um-Kreis des Dreiedsd begeicet
tperper.

169) Denft man fih auf den Hihen bed Dreieds ABC
(Fig. 39) in den Ccdpuniten Lote ervidhtet, {o geben diefe etn Dreied
DEF, befjen Seiten den Seiten bon ABC pavallel find. (Warum?)
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Dabei find aljo ABCE und ACBF ‘Parallelogramne, jobaf
OB — EA—= AF ijt. Demnad) ift daz Lot A H die Mittelfentrechte
von FF. Gbenfo zeigt fih, dap BJ bie Mitteljentrechte von FD
und CK bdie Mittelfentrehte von DE ijt.  Dieje Mitteljenfrechten
mitffen fich aber in einem Punfte jdhneiden. DVemnad) jdneiden
einanbder die Hohen degd Dreieds DEF und fiberhaupt jedes
Dreiedd in eimem Punfte. Der bereitd audgefprodene Sap itber
pie Dreiedshihen ift damit beftatigt. — Der Hohenjdnittpuntt M
bat aljo nodh zweieclei Bedeutung. Cr ift Mittelpunft des Um-Kreifed
pom Dreied DEF und juglei) Mittelpuntt ded Jn-Rreijed vom
Dreted HJ K.

Bilbet man jedodh ein ftumpfwintliges Dreied A BC und daju
bie Figur, fo fallt M auBerhalb bder Dreiede ABC, DEF und
HJK und ift nidht Jn-RKeeid, jondern An-Kreid ves lehteren.

Der Durd)jhnittdpuntt S bder Mittellinien de3 Dreteds, bder
Mittelpuntt M des Um-Rreifes, die Mittelpuntte w, wy, py, py De3
St: Rretfes und ber Un=Rreife und der Hihenjdhnittpunit H twerden
ald8 merfwiirdige Puntie ded Dreteds begerhnet

y) Gymmetrijdes iber dad gleidjhentlige Dreted.

170) Die Halbierende ded Winfeld an Ddev Spibe ded gleichs
ichentligen Dreiedd war ald deffen Symmetrielinie nachgetviefen, fjoz
baf e5 aud zwei fongruenten Hilften befteht. Bunddijt folgte der Sah:
Die Winfel an der Grundlinie ded gleihidentligen Dreieds
(bie Bajiswintel) find einanbder gleich; oder: Gleichen Seiten
eined Dreieds lieqen gleiche Winfel gegeniiber.

171) Umgefehrt folgt: Sind zwer Winfel eines Dreieds
einander gleid), fo ift dasd Dreied gleidhfdentlig. Ober:
®leihen Winfeln eined Dreieds liegen gleide Seiten gegen-
iiber, (Sind nimlidy die Winfel bei A und B einander gleid, jo
find fie jymmetrijch gegen bie Mitteljentvechte, mitfjen aljo etnanber
in demfelben Punfte C der Mittelfentredhten fdhneiden, fodah aud
AC = B(C I]MI'I'

172) Die Halbievende bdes Winfels an der Opipe ded gleid)-
idhentligen Dreieds Halbiert die Grvundlinie und fteht auf bdiefer fent:
vecht; die Mittelfenfrechte der Grundlinie eined gleichjchentligen Dreiects
geht burd) die ©pihe und Halbiert ben bortigen Winfel. Die Ver-
bindungalinie Der Spihe ded gleidhichentligen Dreieds mit der Iitte
per ®rundlinie fteht auf biefer fenfrecht und halbiert ben Winfel an
ber ©hifie.
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Ale bdieje Sdpe find nur Audbrudsweifen Ddafilr, daf bdad
aleihichentlige Dreted ausd ziwei fongruenten Teilen bejteht.

Jebed Lot auf der ©hmuretrielinte ded gleidyjchentligen Dreieds
jdhueibet von ben Sdenfeln gleiche Stitde ab, von ber Flade ein
Untipavallelogramm. Yegt man an eine Gerade AB in 4 und B
nad) derfelben Seite gleiche Wintel {o an, dap die Schenfel einander
in einem ‘Punfte C jdhneiden, gibt man ben Sdienfeln bdiefelbe Linge
AD = BE und verbinbet man A4 mit £ und B mit D, jo geben bie
LVerbinbungslinien gleidjdhentlige Dreiede A BF und DEF, BWarum?

173) Der Mittelpuntt ded Um-Rreijed, ded Jn-Rreijes, des An-
Rreifes fiiv bie Grundlinie, ber Hihendburdidmitt, der Durd)jdmitt
per Wittellinten liegen beim gleidyjchentligen Dreied auf deflen Sym-
metvielinie.  Die WMittelpunfte Dder beiden anberen Wn-RKreife find
fpmmetrijd) gegen bie ©pmmetvielinie. Jhre Berbinbungslinie geht
burd) bie ©pihe ded Dreteds.

174) Die Mitteljenfrechte einer Sreidjehue geht ftetd duvcd) die
Mitte des Kreifes. Davaus folgt wiecder der Sah: Dag durch) zive
Puntie gehende Biijchel von Kretfen bat bie WMittelpuntte auf bder
Mittelientredhten. Man fonjtruiere die befreffenden Linien und einige
der Rreife. (Bgl. Nr. 167.)

175) ©teben, wie in Fig. 34, jwei ungleidge gleichjchentlige Drefece
itber derjelben Grundlinie, jo Haben jie eine gemeinjhaftlicdie Symmetries
linte, Denn bie Symmetrielinien Deider fallen mit der Mitteljentredten
der Grumdlinie zujammen. Dabet fonnen die beiden gleidhjchentligen
Dretede thre Spibe auf verjdyiedenen Seiten ber Grunbdlinie oder auf
perfelben Seite Haben. Stimmen dagegen bdie beiden gleidyjdhentligen
Dreiece iibervein, jo bhat dbag Gebilde jvei Symmetrieachien und ift
eine Raute (oder Rhombusg).

176) Anfgeben. Die mebriache Symmetrie des gleihjeitigen
Dreteds, beg Quadrated, bed regelmdfigen Fiinfedd bdesd vegelmapigen
Sedyseds uj. eingehender ju unterjudhen.

(€3 joll 3 B. unterjudht werden, ob pavaflefe Seiten vorhanden
jiud, ob Diagonalen vorhanbden fiud, die ju einer Seite pavallel find,
wie jicdh) beliebige Diagonalen paariveife verbalten, ob fich fongruente
Slacdhenteile vorfinden. Die Ferleguug jeded regelmihigen LBieleds in
gleid)jchentlige Dretecde, deven Spiben 1m Mittelpuntte Jujammeniallen,
ijt gleichfalld zu unterjudjen. Die Winfel Ddiefer Dretede find zu be
ftimmen. Die ein= und umbejdricbenen RKveife jind zu unterjuchen,
befonders Dinfidtlicd) ihrer Seftoren, Seqmente und Bogen.
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&) Symmetrijdhes itber Kreije.”)

177) Dah jeder Kreid i bezug auf jeden Durvdhmefjer jym-
metvijd) ift, war jdon gegeigt. Bivei ober mehrere fongentrijdye
RQreife haben jeben gemeinjdhajtlichen Durchmefier zur Symmetrielinie.

178) Grridhtet man auf dem Durcdhmefjer eined Kretjesd einen
sweiten redtwintlig jdueidenden Durdhmefier, jo hat dad Gejami-
qebilbe vier Symmetrviead)jen, die dent Kreid in gleihe Oftanten zer-
legen. Grridjtet man auf dbem Duvdymefler an beliebiger anberer
Stelle ein unbegrenzted Lot, jo ift basd Gejamtgebildbe nur gegen den
Durdhmeifer Tymumetrifh. (Man unterjdeide die Fdlle, daf dasd Lot
anfierhald deg RKreijes liegt, dap e3 ben Kreid nur in eimem Punkte
trifft, daB ez innerbhalb ded SKreifed ltegt. Man jeige, daB ed im
leteren Falle zwet Sdnittpunite mit dem Kreife haben muf und
nidht nehr haben famn. Die Folgen der Symmetrie find anzugeben.)

179) $Hat ein Kveid zwer einanber jchneidende unbegrengte Tan=
genten, fo ift nur die Verbinbungdlinie bed Schnittpuntted mit dem
Mittelpuntte & L}mu tefrielinie Ded {m.mmiqeln (bes. Was folgt dDavaus fiir
gewifie Stiide ber Tangenten, fiir getviffe Wintel, fiir gewiffe Kreis-
bogen, fiiv gewiife Flacdhenititde? WVerbinbet man die BVerithrungs-
punfte der Tangenten mit dem Rreidmittelpuntte, wad folgt dann
weiter hinfidhtlich der Symmetrie?

Sind aber die Detden Tangenten parvallel, jo gibt e fiir bdas
Gejamtgebilde zwet aufeinander jentrechte S©ymmetvielinien.

180) Bwet nicht fongentrijdhe ungleihe Kretje Haben nur eine
Symmetrielinie, die Hentrale, d. 0. die DBerbinbungslinie threr
Mittelpuntte. Folgende Falle find moglich: Die Kreife liegen gany
audeinander; fie berithren etnander duferlich; fie jchneiden einanber.
(Diesd qejchieht daun in Fvei jymmetvijhen Punften, aber nicdht in
mehr Punften; denn Rreife, die in mebhr alé zwei Punften iiberein=
jtimmen, ftinumen vollftandig iibevein); fie berithren einander inmnerfid),
wobei der grofeve den Eleineren wmjchlieRt; bder Fleinere toird vom
quigeren gang umichlofjen, ofhne dap fie einen gemeinjdhaftlichen Punit
haben. [e > s e ={rd-2); |r—|—1 WH-r}\}'—-J]‘I’
e=(r—u); ¢e< (r—n); c=0 gibt fongentrijhe Sveije.]

Sm Falle des Schneidend Haben die Kreife eine gemeinjcdhaftliche
Sehne.  Weldhe Symmetrieverhdltniffe finben dabet Hinjichtlich geivifjer
Langen, Winfel, Krei’bogen, Fladen jtatt?

Diejer Abichnitt qibt Veranlajjung zu zahlveichen Beijpielen fiix bas
tedynijche Bivkelzeichnen.
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181) Jm Falle ded Audeinanderliegens haben bie beiben Kretje

vier gemeinjdjaftliche Tangenten. Aud Gviinden der Shmmetrie
fdmneiden fih diefe paarwveife in Punften P und @ der Symmetrieachie
(ber Bentrale).

AP und A P nennt man bdie duferen gemeinjaftlichen Tan-
genten, BQ und B, @ bdie inneren. (Fig. 40.)

B Hig. 40.
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LWas folgt fiir die Punfte der Figur, fitr die eingelnen Tangenten-
ftiite, fitr die Winfel, Bogen, Flachenftide der Figur; fiir die Radien
per Berithrungsdpuntte ujw.?

Sm Falle dber duferlichen Beviihrung bejdhrantt fich die Anzahl
per gemeinjdaftlichen Tangenten auf drei; im Falle Ded Schneidensd
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auf awei; im Falle der inneven BVerithrung auf eime; im Falle der
bollftdndigen UmjdlieBung des fleineren bdurd) bden grofeven (vhne
Beriihrung) gibt es Feine Tangente.

[Zill man bie gemeinfamen duperen Tangenten zveier Rreije
tonjtruieren, jo verfahre man vorléufig folgendermafen: Jn Fig. 40b
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jeien bie Qreife M und M, mit den Rabien » und », gegeben. Man
jchlage wm I, ben Mittelpuntt desd groferen RKreifes, einen Hilfstreis
mit dem Radiug (r — ), lege an diefen von M, aud eine Tangente,
die i A beriihre, ziehe MA bi3 zum Sdnittpuntte B und erridhte
auf M B in B ein Zot. Diefes gibt die Tangente BC. Die gegen
MM, bdazn fymmetrifde Qinie ift leidht ju zeichnen. —

Der Beweid der Ridhtigleit ergibt fid) aus dbem Redhted 4 BC M,
und ijt bem Sdiiler zu diberlafjen.

giiv die gemeinjamen inneven Tangenten ziveier auseinander
liegenden Rveife Dbenube man einen Hilfsfreid mit dem Radiug
(r + 7;).]

182) &ind swei nidht fougentrijde Kreife gleich grofs, fo hat das
Gejamtgebilde jtetd zwei Symmetrvieadjen. Die zweifade Symmetrie
joll fiiv bie verfchiedenen LRagen unterjud)t werden.

183) Haben bdrei ober mehr ungleiche RKreije ihre Mittelpuntte
auf einer Geraden, fo ift biefe die eingige Symmetrieadyje. Gehen
pret oder mehr ungleiche Rreife durd) wei Puntte, fo liegen alle
Mittelpuntte auf dev Mittelfenfrechten diefer Puntte, die bemnad) die
eingige ©ymmetrielinie ift. Gehen drei oder mebhr ungleide Rreife
burd) einen Punft, und liegen dabei ifhre Mittelpuntte auf einer duvd)
diefen Punft gehenden Geraben, fo ijt bieje Shmmetrielinie ded Ge-
jamtgebildes, alle Rveife Deviihren eimanber in den gegebenen Punkten
und haben bort eine gemeinjdhaftliche Tangente.

184) Aufgabe. Die Kreidreibe ju fonftruieven, bie innerhalb
cined (3 B. fpiten) Winkeld liegt und deffen Schentel berithrt, twobei
aber jeder Rreid die beiden benachbarten Rveije duperlich Gevithren foll.

(Man gehe von einem beliebigen Cote auf der Wintelhalbierenden
aud, tweldes ein gleidjdentliges Dreied gibt, Ddeflen Ju-Kreid und
deffen An=§reid leiht zu zeidnen find. Dann ervichte man Lote in
ven meuen Sdynittpuntten der Wintelhalbierenden, was mewe gleid)-
fhentlige Dreiede gibt, filr bie nun entweder Ju-Rreife oder Aupen-
freife ju zeidmen find. Statt die newen Winfel jtets su Halbieren,
giehe man gewifje Parallelen mit Hilfe ded Lineals und Winfelhafens,
ervidpte aud) dbie Qote mit deren Hilfe)

©ind die beiben Beriihrungsgeraben pavallel, jo iverden alle
Rreife gleid), und bdie Wufgabe vereinfacht fich.

185) WAufgabe. 1Um ecinen gegebenen RKreid [laffen jich Be-
rithrungsfreije, die mit ihm Ddenfelben Radiug haben, fo legen, daf
jeber feine beiben Nachbarn beriihrt. Wie grof ift ihre Anzahl, und

Dolamitller, Elementarmathematit. I 4 Aufl. 5
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fonftruiert man bdiefe Kreife? Die Symmetrieverhilinifle des Gejami:
gebilbes jollen unterjudyt werden.

(Sotwohl bie Mittelpunite ald aud) dbie gegenfeitigen BVevithrungs-
punfte der Kreigreihe liegen auf gewiffen Kreifen, auc) hat die Reibe
einent umbejdhriebenen Kreid.)

186a) Unfgabe. Einen Kreid zu zeidhnen, um den drei, bier,
adt, 3wolf, Jehzehn folder Beriihrungsireife von gegebenem Radiusd
gelegt find, wobet die Reibhe jededmal gejchlofien fein joll.

186b) m einen gegebenen Kreid drei, vier, adt, wilf, jecdhzehn
jolcher Berithrungsfreije zu zeichumen, toobei die Nethe jededmal ge-
jchloffen fein foll.

(Sm erjteren Falle zeidhe man wei Duvdhmeijer, die eimanbder
unter 60° fdhmeiden. Jm Schnittpuntte ded erften Durchmefjers mit
pem Rreife zeihne man eine Tangente. Man Halbiere ben LWinfel
pon 150° ben bie Tangente mit dem jziwveiten Durchmefjer bildet.
o bie Winfelhalbierende ben erften Durdymeffer jdhneidet, [iegt dad
Bentrum bed8 gejuchten Kretfes. IMMit ben dibrigen Fdllen verfahre
man in entfprecdhender Weife.)

187) Nufgabe. Cinen Kreid in fed)s gleidhe Seftoven einguteilen
und in jeben Seftor einen Beriihrungsfreid zu zeidnen.

(Man bilde die Symmetrielinic eined der Seftoven, ervidte auf
ihr im ©djnittpunfte mit dem Rreife ein Lot und zeidme den Jn:-
freid ded entftehenden (gleichfeitigen) Dreteds.)

188) ufgabe. Um einen Punft cined gegebenen Kreifed mit
bent Hadiud einen SKreizbogen zu fdhlagen, bder gang imnerhalb ded
Rreifes liegt und zivei Teilpuntte ber Kreidlinie gibf. it den Dbeiden
Teilpunften joll dagfelbe gejhehen und bdie Konftruftion {o oft wieder-
holt werben, bid dad Ganze (dliept.

Das Gefamtgebilde foll bejchrieben twerbemn. ™)

189) Uufgabe. Jn die BVogendretede, welde vom gegebenen
Rreife und je 3wei aufeinanber folgenden der vorher fonftruierten Kreis-
bogen gebilbet find, Beriihrungdfreife einzuzeidmen. )

ES

Bahlreiche Beijpiele mehrfady jymmetrijcher Fiquren finbet man in
ben Lehrbitchern fir gebunbenes Reichnen. Auf gotijdhe Mapiverie, bejonbders
auf Rofetten, fei aufmerflam gemadyt, tweil fie bortrefilidhe Jeideniibungen
geben und basd Werftindbnisd fiir die gotijhe Bautunft vermitteln. Man
pal. ®. Miiller: (bungsftoff fiir das geometrijdje Beidmen (Stuttgart bei
B. Neff); Weishaupt-Ridyter: Das Gange bed Linearzeichnens; By, I
(Leipzig bet $. Hieger).
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(Das Lot, welhed auf dem Symmetrieradiug eined Bogenbreieds
tm Cnopuntte ervichtet ijt, beviihrt bie beiden vollenbeten Sreigbogen
ped Dreteds. Diefe Tangente ift bereitd halbiert. Man zeidhne iiber
ber cinen Hilfte einen Halbbreis. Diefer gibt auf bem einen Gren:
bogen den Berithrung8puntt mit bem gefuchten Kreife, denn bie dret
betveffenden Tangenten miiffen gleid) lang fein.)

1L Soxtfebung des planinetvifhen Lehrgangs.
a) Die Lefre von der Kongrueny.
«) Die grundlegenben Kongruenzjdse fiir basd Dreied.

190) Aujgabe. Cin Dreted zu fonftruieren aus zwei
Setten und dem von ihnen eingefdhlojfenen Wintel

Uuflojung. Jn Fig. 41 feien a, b und < p bdie gegebenen
Ctiide. Man lege dbie Gerade « ald CB beliebig hin, trage bei ¢

it}
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an fie den Winfel » an, made den newen Sdenfel CA — b und
verbinde 4 mit B. Dann ijt Dyeied A BC dad gejudpte, denn es
enthdlt die gegebenen Stiide.

Bemerfungen. Die Aufgabe ift jtetd [58bar, fobald mur y ein
fontaber Wintel ift, was vorausdgefet werden foll. (It der < p =10,
jo jallt @eite b anf e Jft <<y = 180°% fo fdllt b in bie ju a
entgegengefepte Richtung. Jm exvjteren Grenzfalle wird Seite ¢ — a — b,
jalls a Ddie grdBere ift, im jweiten witb c=a -+ 0. Sn beiden
dallen ird die Dretedsflahe gleich NMull; im allgemeinen twird die
Sldahe verjdhieden bon Mull)

Die Aufgabe fithrt jtetd su ciner eingigen Lojung. So oft man

ein Dreiet and Dden gegebenen Stiiden fonftruiert, fei ed im einen
oder im enigegengefepten Sinne (Umtlappung), ftetd erhalt man

Dretecte, die fidh) mit dem zuerft fonftruterten deden.
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