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Kapitel VII.

VII. Schatten auf Drehungsflachen.

Erstes Verfahren fiir Kérper- und Schlagschatten-

grenzen: Drehungsflachen mit Achse senk-
recht zu einer Grundebene nach der all-
gemeinen Losung flir gekriimmte Fldchen

behandelt.

Diejenigen Lagen der Drehungsflichen, bei welchen
die Achsen vertikal, Vertikalebene,
oder parallel zum Grundschnitt gerichtet sind, wurden
als Falle der Anwendbarkeit

cekritmmte Fliche
Verfahren fiir Arten

oder senkrecht zur

schon in Art. 30 u. 3I der

fiir 1 behandelt.
von Schatten-

grenzen ist aber im allgemeinen nicht nur zeitraubender,

allcemeinen Lisung

g
Dieses erste iir beide
ren der in Art. 35

im fol

sondern auch wes

beschriebenen Ming
renden unter Art. 50,

minder zweckmissig als die

57 und 61 beschriebenen.

Bei Drehungsflichen mit kreisformigen oder kegel-

die
mit

sich
Art. 56 u. 57

schnittformigen Meridianen lassen Kiérper-
Be-
stimmtheit erhalten; fir andere Meridianlinien sind zwar

Verfahren

schattengrenzen nach voller

auch bei diesen die Berithrungspunkte von
Tangenten schitzungsweise einzutragen, was noch immer
eine Unsicherheit mit sich bringt; diese ist aber geringer
als bei der allgemeinen Losung.

Fiir in Art. 61
beschriebene Verfahren, das leider fast nur in denjenigen
Fillen rasch férdert, in
Kante den Schatten

Wo ein berithrender Lichtstrahlencylinder die Schatten-

Schlagschattengrenzen ist das

welchen ein Parallelkreis als

wirft, in erster Linie gebriuchlich.

orenze erzeugt, da hat fiir diese meist die allgemeine Lo-

die ja fur die Schlagschattengrenzen

sung einzutreten,

minder unsicher ist als fiir Kérperschatten, Die schirfere
Bestimmung der letzteren nach den Verfahren in Art. 50
und 57 kommt hiebei auch der genaueren Konstruktion

der Schlagschattengrenze zu gut, da diese den Schatten

der Korperschattengrenze darstellt, so z. B. in der Be-
schattung und Selbstbeschattung nach Figur 37. In be-

stimmten Fillen ist auch die Schlagschattenbestimmung
nach Art. 62 zweckmissig.

Zweites Verfahren fir Kérperschattengrenzen
auf Drehungsflichen, mit Hilfe von beriih-

renden Kreiskegeln.

Wenn man sich (Ficuren 56a u. 56b) an irgend einen
Meridian i

denkt und diese mit dem Meridian um die

eine Tangente gezogen
Achse dreht,

einer Drehungsfliche

Parallelkreis

so beschreibt der Berithrungspunkt einen
und die Tangente selber eine Kegelfliche, deren Spitze
in der Drehachse lieet. Diese Kegelfliche hat eine un-

endlich niedere Zone gemeinschaftlich mit der Drehungs-
fliche, und wo die Schattengrenze auf dieser Zone als
cinem Bestandteil des Kegels liegt, da muss sie auch lie-
oen, wenn man die Zone als Bestandteil der Drehungs-
fliche betrachtet. Wenn man also nach bekanntem Ver-
fahren die Schattengrenze auf dem Kegel konstruiert und
zusieht, wo die schattenabgrenzende Mantellinie den Par-

e

Artikel 55, 56. 15

allelkreis schneidet, so hat im erhaltenen Schnitt-

ich einen Punkt der Korperschattengrenze auf

man

punkt zug
der Drehungsfliche. Wo die Tangente am Meridian par-
allel wird z Achse,

Cylinderfliche tiber, un

eine

r da ceht die

1 §

auf dieser

Kegelfliche in

es ist auch
die schattenabgrenzende
Mantellinie in bekannter
Weise zu suchen, Zu be-
achteén ist, dass fir die
Drehungsti-

a1, fiir

konvexen

chen konvexe Ke

die hohlen Drehungs-

flichen Hohlkegel bei-

zuziehen sind. Die Grenz-

linien der Schatten sind
zwar fiir beide Fille die-
ie Licht-

Falls

n".‘]]u'll_: aber ¢
fliche
wird im andern
Schattenfliche,
Bei Anwendung die-

des einen

zur

ses Verfahrensfindetsich,
die
und ihre Schatten meist

dass Kegelspitzen

in zu grosse Ferne und
Zeichenblatt

Man
aber in diesen Fillen die

iiber das

hinausfallen. kann

Figur 56a

Konstruktion trotzdem durchfithren, indem man die zu

grossen Kegel auf die Hilfte oder einen anderen Bruch-
teil ihrer Basis verkleinert, dann den Schattenpunkt in
kleineren M
erhaltenen Abstand von der Dreh-

diesem sstab  konstruiert und endlich den

achse im gleichen Verhéltnis wie-

Fig

="

der vergrossert. 56¢ soll
diese Hilfskonstruktion anschau-
lich Die Mantellinien

fiir den Kegelschatten sind nicht

machen.

wirklich zu ziehen, da

ithren

man ja

nur Fusspunkt braucht;
andere umstindlich mit Worten
darzulegende Vereinfachungen
ler am besten neben der Haupt-
Massstab

und mit einem einzigen Kreis

de

ficur nur in kleinem

als Basis alle Kegel auszu-
fithrenden Hilfskonstruktion er-
aeben sich bel mehrmaliger Aus-
flihrung von selbst.

Nach dem vorbeschriebenen
sich fiir alle
Drehungsfiichen, besonders aber

Verfahren lassen
fiir solche mit kreisformigen Meridianstiicken, rasch einige
wichtice Punkte der Schattenkurve konstruieren, welche die
Lage und Form dieser Kurve schon fiir viele Fille gentigend
Bei einem Wulst mit
B. 8 Punkte ohne
auffinden,

einzuzeichnen gestatten, vertikaler

Drehachse (Figur 56d) lassen sich z.

eingehende Konstruktion leicht Denkt man
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sich eine Tangente, cegen oben die Achse schneidend,

unter 45° an den #dussersten Meridian rechts gezogen, so
ist der Berithrungspunkt @' der Endpunkt des sichtbaren
Teils der Korperschattenkurve. Denn der mit dieser

! Tangente gedachte DBe-

el der Wulst-

=4

rithrungs

=

fliche 1st ein Drehungs-

(i

kegel, dessen Mantellinien

unter 45° gene
\.?-{-ut'hubnﬂ bei einem solchen

e Y

die schattenabgrenzenden

=

Mantellinien im Grundriss

parallel zum Grundschnitt
und senkrecht zum Grund-
schnitt, so dass die Schat-
tenfliche genau der vierte
Teil des Mantels ist. Dies

leuchtet sofort ein, wenn

man den Kegel fiir sich
herauszeichnet und die
T Iaz des Schattens seiner
Figur 56¢ Spitze betrachtet (Fig. 560e).

Weil nun auf dem Kegel
die schattenaberenzende Mantellinie in der vertikalen Ebene
des dussersten Wulstmeridians liegt, so ist die gezogene

Tangente diese Mantellinie selber, und ihr Berithrungs-

fert (Figur 56f zeigt den Hi ewel fiir sich). Da

ferner auf dem Wulst alle Schattierung symmetrisch zu

ale \l'
1

t und die ,,Hat

der verti

alen Ebene sein muss, die durch

unter 45 ° zum Grund pt-

meridianebene® genannt wird, so finden sich leicht die

chnitt gele

ea

weiteren Punkte ¢ und & gleichhoch liegend mit & und

&' auf vertikalen Mittelachse der Figur. Im Grund-
riss miissen @ bcd auf demselben Parallelkreis liegen.

Auf dem grissten Horizontalkreis des Wulstes miissen

enabgrenzen-
den Mantellinien eines vertikalen Cylinders mit diesem

die Schattenpunkte da lieg wo die s

Kreis als Basis liecen wiirden. So finden sich durch
einen unter 45 ° geneioten Durchmesser dieses Kreises

die Schattenpunkte ee’ und #".
Noch zwei weitere Punkte, und zwar der tiefstliegende

und hichstliegende Punkt, ergeben sich durch Betrach-

tung der vertikalen Ebene, die durch die Achse unter
45°% zum Grundschnitt gelegt wird. Diese Lichtstrahlen-

ebene schneidet den Wulst nach Meridianen; wo der
Lichtstrahl diese Meridiane beriihrt, da liegen die ge-
suchten Punkte. Denkt man sich diese Ebene um die
Achse gedreht, bis sie parallel zur Vertikalebene steht,
so erscheinen die Grenzlinien der Fi

rur als Umklappung
der Meridiane. Es sind also nur an die dussersten Meri-
diane zwel Tangenten mit derjenigen Richtung zu ziehen,
welche der Lichtstrahl in seiner eigenen Vertikalebene

Figur 564, e, f,

punkt mit dem Meridian ein Punkt der Schattenkurve.

Aus &' findet sich leicht der zt

orige Grundrisspunkt a.
Ganz dieselbe Betrachtung ergiebt, dass eine an den

linken dussersten Meridian unter 45° o

zogene nach un-

ten gerichtete Tangente den linken Endpunkt der Kurve

o

darbietet. Diese Richtung ist flacher als 459; sie findet
sich nach Art. 38 ausgedriickt durch den Winkel @ = 35°
15,0 oder durch die Richtung der Hypothenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks, dessen vertikale Kathete gleich

einem beliebigen Mass @ und dessen horizontale Kathete
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heisst gleich der

2, das

oleich @ Diagonale eines Qua-

drats tiber @. Die Bertthrungspunkte dieser zwei Tan-
,und 2',; durch das Zuriickklappen dieser
Punkte in ihre urspriingl Meridianebene findet

die Lage der Korperschatteng und 24,

senten seien

iche sich

die

oot

S5

renzpunkte

um so wichtiger sind, als die horizontalen Parallelkreise

im Aufriss, die zum Zuriickklappen dienen, zugleich Tan-

genten an der Grenzkurve in diesen Punkten darstellen.

[n den Grune

und 4 hat die Grenzkurve im
il

isspunkten 1
Grundriss eine kurze Symmetralachse, wogegen der senk-
rechte Durchmesser e 7 eine grosse Symmetralachse dar-
stellt.

Ganz dieselbe Betrachtung fithrt zu den 8
der Waulstfliiche mit konkavem Meridian, Fig
bei diesen Wulstflichen,
die

Punkten
Wie
so lassen sich fiir alle anderen
Punkte de1
Auch fiir die Schlag-

‘;h‘__g

Drehungsflichen wichtigsten Kérper-
schattengrenze rasch bestimmen.
schattengrenze, die bei Drehungsfliichen mit Selbstbeschat-
tung hinzutritt, fithrt die Betrachtung der vertikalen Licht-
strahlenebene, die durch die Achse geht, und die Er-
doung der Symmetrie der ganzen Schattierung in Be-

ziechung auf diese Ebene zu einigen Schlissen, so dass
sich im Zusammenhang mit Art. 34 tiber den Verlauf der
Schattenerenzen auf Drehungsflichen mit vertikaler Achse
in Art. 63
Die Anpassung dieser Sitze an die Lagen der Drehungs-
Vertikalebene

die gegebenen Sitze zusammenstellen lassen.

achsen senkrecht zur und parallel zum

Grundschnitt bedarf keiner Erkliarung.

Verfahren
auf Drehungsflichen, mit Hilfe von bertih-

renden Kugeln.

fiir Kérperschattengrenzen

Der Anschauune vielleicht minder leicht zuginglich,
aber in der Ausfithrung einfacher und raumsparender ist
ein drittes Verfahren zur Bestimmung der Kirperschatten-
grenzen auf Drehungsflichen, niamlich dasjenige mit be-
rithrenden Kugeln. Jede Drehungstliche kann aufgefasst
Kugeln verschiedener Grisse,

als umbhiillt

deren Mittelpunkte auf der Achse der Drehungsfliche lie-

werden von

gen und von denen jede die Flache nach einem Parallel-
kreis bertihrt, lings welchem jeder Kugelradius normal
richtet ist. Einen

zum zugehorigen Meridian der Fliche

solchen Parallelkreis (/¢ in Figur 57a) kann man eben-
gur 57 a)

sowohl als eine sehr niedrice Zone der Kugel wie der
Drehungsfliche auffassen, und wo die Schattengrenze

darauf erscheint als auf einer Zone der Kugel, da muss
sic auch liezen als Bestandteil der Schattengrenze der

Drehungsfliche.
Hier ist vorauszunehmen, was erst spiter (in Art. 06)
nicht bedarf, ndm-

ausgefithrt wird, aber eines Beweises
lich dass die Korperschattengrenze auf der Vollkueel ein
Grosskreis senkrecht zur Lichtrichtung ist. Im Grundriss
und Aufriss der Kugel (Figur 57a) ]s;’caiiril't't sich dieser
Achse ein Durch-
Lichtstrahl-

Grosskreis als eine Ellipse, deren grosse

messer der Kugelprojektion senkrecht zur
projektion ist. Die grosse Achse der einen Pre

projiziert sich in der andern Projektion horizontal.
diese Ellipse im Grundriss oder Aufriss geschnitten wird

e

Artikel 57. 47

von der Projektion eines der zuvor genannten Parallel-

kreise 7' ¢, da

hungsfliche.

ist ein Schattenpunkt auch fiir die Dre-

Die Grosskreisebene schneidet wenn die

Drehachse vertikal vorausgesetzt wird die horizontale

Parallelkreisebene nach einer gemeinschaftlichen Sehne

mn, die wie die Grosskreisebene selbst normal zur Licht-

richtung steht, also im Grundriss normal zur Lichtstrahl-
projektion erscheint.
Sobald R

der Parallelkreis fg in Aufriss und Grund-

riss der Drehunosfliche gezeichnet und die Normale der
Meridianlinie 7' ¢' (als Kugelradius gedacht) gezogen ist,

lassen sich nun die auf dem Parallelkreis liegenden Kir-

perschattengrenzpunkte » und »z rasch bestimmen, ohne

dass die Kugelprojektionen und die Ellipsen gezeichnet

werden miissten. Man zieht (Figur 57b) im Aufriss o' 2’

senkrecht zur Lichtstrahlprojektion und im Grundriss den

Radius o » horizontal, lotet p° in
5 die Sehne senkrecht zur Lichtstrahl-

den Grundriss auf o7

nach p, zieht dur

tion, erhalt dadurch auf dem Parallelkreis s und 2
und

proje

se Punkte hinauf nach #»' und #'. @'

und lotet d

nn' sind Kérperschattengrenzpunkte der Drehungsfliche.
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Verfah

kugeln auf eine Drehunegstlic

t den
Achse

Figur 5
1¢

des Beriihrungs-

Anwendung

mit senkrecht zur

Vertikalebene vertieft in diese;

auf welchem die Kérper-

der

Fg sei der Parallelkreis,
schattengrenzpunkte zu suchen sind, im Grundriss;
sei dessen Aufriss. ¢ im Grundriss ist nor-
Lichtstrahl-

oezogen,

Kreis um o'

Meridian ;

mal zum op 1ist senkrecht

hnitt mit Fg

Zur

projektion bis zum hori-

Aufriss,

zontal im # nach p' hinaufgelotet; Sehne ' 7'
durch p' senkrecht zur Lichtrichtung gezogen; #' und #
hinabgelotet nach 2 und #.
schattengrenzpunkte. Weil die Drehungsfliche in die Ver-
tikalebene vertieft, also hohl gedacht ist,
Hohlkugel in
wil flm!

iiber 7

mwz und 22’ sind die Korper-

so ist auch die

Betracht zu ziehen, also gehort der Bogen

der Schattenfliche an; andernfalls wire wvon '

bis #' Licht und der l'eil des Parallel-

orissere

kreises im Schatten

.Koérperschattengrenzen auf Wulstflichen, mit
Hilfe von beriithrenden Kugeln.
Zur Bestimmung der Korperschattengrenzen auf

Waulstfldchen ldsst sich die Kugel noch in einfacherer
Weise verwerten als nach Art. Eine Wulstfliche ent-
steht durch Drehung eines Kreises oder Kreishogens um

eine in seiner Ebene liegende Achse; sie ist also nicht
nur Umhillungsfliche von Kugeln, deren Mittelpunkte

auf der Drehungsachse lie

1 S0n

dern es liegt nidher,
sie als Umhiilllungsfiiche gleich grosser Kugeln aufzu-

s

fassen, deren Mittelpunkte auf dem Kreis liegen, den der
Mittelpunkt des Meridiankreises der Wulstfiz der
Drehung beschreibt. Jede umhiillende Kugel beriihrt die
Waulstfliche einem solchen Wo die

Korperschattenpunkte auf diesem liegen als auf einem

bei

nach Meridiankreis.

Bestandteil der Kugel, da liegen sie auch als Bestand-
teile der Kérperschattengrenze auf der Wulstfliche.

folorenden

Im
(Fig., 58) ist die Anwendung dieses Gedankens

auf den konvexen Wulst und auf die halbe hohle
fliche mit

gezeigt,

Wulst-

Drehungsachse senkrecht zur Vertikalebene

Man zeichnet als Aufriss eine Kugel mit dem Radius

des Meridiankreises der Wulstfliche samt ihrem schatten-

abgrenzenden Grosskreis, wobei die Ellipse, als welche
Art,

dieser erscheint, nach 66 erhalten werden kann.

eine oeniicende

auf

Id denkt

s Kuge man

Zahl
Whulstfliche g

und zwar so, dass der Mittelpunkt des Kugelbildes immer

von Radien zwischen zwel Aufrisskreise der

rt, wie es Figur 58 anschaulich macht,

auf dem Radius liest und die grosse Achse der Ellipse
%) bleibt, wie es der Auf-

einer Vertikalprojektion ent-

immer gleicheerichtet (unter
g 4

fassung des Ku les als

spricht. 1s schnei-

Wo die Ellipse auf der Kugel den Rac

det, da ist ein Punkt der Kérpers tengrenze der Wulst-

fliche. Beim hohlen Wulst ist nur die punktierte Hiilfte

der Ellipse in Betracht zu ziehen; bei der konvexen

Wulstfliiche mit vollem Kreisquerschnitt werden fiir jede

Lage des Kugelbildes zwei Punkte erhalten.

Zur praktischen Durchfithrung chnet man sich die
Kugel nur einmal seitlich vom gegebenen Wulst (s. Figur)

und zieht du

den Mittelpunkt des Kugelbildes parallele

Durchmesser zu den Radien des Wulstaufrisses, worauf
sich die Abstinde der Schattenpunkte von den Wulst-
rindern auf jedem solchen Durchmesser abstechen lassen.
Auch kann man das Kugelbild auf Pauspapier zeichnen

und nacl

inander mit unveriinderter Richtung auf die

Radien legen, wobei sich in jeder La der Schatten-

punkt auf
Die

die einer Grundebene parallel sind,

den Radius durchstechen lisst.

Anwendung auf andere Lagen der Dreha

bedarf keiner Erkli-
rung.
einfach

Doch ist zu beachten, dass die Lisung um so
diejenige Projektion der Wulstfliche

erfordert, in welcher deren

sein

zu

Drehachse sich als ein Punkt

projiziert, weil sich in andern Proj
kr

stionen die Berithrungs-

rade Linien projizieren. Ist die Schatten-
grenze in einer andern Projektion verlangt, so ist sie in
dieser erst durch Uebertragung der in jener ersten Pro-
jektion gefundenen Grenzlinie erhiltlich.

Vierte
aufDrehungsflichen, mit Hilfe des Schlao-
schattens
Achse,

s Verfahren fiir Kdrperschattengrenzen

auf einer Ebene senkrecht zur

Der Schlagschatten eines Drehun
seiner Achse
wohnlichen Weg dadurch erhalten, dass man zuerst die

rskorpers auf einer

Ebene senkrecht zu wiirde auf dem

ge-
Korperschattengrenze auf dem Drehungskiirper und dann
deren Schlagschatten auf der Ebene in bekannter Weise
aufsucht. Nun ldsst sich aber dieser Schlagschatten meist
1

die Schatten einer

Zahl von Parallelkreisen auf der Ebene zeich-

rascher dadurch erhalten, dass man

geniigcenden

net. Diese Schatten werden wieder kreisformie und wie
in Art. 10e auf kurzem Weg gefunden; ihre Umhiillungs-
linie ist die Schlagschattengrenze,

Die so erhaltene Grenzlinie ist zueleich der Schla
schatten der Kiarperschattengrenzlinie und kann mit Um-

kehrung
verwertet

des gewihnlichen Wegs zu deren Bestimmung
werden Man 1

einen

(Figur sga).
Schitzung moglichst g

yestin durch

1unt

nau Seriihrungspunkt
oder z zwischen einem Schattenkreis und der Umhiillungs-
kurve; ein riickwiirts durch den Punkt gezogener Licht-
strahl liefert als Schnitt

schattenwerfenden

dem Parallelkreis den

Punkt @« oder 4,

mit Zu-
gehdrigen welcher

59.
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der Korperschattengrenze angehiirt. Auch

notwendig

durch zwei |:‘ll'.:'i e Radien kann der schattenwerfende
Punkt aus dem Schattenpunkt abgeleitet werden; ¢« ist
[u!!ll‘ill'l on, ¢b ist parallel o7, wona es nicht nitie

hnen, sondern ge-
die parallelen Radien darzu-

des Verfahrens mit weiteren

151

lkreis @ & selbst zu

Schatten und
Durch Wiederholur
Berithrungspunkten lisst sich im Zusa

niiet, dessen

stellen

19

menhang mit der

Jestimmung wichtiger Pun nach Art. 36 die Korper-
schattengrenze fiir hestimmte Fille rascher erhalten als

ine Brauchbarkeit

auf den anderen Wegen; aber

. e

el 59, 6o, 61. 19

auf

rallelkreise des Korpers ist die
der Umbhiil-
Schattenkreise gefunden worden. s
der :“'.\‘hl.l'_'\'-

nen der Schatten der

Schlagschattengrenze Vertikalebene als

lungskurve der sel

einer der bei Berithrungspunkte zwischen

n

schattengrenze und dem Schatten des Pa kreises o' ¢'.
Der Lichtstrahl

Ziehen der parallelen Radien #'s' und o' &)

(oder das

liefert den

riickwirts durch s gezogene

Kérperschattenpunkt £'.

Fiinftes Verfahren fiir Kdorperschattengrenzen
auf Drehungsflichen, mit Hilfe der Normal-

kugel

Ein fiinftes Verfal zur Bestimmung der Kérper-

1rer

mit Achse

schattengrenzlinien auf Drehungs hen S¢
recht zu er Grundebene bietet die ,,Normalkug: die
in der Beleuchtungskunde zur Bestimmung der Zwischen-
stufen der Beleuchtung verwertet wir Hiefiir ist auf
Art. 93 bis gb zu verweisen.

Zweltes Verfahreén Schlagschattengrenzen
auf Drehungsflichen, mit Hilfe der kon-
ocruenten Schlagschatten auf Parallelkreis-

ebenen.

beschriebenen Verfahren haben
auch

Die in Art. 56 und :
Mangel,

N dass sie nur Korperschatten-, nicht

ng von

kann diese Art der Kérperschattenbestimmun Dre-
hungsflichen nicht beanspruchen. Sie versaot leicht gerade
Stellen durch
ren Schlagschattenflichen er-

en jener Umhiillungs-

er Linien,

Hiufung

an den wichtigsten

o

Korperschattengrenzen

geben sich dabei aus solchen T

kurve, welche im Innern der Schle
also spiter im Resultat der Konstruktion nicht mehr sicht-

woschattenfliche liegen,

bar sind.
r 5gb mit per-

- Durch Zeich-

o

Ein durcheefiihrtes Beispiel bietet Fi

o

spektivischer und geometrischer Darstellun

G er,

Auch fiir die Bestimmung

chattengrenzen liefern.

dieser letzten
4

oiebt es eine zweite Konstruktion, die zwar

den entge esetzten Mangel hat, keine Korperschatten-

el

fern, aber mit den Beriihrungskegeln oder

orenzen mitzul

-kugeln verbund werden kann und dann entweder die
zeitraubende allcemeine Lésung entbehrlich macht oder
sie erginzt und Proben fir sie liefert. Sie ist in erster
Linie und fast ausschliesslich wertvoll in den hiufigen

ien ein Parallellireisrand die Schlagschatten-
Wo eine Auswilbung der Fliche oder

[Fillen, in we

grenze ETrZels

60.




Dieser Schatten

schatten des Randkrei

ist die | den Sch

hattunge
n (nach

Best

ein dusserer Korper die
ein Kreis sein, und

ns leidet | muss wie

Konstruktion in Art. 62 vorzuzi

Verfahren oft an sehr spitzwir oleerung e) rasch, indem man den Schatten R

dligen | Art. 10,

die es ebenfalls un- | des Mittelpunktes € auf der

|
bene A7 N bestimmt und

=S Neu

auch
Durchsechnitter

zweler Krei
Randkreises einen Kreis um A be-

mit dem Radius des
sser vom Randkreis geworfene Scl

an den wicht
attenkreis
Stundary

stellen

sicher machen, und zwar

schreibt, Di
7. schneidet den Parallelkreis 2 in zwel Punkten

welche Punkte der gesuchten Schattengrenze

der im

die Verschwommenheit
ttierune der Gebilde zum Aus-

Stellen, worin wieder

handenen Sq

Raum wvo

druck gelangt (vel. Art. 33).

Figur 61a bringt den Grundgedanken der Kon- 3 ; =
struktion per ivisch zur Anschauung, und zwar an S e
: I S

P

—a

| £
f

g
Ll

/

Denn sie gehéren der Drehungsfiiche an, weil sie auf
liecen und gehodren dem Schatten des

I1.

dem Parallelkreis

Schattenkreis 7 lic

Randes an, weil sie auf dem
nahme weiterer Schnittebenen parallel zur Rand-

Durch £
\chse und konkaver | ebene erhilt man weitere Paare von Se hattenpunkten.
In der Nihe des Randes werden die beiden sich schnei-

fast gleich gross und die Mittelpunkte lie-

einer Drehungsfliche mit vertikaler

Meric i

Man schneidet die denden Kre
M N parallel zur Ebene des schattenwerfenden Rand- | gen nahe beisammen, wodurch die Durchschnitte un-
einen Parallelkreis /2, | sicher werden.
Figur 61h zeigt dieselbe Konstruktion mit Darstellung
Die Ebene 4N schneidet

1linie.

Drehungsfliche durch eine Ebene

kreises und erhiilt als Schnittlinie
der im Grundriss als konzentrischer Kreis leicht zu zeich-
durch Grundris und Aufriss.

nen ist. Man sucht ferner auf der Schnittebene 7N
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der im

Parall
konzentrischer Kreis um ¢

nach dem

die Drehungsfliche

) \J"/"'
Der Schatten des Randkreises auf der Ebene

Grundriss als

erschemnt.
MN wird im Grund erhalten durch Bestimmung des
Schattens von ¢¢' in ¢ und durch Beschreiben des

mit 7/ ¢'#n'. Hiedurch entstehen im

Schlagse

Kreises um #

Grundriss die attenpunkte s und /, die nach s

und # auf die Horizontale 47 A hinaufzuloten sind.

Fi

recht zur Vertikalebene,

Achse senk-

-ur 61 ¢ bietet eine Drehungsfliche

vertieft in diese, fiir welche die

Kirperschattengrenze mit Bertihrungskegeln nach Art. 56,

l‘\‘ Weise

die

die Schlagschattencrenze 1in  der Dbeschriebenen
konstruiert ist. Hier ist
MN,; sie nach dem
der im Aufriss als Kreis um ¢' mit ¢' 2
ist der Schatten des Mittelpunktes
N

Schlagschatten

im Grundriss angenommen

Schnittebene schneidet die Fliche
Parallelkreis ¢ 7',
— ‘..:r,ﬁ» erscheint. »7
nd der Kreis um 7' mit 7'/ =
des auf

Die beiden in der Ebene /N liegenden Kreise

der Ebene

ch ist der Randkreises dieser

Ebene.

und #' 7 schneiden sich in s’ und #; diese sind Punkte

der Schlagschattengrenze im Aufriss und geben, auf W/ N
hinuntergelotet, die zugehiiricen Grundrisspunkte s und ¢
(der Grundriss ist als Horizontalschnitt mit Ansicht nach

unten darcestellt).

Auch in Figur 65g liesse sich - Schatten der kreis-

formicen Scheiteloffnung auf der Kuppelfliche mit Hilfe

nen, und zwar fiir
Dasselbe gilt
fiir die Schlagschattengrenzen auf den Kugelflichen der

taler Parallelkreisschnitte bestimz
Meridianform

hori

jede beliebige der Kuppel.

65 f, endlich fiir die Schlagschatten-
ur 58.  Selbst

Figuren 65d, 65e u.

grenze auf der hohlen Wulstfliche der Fi

fiir die Beschattung von geraden und schiefen Kreiskegel-

flichen durch ihre kreisférmigen Randlinien kann das

Verfahren oft niher liegen als das gewdhnliche ; so wiren

)

z. B. die

Schlagschattengrenzen in den Figuren 44 u. 45
damit erhaltlich.

Wenn nicht ein Rand des Drehungskdrpers, sondemn
berithrenden Lichtstrahlen
den Schlagschatten
der Schlagschatten

eine durch Auswilbung mit

entstandene Korperschattengrenze

ft, wie in Figur 31Dh, oder wenn

von einem #usseren Korper herriihrt, so gestaltet sich das
Verfahren meist wenicer einfach als nach Art. 62; doch
diirfte es auch noch in diesem Fall oft eine Abkirzung
ceoeniiber der alleemeinen Losung bieten. Man sucht von
der canzen

suchende Schlagschatteng

Korperschattengrenzlinie, welche die zu
- .nze als Schatten wirft und zu-
Schlagschatten
ciner Parallelkreisebene. Wo der Parallelkreis geschnitten

wird von der erhaltenen Hilfsschlagschattenlinie, da liegen

auf irgend

vor bestimmt sein muss, den

nze auf dem Kdorper.

zwei Punkte der Schlagschatteng

Fiir weitere Parallelkreisschnittebenen wird die Hilfsschlag-

offenbar kongruent der ersterhaltenen, da

beide parallele Schnitte desselben Lichtstrahlencylinders

schattenlinie

bilden. Sie muss also nicht neu konstruiert werden, son-
dern ist durch paralleles Fortriicken der ersten in der
Wie weit

e von

[\’ix‘]:llmg des Lichtstrahls rasch zu erhalter
der

sie fortriicken hinet in bekannter We

muuss,
Linge des Achsenstiicks zwischen beiden Parallelkreisen

ab. Man wird sich die einmal konstruierte Hilfsschlag-

Artikel 61. 51

schattenlinie mit Angabe der Lichtstrahlrichtung auf Paus-

papier zeichnen und sie von Kreis zu Kreis verschieben,

um auf jedem die zwei Schnittpunkte durchstechen zu
Doch ist dieses Verfahren schon fast identisch

1 Art. 62,

kénnen.
mit

1stfoleenden in und nur ausnahms-

dem mni

weise diesem vorzuzichen.
Ein einfaches hiibsches Beispiel ist in Figur 61d ge-

zeichnet. Ein vertikaler Kreiskegel wirft seinen Schatten

auf eine Kuwel oder eine Drehungsfliche mit vertikaler
au 3 o
Achse. FEine horizontale Schnittel

den Kegel als die Drehungsfliche nach einem Kre

e schneidet sowohl

der

im Grundriss als solcher erscheint. Man sucht im Grund-

riss den Schatten des Kegels auf der Sc ittebene, indem
in bekannter Weise der Schnittpunkt eines durch die

.1 Lichtstrahls mit der Ebene bestimmt

Kegelspitze gezoger
und aus diesem Punkt die zwei Tangenten an den Kegel-
kreis oeZOZENn WE rden. Wo diese
kreis der Drehunesfliche schneiden, da liegen zwei Punkte

langenten den Parallel-




(9]

i K
h2 ;

der oesuchten Schlagschattengrenze. Denn die

sind zugleich Punkte der Drehungsfliche

Punkte der

Punkte

renclen Lichtstrahlenebenen.

am Kegel tang

Das Hinaufloten auf den Parallelkreis im Aufriss liefert
die zwei Schattenpunkte auch im Aufriss. Durch An-
nahme weiterer horizontaler Schnittebenen lassen sich

weitere P

heliebig viele lare von Schattengrenzpunkten

finden

Drittes Verfahren fiir Schlagschattengrenzen
auf Drehungsflichen, mit Hilfe zweier

Schlagschatten auf einer Ebene senkrecht

zur Achse.

Der Gedanke dieser Schlagschattenbestimmung ist in

ur 62 a perspektivisch zur Anschauung gebracht. Wenn

Rand d fliche, oder

ein

Korperschattengrenze auf

einer Auswilbung der Flidche, er endlich die Selbst-

schattengrenze eines dusseren Korpers die Schlagschatten-

orenze auf einer Drehungsfliche erzeugt, so zeichnet man
f der zur Achse senkre
Schlagschatten j

cht stehenden Grundebene den

schattenwerfenden Linie und dazu

ll‘.'”] zu vermuten
ist, dass die zu suchende Schlagschattengrenze iiber ihn
Wo die be

erhaltenen Schlagschattenlinien s=ich schneiden, da liegt

denjenigen eines Parallelkreises, von

den

wegoeht. hiedurch auf der Grundebene

der gemeinschaftliche Schlagschatten zweier | Fixpunkte®

beider Linien, das heisst zweier Punkte, von denen der

eine der Schlagschatten des andern ist. Ein rtickwirts

durch den gemeinschaftlichen
Lichtstrahl
punkt auf dem Parallelkreis und damit zu einem solchen

auf der Drehung

Schlagschattenpunkt ge-
ZOgenel fithrt also zu einem Schlagschatten-

che.

Die Ficur zeigt ein horizontales Sechseck und dar-
unter einen beliebig ausgewiihlten Parallelkreis der durch

thren

punktierten Umriss angedeuteten Drehungsfliche.

Die Umrisse der Schlagschatten, die beide Figuren auf

die Horizontalebene werfen, schneiden sich in den Punkten
# und y. Die riickwirts durch
Parallelkreis

diese Punkte bis zum

Lichtstrahlen
7; diese Punkte gehtren der Schlagschattent

gezogenen

und NZe

auf der Drehungsfliche an. Sie werden schiirfer erhalten,

wenn man im Schattenkreis die Radien o2 und ¢y und

im Parallelkreis die Radien C
zieht.

S und € 7 parallel zu jenen

treffen diesen in .S

Artikel 62.

Ficur 62b zeigt ein durchgefithrte sind
der ebene gezeichnet die der
sechsseiticen IJ[-\‘|\|w!\:‘.l|' mnd der Paralle L

Ly 5.

Die Schlagschatten
Art. 59 i

grenzpunkte

z, 3, 4 sind

nach zur Bes

zweler Korperschatten-

Kreise mitbeniitzt (2

g e

auf jed

).  Schattenkr srithrt den Sechseckschatten in

Punkt der

Die .“\L]]H:H;\H‘.ﬂ\'h_‘ der Schlag-

enthiilt Parallelkreis 7 den obersten

1
also

=2 Fo55

schattenkreise 4 und 5 mit dem Sechseckschatten fallen
innerhalb des Kurven s 2k gk ak dasaof der Hori-
zontalebene den Schlagschatten der Fliche begrenzt. Hie-

durch ist ausgedriickt, dass die auf den P

Jlelkreisen 4

und 5 erhaltenen Schlagschattenpunkte keine wirklichen
Schattengrenzpunkte sind, sondern schon in die Kérper-
fallen. der

Schnittlinie an, die das sechsseitige (vielmehr achtseitige)

schattenfliche Diese Punkte gehtren zwar

von der Deckplatte ausgehende Lichtstrahlenprisma mit
bildet;
soweit Schlagschattengrenze, als sie auf die Lichtfliche
des Drehungsl

der Drehungsfliche die Schnittlinie ist aber nur

irpers zu liegen kommt.

Dieses Verfahren kann zuweilen bei Drehungsktrpern,

deren Selbstbeschattune nicht von Parallelkrei
rithrt, die Stelle des

Lisu

canten her-

an mm Art. 61 beschriebenen oder
treten =

wickelten Fillen oft willkommene Proben fiir das Resultat

der alleemeinen ng auch wird es in ver-

der allgemeinen Loisung liefern; aber allgemeine Brauch-

barkeit kann es so wenig beanspruchen, wie die mit ihm
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verwandte und kombinierbare Korperschattenbestimmung
nach Art. 50.
Sitze fiber den Verlauf

aut

a) Soweit der Umriss einer Drehungsfliche durch

Meridiane

\(‘]]H“U‘IIL‘;'G'H?|-‘lli". en im

beginn

oel en und endigen die Kérper-

Aufriss an den Bertihrungspunk-

ten der am Umriss tangierenden Lichtstrahlprojektionen.
Die Kurven

n in diesen Punkten mit Beriihrung am

Umriss von 1 n sichtbaren Teil zum unsichtbaren iiber;

doch ist die Beriihrung hiufie eine solche von sehr kleinem

Kriimmungshalbmesser, so dass sie sich von einem Schnitt

terscheidet.

wenig Die Grundrisse dieser Punkte liegen
auf dem horizontalen Durchmesser des Grundplans.

tl] ]r':i\‘
z 1 r
ender aul

da die

einer Lichtstrahlenebene, die durcl

n solchen Kurvenpunkt entspricht ein gleich

dem Aufriss der Achse des Dre

hoch 1i UNgs-

l\‘l\!‘|h“\". Grenzkurve 1m Raum syn

etrisch ist zu

die Achse g

jie Grundrisse dieser Punkte lie auf dem wvertikalen

I
Durchmesser des Grundplans und auf denselben Parallel-

kreisen wie die vorigen, wie itberhaupt die ganze Grenz-
kurve im Grundriss symmetrisch ist zum Durchmesser-
lichtstrahl.

c) Wo der Umriss der Drehur ‘he eine vertikale

Tangente hat, da finden sich die Schattenpunkte auf dem

zugehoricen Parallelks da, die hattenabgrenzen-

Mantellir

3a

WO

mit diesem

den

ien eines vertikalen Cy
Hl':'

Schattengrenzlinie

Im Grundriss beriihrt im

Kreis als I n wiirden.

alleemeinen die in diesen Punkten

deren Parallelkreis und geht, wenn dieser den Umriss
bildet, vom sichtbaren Teil zum unsichtbaren iiber.
d) Die hochsten und tiefsten Punkte der Korper-

schattengrenze liegen im Grundriss auf einem parallel

zum Lichtstrahl Durchmesser. Femer liegen

diese Punkte

oezZogenen

auf denselben Parallelkreisen wie die Be

rithrungspunkte von Tangenten, die im Aufriss unter dem

Lichtstrahlenneigungswinkel @ = 35° 15,9° (8. Art. 38) an
den Umriss der Drehungsfliche gezogen werden. Aus

diesen zwei ceometrischen Orten ergeben sich die Punkte
in beiden Projektionen.

¢) Schlagschattengrenzen, die vom Korper selbst

worfen werden. sehen im Grundriss und Aufriss bert wrend
Teil

auf die Achse

am Umriss vom sichtbaren zum unsichtbaren tber.

Im Aufriss liegen die fallenden Kurven-

punkte gleichhoch mit den Ber -ungspunkten am Um-
riss, da auch die Schlagschattenkurve im Raum sym-
metrisch ist zur Lichtstrahlenmeridianebene. Aus dem-

selben Grund erscheint der Grundriss der Schlagschatten-

kurve symmetrisch zum Durchmesserlichtstrahl.

fi Der hiichste Punkt eciner solchen Selbstbeschat-
tuneserenze liegt im Grundriss auf dem Durchmesser-

lichtstrahl. Ferner liegt der Punkt auf demselben Parallel-

kre

wie der Schnittpunkt, welchen die unter d) genannte
Tangente mit dem Umriss der Drehungsfliche bildet.
o) Endpunkte einer Selbstheschattungsorenzlinie an

deren Anstossen an einer I\.".1'|nz]'m-lmnangn-n?hmr sind

meist zugleich Berithrungspunkte zwischen der Schlag-

AT

oente von 45 Neigung (sowohl im Grundriss a

riss). Die Erscheinung findet sich WO
schattencrenze, als Schnitt des Lichtstrahlencylinders mit
der Drehungsfliche aufoefasst und in dieser Eigenschaft

{iber den letzten Lichtstrahl, den sie

fortoesetzt ged:
dussers

erreicht, nicht hinausgehen konnte, weil er die

Mantellinie des Lichtstrahlencylinders bildet.

Schatten a

Drehungsflichen mitschiefgerich-
teter, aber einer Grundebene gleichlaufen-

der Achse.

Wenn die Achse einer Drehungstliche beliebig

schiefeerichtet ist,

so projizieren sich bei Anwendung de:
allcemeinen Losung aus Art. 30 die Parallelkreise, die
zum Aufsuchen der Durchschnitte des Korpers mit den

[ichtstrahlenebenen dienen, im Grundriss und Aufriss als
Ellipsen und das Verfahren wird dann sehr bemiihend;
ia schon das Zeichnen der Umrisslinien solcher Drehungs-
ist Arbeit. Doch
technischen Darstellungen Drehungsflichen

fldchen eine grosse kommen in den

wenn iiber-

haupt schiefg dass ihre

Achse

Parallelkreise

richtet meist nur derart vor,

I ist, dass sich die

einer Grundebene S0

als

srojizieren, und fiir diesen Fall giebt es ein Mittel, die
PO, !

Parall
I

auf dieser Grundebene

cerade Linien

Parallelkrei

Konstruktion der

der

umgehen.

ipsen, als welche die

andern Grundebene sich projizieren wiirden, zu
Ver
so fithrt man eine neue Horizontal-
steht,

\lelkreise sich als Kreise projizieren, und

in

richtete Achse der

[st z. B. die schiefo

tilkkalebene parallel,

ebene ein, die senkrecht zur Drehungsachse auf

welcher also die Par:

bestimmt die Richtungen der beiden Projektionen, welche

der Lichtstrahl gegenither dem neuen Grundschnitt

nimmt. Wie sich die Drehungsfliche schattiert im neuen
Grundebenensystem mit den neuen Lichtstrahlprojektionen,
so muss sie sich auch im urspriinglichen Grundebenen-

system mit den urspriinglichen Lichtstrahlenprojektionen

schattieren, ja durch Aenderung der Projektionsebene
die Richtung des Lichtstrahls gegeniiber der Fliache nicht
gedndert wird.

Es handelt

strahlprojektionen

Licht-
Die

neue Vertikalprojektion des Lichtstrahls bleibt gegen-

sich nun um die Bestimmung der

im neuen Grundebenensystem.

iiber der Drehungsachse in derselben Richtung wie zu-

vor, weil ja die Vertikalebene unverinderlich bleibt; es

sndert sich nur der Winkel, den der Grundschnitt mit
dieser Projektion bildet. — Zur Bestimmung der neuen
Horizontalprojektion dient folgende Betrachtung: Da

die urspriingliche Vertikalebene bleibt, so bleiben auch
die urspringlichen horizontalen Entfernungen aller Punkte

eines Lichtstrahls von der Vertikalebene dieselben wi

Diese Entfernun ersche ebensowohl 1m

ZUVOr. 1l

oen

neuen Grundriss in ihrer wahren Grisse als im ur-

springlichen Grundriss, da sie der neuen Horizontal-

chene ebensowohl parallel sind wie der urspriinglichen.
Man hat Lichtstrahl
des urspriinglichen Grundebenensystems zwel beliebige

also nur auf einem beliebigen
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deren Abstinde Grund-

Grundrss ebenso

Punkte anzunchmen und vom

‘-\'JHHH i"H neuen anzunehmen ILI--

OTOSS

sie im urspringlichen Grundriss we
[st in Figur 64a A 5 die

er urspriingliche Grunds

gegebene Drehungsachse,
hnitt, £ F und G AH die
htstrahlprojektionen,

G

urspriinglichen [

L. M senkrecht zu
\ 'r.iI

zun

A B der neue Grundschnitt, so macht man (.5 =
7= P H, wober. £ .8 und 7T senkrecht
neuen Grundschnitt Z 47 stehen. Es
neue Horizontalprojektion, Z # die neue Vertikalproj
Lichtstrahls.

und

Bty dani =57

f](i.-

Das Verfahren ist iibertragbar auf Drehungsflichen,

sind, nicht aber auf solche,

die der Horizontalebene parallel

" /
¢ /
"-.\7 7
axh,
.f. S
7
/
.f.
/
/
é -
/ a /
4 GE— &

Figur 644.

deren Achse keiner Grundebene lhl]':l”l‘] ist, weil bei diesen
das gegebene Bild der Drehungsfliche in den neuen Pro-
jektionen sich dandern wiirde.

Der in Figur 64b nur als Aufriss gegehene Drehunes-

kérper mit geneigter Achse parallel zur Vertikalebene (die
Achse ist auch im Grundriss gezeichnet) bietet ein durch-
geflihrtes Beispiel.
Punkt / des Grundschnitts NV 2
gen und auf diesem ein beliebiger Punkt
mit den Projektionen & und £ LM senk-
recht zur Achse des Drehungskérpers ist der neue Grund-
£¢ und AT LML 0.8
ist gleich &V G aufeetragen. Lichtstrahl
worden ist, so ist das in
Mass P A hier gleich Null ge-
worden, also ist auch das frithere Mass & 7" gleich Null

Durch den
Lichtstrahl g

ist ein
YAl

angenomimern.
schnitt, senkrecht zu
(Da
den Grundschnitt NV /2 gezogen
Ficur 64a

stehen
der durch
vorhandene

zu machen, das heisst der Endpunkt 7° der neuen Licht-
strahlprojektion fillt nun in den neuen Grundschnitt Z A7)
£ /7 und S 7 sind die zum Grundschnitt 7 )7 gehorigen
Lichtstrahlprojektionen, mit deren Beniitzung der Korper
schattiert worden ist. Zu diesem Zweck wurde im neuen

Grundebenensystem sein Grundriss eezeichnet, in dem
Die Schatten-
Art. 30 bheschriebenen
allgemeinen Verfahren, teils mit den Bertihrungskegeln

nach Art. 56 bestimmt,

die Parallelkreise sich als Kreise projizieren.

orenzen sind teils nach dem in

wobel nur die verinderte Licht-

VIII

Artikel 65

strah einen Unterschied hereingebracht hat. Auch

der

r neuen Li erhalten
Der auf die

lende Teil des Schlagschattens lisst

kann mit I htstrahlprojektione

e Horizontalebene fal-

werden,

urspriing

sich, nachdem die

Schattengrenzlinie auf der Vertikalebene canz konstruiert
“htstrahl-
projektionen und des urspriinglichen Grundebenensystems

;
ist, dieser mit Hilfe der urspriinglichen I

aus

ableiten, da ja alle Verbindungslinien der einander ent-
sprechenden Punkte dieser beiden
strahlen sind.

Schattenficuren Licht-

Ein zweites Hilfsmittel zur Korperschattenbestimmung
auf schiefgerichteten Drehungsflichen mit Achse parallel

zu einer Grundebene bietet die , No S, Arto gy

Tkugel*

VIll. Schatten auf Kugelfldchen.

Die Umklappung oder
Hilfsmittel,

schrige Seitenansicht 65,

als elliptische Projektionen

der Schnittkreise zu umegehen.
Beli Anwendung der in Art. 28 erklirten allremeiner
Osung fiir die Beschattung gekriimmter Flichen auf die

I

Kugelflache, sei sie

konvex oder konkav, werden die
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