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Kapitel VIII

biert no

in den Teilpunkten «

den #Aussersten Teil, so sind die Ordinaten

foloenden, wenn die Linge

orossen Halbachse oder der Kugelhalbmesser I ge-

tzt wird.

[m ersten Punkt 3 0,577 (kleine Halbachse);
zwelten |, y 0,550
drittens  ,, Ya 0,500
VIETLENL o

fiinften

Endpunkt

Was fiir die Grundrissellipse des Kugelkorperschat-

tens 1n Beziehw auf Richtung und Grisse gesag

ailt vollie unveriindert auch fiir
Aufrissellipse, wofern nur die Vertikal-
projektion des Lichtstrahls an die
Stelle seiner Horizontalprojektion ge-
Die Aufriss

oruent der Grundrissel

2

setzt wird, lipse ist kon-

yse, und ihre

orosse Achse steht ebenfalls senkrecht

ir 0664,

zur Lichtstrahlprojektion.
Zum raschen Aufzeichnen der
Ellipsen bei Darstellungen in klemerem Massstab gentigt

in den

oft schon die Angabe der vier K riimmungskrei

Scheiteln. wobei die Radien nach der unten in Art. 68f

angegebeénen Konstruktion zu bestimmen sind und die

zwischenliescenden Teile des Ellipsenumfangs nach Schitz-

ung eingefligt werden.

67. Behandlung der Kugel als Drehungsfldche.

[n manchen Fillen ist es zweckmissig, die Kugel-

fliche als Drehungsfliche mit Achse senkrecht zu einer

Grundebene aufzufassen und von der Eigenschaft ihrer
zum Lichtstrahl parallelen Schnitte als Kreislinien keinen
Gebrauch zu machen. Dies oilt besonders dann, wenn
die in Art. 61 fiir Drehungsflichen beschriebene Losung
mit Parallelkreisschnitten und den kongruenten Schlag-
schatten auf deren Ebenen Anwendung finden kann. >0
liesse sich z B. auf dem in 65d gezeichneten Beispiel,

ferner in dem als Hohenschnitt gezeichneten, oben kreis-

Artikel 67, 68. 50

swiolbe mit kueelformiger Leibung

formig offenen Kuppelg

in 65¢ die Selbtsheschatt mit solchen Parallelkreis-

“hnitten bestimmen. Auch die Betrachtung der Parallel-

kreisschnitte der ]§\I_L'\'l" als niedriger \\-\"_; lzonen, wie bel

den Drehungstiicl 56, kann in manchen

Fillen rascher zum Ziel fi n als die Umklappung von

Schnittebenen parallel zum Lichtstrahl, indem sie mi
ebencenannten Schlagschattenbestimmung verbunden die

Kérperschattengrenze liefert.

die

struktionen f

Oft verwertbare Hilfskon

Ellipse und ihre Tangenten.

Da die Ellipse sowohl als Schattengrenzlinie auf |

flichen, Cylinderflichen, Kegelflichen, wie auch als Kante

und Hilfslinie bei den Schattenkonstruktionen auf diesen

und anderen Kiérpern samt ihren Tangenten sehr hiuhg
zu zeichnen ist. so sind im folgenden einige oft verwert-
bare Hilf;

scharfe Bestin

onstruktionen fiir die Linie selbst, wie fir die

von Tangenten und Berithrungs-

In der letzten Beziehung sind

punkten ein
auch andere Kurven beriicksichtigt.

cegeben beide Ach-

a) Ellipsenkonstruktion; geg
sen. Man beschreibt um den Schnittpunkt beider Achsen
swei Kreise mit den Halbachsen als Radien. Man zieht
eine Anzahl beliebicer cemeinschaftlicher Radien beider
Kreise, Fiir jeden solchen Halbmesser zieht man durch
seinen Endpunkt auf dem grosseren Kreis cine Parallele

sur kleinen Achse und durch seinen Punkt auf dem

kleineren Kreis eine Parallele zur grossen Achse. Der

Schaittpunkt je zweier zu demselben Halbmesser ge-
horiger Parallelen ist ein Ellipsenpunkt. Da sich bei

dieser Konstruktion alle zu beniitzenden Punkte aus einem

rechtwinklizen Schnitt zweier Linien ergeben, so liefert

sie die Ellipsenpunkte mit orosser Sicherheit.
b) Ellipsen konstruktion; gegeben beide Ach-
1 Punkt

4 aus die grosse Halbachse pe und in derselben Rich-

sen. Man tr

+ auf einem Papierstreifen von eing

tung die kleine Halbachse # ¢ auf, so dass In dem Stick
a b die Dif Man legt

nun in verschiedenen Richtungen nacheinander den Papier-

-enz beider Halbachsen erscheint.

streifen so an, dass der Punkt @ auf eine kleine Halb-
achse, der Punkt 4 auf eine grosse fillt. In jeder solchen

an. Diese

Lage giebt der Punkt p einen Ellipsenpur
Konstruktion liefert die Ellipsenpunkte zwar rascher, aber
weit weniger zuverlissig als die erste, letzteres besonders
Immerhin

bei geringem Unterschied beider Halbachsen.

ist sie zum praktischen Schattenkonstruieren meist aus-
reichend, wenn nicht andere Resultate aus der Ellipse
abzuleiten sind.

¢)Ellipsen konstruktion; gegeben beide Ach-

sen. Man durchschneidet die grosse Achse von den End-
Tyl

punkten der kleinen Achse aus mit Kreishi
Halbmesser eleich der orossen Halbachse ist. Die zwei

Schnittpunkte sind die Brennpunkte der Ellipse. Man be-
\ I I

schreibt nun aus dem einen Brennpunkt einen Kreisbog
o

mit einem beliebicen Bruchteil der grossen Achse, aus

dem andern einen Kreisbogen mit dem Rest der grossen
Achse; beide Kreisbtgen schneiden sich in einem Ellipsen-

68




6O

Zeitverbrauch

punkt. Die Konstruktion steht an
nauickeit der |
1lipsen

konjug

ersten

issen

ssser. Diese n

ieren; ihr ittpunkt wird der Mittelpunkt
Man

Durchmessers ein

Ellipse. It von einem Endpunkt des kleineren

Lot auf den ¢ und tr auf

demselben
Hilfte
Mittelpunkt
e

chsen der

diesem Lot von

Richtungen des ordss
Die

erhalten

nach

Rac den

n Punkten Summe

die Differenz beider E.

i

(@-8 = 24, soist der [

Doppelten

L{}l iA ‘1

nterschied beider Radien

der klei Halbachse; die Linge der

orossen ergiebt sich dsseren Radius

slinie des Win-

achse ist dargestellt durch die Halbierun

kels zwischen jenen beiden

e) Bestimmung

('ill\'l' |I|||‘-\

s gefunde Man zieht zwel oder drei Grup-

1 2 |
pen paralleler Sehnen des

Bogenstiicks,

reocebenen
regebencen

=

wobel man auch die ling

Sehne als Rich-

tung emner Gruppe bentitzen
Die
punkte d

wird. Halbierungs-

einer

Sehnen

Gruppe miissen auf einer

Geraden li 1; sonst ist

- Py 2 3 3%
das gegebene Bogenstiick

kein Ellipsenstiick, und zwar

erhaltenen Gera-
Stiicke Durch-

sind die
den von
messern ; sie schneiden sich
Mittel-

Von

68, diesem aus durchschneidet

also verldngert im

der

punkt Ellipse.

man (womdglich) den ge-
!u'ii:‘m‘j_:'t_'m I\'n"i-“ der

gebenen Bogen mit einem zZwel
B T Ieta liefert: - balbiare s R L I 2
Schnittpunkte liefert, halbiert den Bogen zwischen bei-
den Schnittpunkten und hat im Radius
bierungspunkt die R ier Achse;
sich Man
: Anzahl von Ordinaten der Ellipse

r Acl

cleinert dann diejenig

nach dem Hal-

htung e ZUuo

die G dieser Achse. beschreibt tiber ihr

ISSE

einen Kreis, zieht e

dieses Krei:s senkrecht z

und

/7]

grissert oder vel 'n Kreisordinaten,

die noch nicht auf Ellipsenpunkte treffen, in demselben
Verhiilt

iiber

idenetr

, das die

Ellipsenordinaten ge

|)‘A‘

kleiner

Vornar

Kreisordinaten

Kon-

den darbi

iibrige

struktion ist selbstverstindlich um so un Xer; e

das gegebene Bogenstiick gegeniiber dem ganzen Umfang
und kann bei

Ellipse; stark schiefwinkligen Durch-

schnitten zwis

chen Bogen und Sehnen stark verschiedene

Ellipsen fiir dasselbe Bogenstiick liefern.

Wenn jener Kreis um den Mittelpunkt den gesebenen
Bogen nur in einém Punkt schneidet, das heisst, wenn

1

der Bogen keinen Scheitel enthilt, so die Kon-

versaot

struktion; in diesem Fall ist aber ohnehin das Resultat

parallel lingsten und 1

(].I'Ii

mit nte vom Mittelpunkt

Kreis, dessen € reraden lie

zu diesem Kreis v

und in der

ihm

zieht nn in
cich die lingste Sehne

Wie

Ellipsenstiicks verhilt zu der ihr im

weitere parallele Sehnen.
Kreis

des geeebenen

entsprechenden Seh so muss sich auch jede andere

parallele Sehne der der ihr im Kreis

entsprechenden.

ganze E

psensehnen ¢
Hal-

A
HnKs

indem man
Masse

rspunkt der lingsten Seh

halten,

S
haltenen von nach dem

nur rechts

Zur Besti ung der Achsen kann n wieder

er Kreis um den Mittelpu bentitzt werden.

Krimmu shalbmesser

f) Bestimmung d
1eiteln der
Man

e mit einem Endpunkt

beide

ceben

S8en

verbin

der kleinen und errichtet in

Diese

den Endpunkten Lote auf der Verbindun;

Lote schneiden beide Achsen zum zweitenmal. Die Stiicke

auf den Achsen von den erhaltenen Schnittpunkten

zum Mittelpunkt der

halbmesser. Die Kon

; i et r e Aer R
orossere Krilmmungshs: — und der kleinere
r =—, wenn A die grosse und B die kleine Halbachse.

o) Hrll'lz“lli(‘

Nachbildu

mit acht Mittelpunkten, wobel in den

:I]*

Ellipse

lurch Kreisstiicke

ireise erscheinen

iteln die Kriimmung

Um moglichst gleich verteilte Unterschiede der Kri

i
ungen zu erhalten, den Kreisbogen, der den

1men

Uebergang zwischen beiden Kriitmmun reisen bilden soll

ross wihlen, dass de

ime Kriimmungshalbmess

7 sich zum Halbmesser des Zwischer

kreises verl wie
dieser zum grossen Kriimmungshalbmesser 7. nd mit
ac A und ¢ b beiden Halbachsen

nach f) X
und » B¥ 4. woraus z VR V.ap Wird

also ¢d = ¢

S0 ist

der nachzubildenden

uber ed ein Kreis be-

ufgetragen, und
schrieben, so ist ce Die beiden Kriimmungshalb-
durch & /
. und R

einen Ki

senkrecht zu
Man be-

einen

und e g

messern \‘M']ll' 1 I'I'hl'l]["_'l'l

worauf » Gl —g

ad,

schreibt nun aus
Kreis mit R— 57
der Mittelpunkt

"1
v Kreise g, ist

il

i Kreishégen /4 und £ wer-

der Schnittpunkt b

des und ehel

e o
Uebergangskreises

cangspunkte zwischen den dr

den

rhalten durch Ziehen von 6,6, und ¢

Anstatt den Zwischenradit 1

Zi'l]'/H]Il‘ilI‘.]l_'il. Ka

auch nach Schitzung aus frei

Hand einen Bogen zwi-
schen beide Kriimmungskreise einfiigen und dieser Schiit-

zung entsprechend entweder auf dem kleineren Kriim-

mungskreis oder auf dem grésseren den Punkt festsetzen,

in welchem der Uebergang

kreis anschliessen soll.
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Kapitel VIII. Artikel 68.
hiefiir Pur ancvenommen. Man zieht £eo, mit Ver-
lingerung und macht Die auf der Mitte von
in £ erri als Durch-
schnitt nmt 272 d Oq it des Ueher-
;:.lm-‘ﬁiq-.-i»\- s, Wird Punkt 7z auf dem g1

Osseren Kriim-
1

mungskreis als Uebergangspunkt angenommen, so zieht

man ze, und macht darauf 2w Das Mittellot o,
von , liefert als Schnitt mit 720, den Mittelpunk
Uebercanoskreises ¢, Fiir die praktische Verwerti
Konstru 1

ion empfiehlt sich die Annahme des Uel

imen Krimmungskreis am meisten.

1
1ktes aul dem

kann hiebel rascher er-
mit der Wahl eines Zwisch

allen Konstruktionen um so vollstindiger, je

. Anniherung an die Ellipse
= L

ht werden
und ist bei
beider Halbachsen ist.

kleiner der Unterschi

h) Eine Tar nte an die Ellipse aus einem dusseren

Punkt oder par: zu einer andern Geraden ist durch

Anlesen des Lineals an der Kurve mit Sicherheit genau
g

Zu Z

damit ist aber der Beriithrungspunlkt noch
Achsen be-

12 der |”|:‘u als der aus dem

nicht sstimmt.  Man erhilt ithn, wenn die

kannt sind, durch Betrach

Kreis durch proportionale Verkiirzung aller Ordinaten ab-

eiteten Kurve. Die Tangenten in den Endpunkten auf-

Ordinaten des Kreises und der aus ihm

anderfallend

abgeleiteten Ellipse schneiden sich auf der Abscissen-

achse, das heisst auf der grossen Achse der Ellipse. Man

heschreibt also tiber der orossen Achse der Ellipse einen

Kreis, zieht aus dem Schnittpunkt der Ellipsentangente

mit der erossen Achse eine Tangente an den Kreis, be-

3

stimmt deren Beriithrungspunkt und erhiillt dann den Be-

rithrun Ellipsentangente als Schnitt mit der
Ordinate.
sot der Berithrungspunkt der grossen Achse ndher, so

Achse mit dem

rspunkt der

durch den Kreisberithrungspunkt gezogenen

wird besser der Kreis iiber der kleinen

.r Tangente und der kleinen Achse beniitzt.

Schnittpunkt

i) Ist die Tangente in einem gegebenen Punkt
der Ellipse zu ziechen, so wird dieselbe Thatsache be-
niitzt, indem zuerst die Ordinate durch den Punkt fiir
Ellipse und Kreis, dann die Kreistangente gezeichnet und

aus ihrem Schnittpunkt mit der grossen Achse nach dem

benen Bertthrungspunkt gezogen wird. Dasselbe Pro-

blem lisst sich auch mit Hilfe der Brennpunkte losen;

die Tan ht auf der Hal-

ante an der Ellipse steht senkr

ven den beiden nach dem

bierungshnie des Winkels zwise

Brennstrahlen.

“NEl

k) Sind die Achs

n der Ellipsen nicht bekannt und

t der Beriihrungspunkt einer vorhandenen Tangente

zu bestimmen . so zieht man zwei zur Tangente parallele
o}

mit mogl

nen in thunlichst grosser Entfernung voneinander und
hnitt mit der Peripherie. Die
]

Sehnen ist der Durchmesser nach dem Beriihrungspunkt.

chst sicherem

yunkte bei

gerade Verbindungslinie der Halbierung
Die Konstruktion ist die Anwendung der folgenden,

fir alle Kurven moglichen, auf den besonderen Fall

nte par-

Anzahl zur Ta

der Ellipse. Man zieht eine

v+ Sehnen und halbiert sie; die Kurve, welche die

Halbierungspunkte verbindet, fithrt zum Berithrungspunkt.

Bei den Linien zweiter Ordnung wird diese Kurve zur

Geraden.

e EEape s g

Kapitel IX. Artikel 69. ()

mit unbe-

so kann man
I

kannten Achsen eme

zur thunlichst sicheren Bestimmung ih Richt

alle andern Kurven brauchbare Kon-

durch welche man einen zweiten Punkt

Man beschreibt um den Bertihr

ch

punkt einen Kreis, t verschiedene Radien, welche

die Kurve schneiden und trict von den Kreispunkten einer

aus auf den Radien die Sehnen der Kurve nach

aussen und innen auf. Man erhiilt dann zwei Kurven,

welche sich auf dem Kreis schnei

ler Schnittpunkt

ktion zu

ist ein Nimmt man die Kons

ntenpunlkt.

beiden Seiten des Beriithrungspt so erhdlt man

zwel auf einem Durchmesser

An die Stelle des Kreises kann auch en

Jehe
wWeicne

beliebig gezogene Kury

rETUr

:n der zu beiden Seiten des Beriihrung

der Kurve geschnitten wird.

nden Sehi

IX. Schatten auf minder hiufig verwerteten Fldchen.

Die Flichen zweiter Ordnu

Soweit diese Flichen nicht zu den Dreht

1oren und als sol

genden: das dre

ttiert werden

Parabo-

]\“\"Uili.

loid, das zweimantelice elliptische das ein-

l':H]IH“-‘\"‘H‘ ]l_\]\tl'h‘-'ﬂil\ und das ilr'\'|>“..>u|]'-r||;'

Paraboloid

s heisst ¢

a) Ein dreiachsi illipsoid, da

entsteht,
Achse,

stehen, die eine

Ellipsoid mit drei verschie orossen Achsen

remeinschaftlicher

wenn von zwei Ellij
deren Ebenen senkrecht zu einander

derart parallel fortriickt, dass sie mit ihren Achsen immer

cleicl richtet und sich immer geometrisch dhnlich bleibt,

indem sie die andere in zwei Punkten schneidet. Die
fortriickende ]'-“.i]_]-u_' beschreibt die Oberflécl

die feste I

soids. i‘\\-i\'ll sie ein Kreis, ode <t lipse

I

VII zu behandeln ist.)

oid in ein Drehu

Kreis, so zeht das d o
ellipsoid tiber, das nach
Die Fli

end welcher Ric

he hat die Eigenschaft, dass sie von parallelen

Ebenen ir: nach Ellipsen geschnitten

wird, die unter sich geometrisch idhnlich sind.

in Anwendung der a Lisung fir

Flichen das Ellipsoid durch vertikale Lichtstrahlenebenen

Schnittkurven die bert

oeschnitten und an die

Tanegenten gezogen werden, so sind alle diese Schnitt-

ipsen, auf welchen auch die Beriihrun

kurven ihnliche E

punkte der Lichtstrahlen, das heisst die Korperschatten-

dhnlich liegen. Hierauf griindet sich folgende

orenzpunk

Konstruktion der Kdrperschattengrenze, wobel nach Fi-

‘ht zu den drei Grund-

gur 6ga ein Ellipsoid mit s

Jhenen stehenden Achsen als Beispiel gewiihlt sein mag.
g

Man zieht durch den Mittelpunkt

der Grundriss-
1l @4 und zeichnet im Aufriss die

ellipse einen Lichts
Ellipse

strahls

¢ &', nach welcher die Vertikalebene dies

en Koérper schneidet. (Fiir diese IHJ:I-‘\ ist die

69.
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